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O derretimento de varetas combustíveis é um fenômeno importante para a 

análise e simulação de acidentes severos de reatores nucleares.  Este trabalho tem por 

objetivo desenvolver modelos matemáticos de condução de calor unidimensional com 

mudança de fase em duas regiões, para a simulação de uma vareta combustível 

composta por pastilha combustível e revestimento de liga de zircônio.  O modelo 

unidimensional de condução de calor com mudança de fase, na formulação de entalpia,  

foi resolvido  usando-se um método explícito de diferenças finitas.  Dois modelos de 

parâmetros concentrados foram desenvolvidos para o mesmo problema físico, o clássico 

e o aperfeiçoado baseado na aproximação de Hermite para integrais.  Perfis de 

temperatura e da propagação da frente de derretimento para o conjunto pastilha 

revestimento foram obtidos para diferentes valores da taxa volumétrica de geração de 

calor e do coeficiente de transferência de calor entre a vareta e o fluido refrigerante, 

comparando-se as soluções dos três modelos matemáticos.  A evolução do problema de 

derretimento de uma vareta foi dividida em quatro etapas e o tempo de cada etapa 

também foram comparados para os diferentes modelos. As soluções apresentaram boa 

concordância quando utilizada uma geração de calor pequena, e soluções diferentes para 

altos valores de geração de calor. 
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The fuel rod melting is an important phenomenon for severe accidents analysis 

and simulation of nuclear reactors. This work aims to develop mathematical models of 

one-dimensional heat conduction with phase change in two regions. Simulation of a fuel 

rod is performed consisting of fuel pellet and clad of zirconium alloy. The enthalpy 

formulation of one-dimensional heat conduction model with phase change was solved 

using an explicit finite difference method. Classical and improved lumped models were 

developed for the same physical problem. The improved lumped models were based on 

the Hermite integrals approximation. Temperature profiles and boundary phase change 

for the entire fuel and clad were obtained for different values of the volumetric heat 

generation and heat transfer coefficient between the coolant and the rod. The solutions 

were compared between the three models. The evolution of the rod melting problem is 

divided into four steps and the time for each step was also compared to different 

models. The solutions showed good agreement for a small heat generation and little 

different for high values of heat generation. 
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Motivação

É notório que a engenharia nuclear dedica um grande esforço na área de segu-

rança voltada para usinas nucleares. Porém apesar de todos os avanços e estudos

na área de controle do reator e prevenção de acidentes em centrais nucleares, sem-

pre existem possibilidades de acidentes, mesmo que estas sejam muito remotas e

improváveis.

Exemplos disso foram os acidentes nucleares ocorridos na usina de Three Mile

Island (TMI) nos Estados Unidos em 1979, Chernobyl na Ucrânia em 1987, e recen-

temente Fukushima no Japão em 2011. Devido a falhas nos sistemas de segurança e

nos sistemas de controle de emergência, uma central nuclear pode deixar de operar

apropriadamente, o que leva ao superaquecimento do núcleo. Desta forma, o núcleo

�ca sujeito a um possível derretimento de seus componentes e em casos mais ex-

tremos a integridade física do vaso do reator também pode ser comprometida. Tal

evento com derretimento parcial ou integral do núcleo é denominado de acidente

severo, o qual ocorreu em TMI e Fukushima. A �gura 1.1 mostra o ocorrido no

reator da unidade 2 de TMI, o qual desencadeou em derretimento parcial de seu

núcleo e seus componentes.

Por exemplo, no acidente mais recente, o desastre iniciou na usina de Fu-

kushima devido ao terremoto, que interrompeu a distribuição de energia elétrica.

Consequentimente, as barras de controle foram acionadas das unidades 1, 2 e 3, des-

1



Figura 1.1: Núcleo parcialmente derretido do reator de TMI

ligando o reator e assim o calor residual gerado pelos produtos de �ssão deveria ser

removido. Com a falta de energia, o primeiro sistema de refrigeração foi comprome-

tido. Em seguida, foram acionadas as bombas a diesel, que logo em seguida �caram

inutilizadas devido ao tsunami, que destruiu os sistemas diesel geradores, fazendo

com que o segundo sistema de segurança �casse inutilizável. Após isso foram aciona-

das as baterias, um terceiro sistema de emergência, que duraram aproximadamente

oito horas, e também não foram su�cientes, acarretando no derretimento de três de

seus reatores. Apesar de todo robusto sistema de segurança, o acidente não pôde

ser evitado, con�rmando por isso que as chances de acidentes não podem ser em

hipótese alguma, descartadas.

O derretimento do núcleo é considerado um acidente nuclear muito sério, pois

a partir do conceito de defesa em profundidade, o mesmo destrói duas barreiras de

proteção, são elas o revestimento e as pastilhas combustíveis. E posteriormente, o

rompimento dos outros sistemas de contenção, que pode levar à liberação de produ-

tos altamente radioativos para o meio ambiente. Outro grande problema é que após

2



o derretimento, a tentativa de resfriamento do núcleo com água passa a ser ine�caz,

devido à grande camada de metal na fase líquida.

Durante um acidente, o comportamento do combustível é basicamente deter-

minado pela resolução da equação de condução de calor (IAEA, 2007). Logo o

estudo da condução de calor em regimes transiente com possibilidade de mudança

de fase, especi�camente de derretimento (liquidi�cação), é importante para ajudar

não somente a entender, mas também a predizer o comportamento de um reator nos

casos mais extremos e, principalmente saber a situação no interior do núcleo em caso

de um acidente severo. Assim, entender melhor o comportamento do derretimento

dos componentes das duas primeiras barreiras de defesa de uma central nuclear é

um trabalho de fundamental importância.

Com o foco no problema de condução de calor com mudança de fase, essa

dissertação visou a implementação de diferentes de dois diferentes métodos, e na

possível melhoria das mesmas O que possibilita testes com materiais diferentes dos

usados atualmente, dando uma ideia do comportamento e funcionalidade de tais

materiais.

1.2 Problema Físico

Usinas nucleares são instalações industriais empregadas para produzir eletrici-

dade a partir de energia nuclear, que se caracterizam através de �ssão nuclear com

reação em cadeia que geram calor. Em todo mundo, os reatores amplamente utiliza-

dos são os reatores de água pressurizada (PWR) devido à sua maior con�abilidade.

Nestes reatores, o calor gerado no núcleo aquece o refrigerante do sistema primário,

que por sua vez converte a água de alimentação do sistema secundário em vapor

no gerador de vapor, para posteriormente ser usado para girar turbinas e produzir

energia elétrica.

A dissertação consiste no estudo de condução de calor com mudança de fase

de uma vareta combustível nuclear, que se localiza no núcleo do reator. O reator é

composto por um arranjo de elementos combustíveis que varia conforme o modelo do

reator. Na �gura 1.2 é possível observar um único elemento combustível de um reator
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PWR e as varetas combustíveis montadas nele. O refrigerante escoa externamente

as varetas, absorvendo energia na forma de calor.

Figura 1.2: Elemento combustível (Carr et al., 2013)

Figura 1.3: Montagem da pastilha, vareta e elemento combustível (Souza, 2013)

A �gura esquemática 1.3 ajuda a ver como é feita a montagem. Centenas de

pastilhas combustíveis são inseridas dentro de uma vareta combustível, e assim as

varetas são fechadas. Com a pastilha dentro do elemento, no espaço entre ambos é

inserido um gás inerte. Deste modo, as varetas carregadas com as pastilhas podem

ser montadas. Por exemplo, no caso de Angra 2 são 236 varetas no total, montadas

junto à barra de controle, gerando um elemento combustível.

A pastilha combustível (�gura 1.4) é um combustível cerâmico formado de
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dióxido de urânio (UO2) enriquecido. O núcleo do elemento 235
92 U é �ssionado a partir

dos nêutrons, se tornando a fonte de energia necessária para uma usina nuclear.

Figura 1.4: Pastilha combustível de UO2 (Ulmer-Scholle, 2013)

Figura 1.5: Revestimento de liga de Zircônio da vareta combustível (Gray, 2013)

Já o revestimento da vareta combustível (�gura 1.5) é composto por uma

liga de zircônio, as quais as mais comuns são zircaloy-2, zircaloy-4 e zirlo. Além

do zircônio, a liga possui outros importantes elementos com concentrações abaixo

de 2%, por exemplo, para o Zircaloy-4 têm-se estanho, ferro e cromo. A liga de

zircônio foi escolhida como revestimento devido às suas boas propriedades mecânicas,

a excelente resistência à corrosão e a alta permeabilidade a nêutrons térmicos (Lobo,

2002).
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Para analisarmos o caso em que ocorre o derretimento do núcleo, o problema

físico de geração de calor no núcleo do reator será formulado com o conjunto básico de

pastilha combustível e revestimento do combustível. Será analisada a transferência

de calor e a mudança de fase nesse conjunto que apresenta um formato cilíndrico.

Para tal, a análise será reduzida a um problema unidimensional, como mos-

trado na �gura 1.6. Os cálculos da composição de um conjunto de pastilha de

urânio e revestimento serão aplicados somente na direção radial do problema. Tal

simpli�cação faz com que os per�s circunferencial e longitudinal sejam descartados.

Se levarmos em consideração que o per�l circunferencial da temperatura e da

energia do conjunto não variam, pois a geração de calor e o resfriamento do refrige-

rante são uniformes em toda direção circuferencial, esta direção pode ser descartada.

Já para a simpli�cação da direção longitudinal do reator, pode ser explicada com

uma pequena difusão longitudinal quando comparado ao radial.

Além disso, algumas outras considerações foram realizadas no trabalho. Não

será considerada variações na temperatura do refrigerante e na variação da reati-

vidade durante a evolução do acidente. Após o derretimento do revestimento, o

problema físico não será modi�cado, desconsiderando a possível queda das pasti-

lhas. Também não foram considerados o envelhecimento da pastilha e desta forma,

as variações do espaçamento entre o revestimento e a pastilha.

Figura 1.6: Problema unidimensional do conjunto pastilha e revestimento

Em caso de acidente que excede as bases de projeto e que acarreta falhas em
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estruturas, sistemas ou componentes, impedindo dessa forma a refrigeração do núcleo

do reator conforme projetada, levando a uma degradação signi�cativa do mesmo, ou

seja, acidente severo (CNEN, 1997), o conjunto da pastilha e revestimento acaba se

aquecendo até o seu derretimento, como pode ser visto na �gura 1.1. Desta maneira,

o conjunto estudado na �gura 1.6 seguirá as seguintes etapas, segundo Chen et al.

(1976):

1. Fase transiente antes de qualquer derretimento;

2. Fase do derretimento do revestimento;

3. Fase transiente antes do derretimento da pastilha de urânio;

4. Fase do derretimento da pastilha de urânio.

Inicialmente, antes de qualquer uma das etapas acima, o reator opera em

regime permanente, em que o per�l de temperatura é mantido o mesmo ao longo

do conjunto, ou varia pouco com os períodos transientes do reator devido à sua

criticalidade. Porém, devido a algum acidente em que o reator perde a capacidade de

trocar o calor gerado pela pastilha de combustível com o resto do núcleo, o conjunto

entrará na etapa 1. Após o início do acidente, a etapa 1 tratará do aquecimento

do conjunto. O combustível sempre terá um per�l de temperatura maior que a do

revestimento, porém o aumento de temperatura faz com que o revestimento atinja a

temperatura de fusão primeiro (temperatura em torno de 2100K), iniciando assim

a etapa 2.

Como a temperatura da superfície interna do revestimento é maior que a ex-

terna, a temperatura de fusão primeiramente é atingida na parede interna do reves-

timento (r = Rci), assim é na etapa 2 em que ocorre todo o derretimento do reves-

timento, terminando quando o revestimento tenha se tornado totalmente líquido,

ou seja, a interface de mudança de fase tenha atingido a parede externa (r = Rco).

Note que durante toda a etapa 2 a pastilha de urânio continua se aquecendo.

A etapa 3 se inicia após o derretimento do revestimento. Esta etapa é calculada

de forma similar a etapa 1, com a pastilha sólida e o revestimento na fase líquida
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sendo aquecidas sem mudança de fase. Até que, �nalmente, o centro do combustível

atinge a sua temperatura de fusão, terminando esta etapa.

A última etapa começa com o derretimento do ponto mais quente de todo

reator, o centro da pastilha de urânio com uma temperatura de cerca de 3200K. A

interface de derretimento se propaga até atingir a parte externa da pastilha (Rf ).

Com isso todo conjunto é derretido, �nalizando assim a etapa 4, onde todo combus-

tível foi exposto.

Observa-se que as etapas 1 e 3 apresentam uma solução sem mudança de fase,

onde existem duas regiões �xas e acopladas para a solução. Entretanto as etapas 2

e 4 são mais complicadas, pois o que antes era uma região se transformou em duas,

somando um total de três regiões. Além disso, as regiões de mudança de fase não são

�xas, estas se apresentam de maneira móvel de acordo com a solução, complicando

ainda mais a sua solução.

1.3 Objetivos

Este trabalho visa realizar soluções de condução de calor para casos que en-

volvam acidente no núcleo de um reator PWR, especi�camente analisar o compor-

tamento da pastilha de dióxido de urânio e seu revestimento de liga de zircônio, sob

condições de alta temperatura em que o derretimento do núcleo é ocasionado.

Neste caso serão implementadas duas soluções. A primeira será utilizando o

método por entalpia, onde é empregada uma discretização da equação por diferen-

ças �nitas com formulação explícita, com diferenças centradas no espaço e diferença

avançada no tempo. O outro método empregado será os de parâmetros concentra-

dos clássicos e os parâmetros concentrados aperfeiçoado, que teoricamente devem

apresentar aproximações melhores do que a versão clássica.

Como a condução de calor rege predominantemente o problema, todos os cál-

culos serão em torno da equação de condução de calor. Será obtida uma solução de

condução de calor transiente para um problema unidimensional na direção radial.

Todo o procedimento será feito com a presença de mudança de fase, o que leva a

solução de equações não lineares. Será resolvida a equação de condução com geração
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de calor para a modelagem da pastilha, já para a modelagem do revestimento a equa-

ção de condução não apresentará geração de calor. O acidente pode ser simulado

através da variação do coe�ciente de transferência de calor do refrigerante.

Com o objetivo de manter o problema original, as condições de contornos

serão modeladas de acordo com o problema físico. O centro apresenta o ponto mais

quente do per�l de temperatura, implicando a derivada igual a zero e temperatura

�nita. Já a condição de contorno da parte externa do combustível e a parte interna

do revestimento serão dados pela interface entre ambos, que é acoplado pelo �uxo

convectivo de calor que atravessa o espaçamento entre eles, onde será considerado

o tamanho do espaçamento. Por �m, a condição de contorno externa ao elemento

combustível será modelada pelo �uxo convectivo do refrigerante. Na situação de

acidente será representado pela a mudança no coe�ciente de transferência de calor.

Foram consideradas as propriedades como condutividade térmica, calor espe-

cí�co e densidade diferente entre o sólido e o líquido calculadas como uma média na

temperatura para cada fase para todos os métodos utilizados. Além disso, foi calcu-

lado a solução com as propriedades variando com a temperatura ao longo de todo

processo utilizando o método da entalpia, com o objetivo de analisar a in�uência

das propriedades.

Será obtida a solução numérica pelo método de entalpia, utilizando diferenças

�nitas e também uma formulação para parâmetros concentrados clássicos e aper-

feiçoado utilizando o programa Wolfram Mathematica. Para tal, as soluções serão

comparadas entre si, podendo ser analisada as temperaturas atingidas em cada fase

e até mesmo o tempo de cada fase do problema. Para as etapas em que ocorre o

derretimento, será possível observar a propagação da interface de mudança de fase

em todo o raio ao longo do tempo. Serão analisadas duas situações distintas, são

elas: Acidente com reator em operação, e o reator desligado com o calor residual.

As situações são diferenciadas através da geração de calor presente em cada caso.

Apesar da análise ter por objetivos reatores PWR, a solução pode ser empre-

gada em qualquer reator de vareta combustível que utilize tal con�guração. Com isso

o programa será capaz, a partir de médias das propriedades para sólido e líquido da

pastilha e revestimento e da geometria do núcleo, de predizer o tempo aproximado
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para o derretimento de um determinado ponto da vareta, além do desenvolvimento

da temperatura ao longo do tempo e da posição radial do derretimento.

1.4 Organização do trabalho

O capítulo 1 fez uma breve introdução, com a motivação para a execução do

trabalho devido a acidentes nucleares em que ocorreram acidentes severos. Segue-se

a explicação do problema físico, do conjunto de pastilha de urânio e o revestimento

de liga de zircônio que foi abordado na hipótese de um acidente, e por último os

objetivos que serão atingidos ao �nal da dissertação. Já o capítulo 2 traz uma

revisão bibliográ�ca com os trabalhos realizados e as soluções de alguns modelos

que foram apresentados para mudança de fase, focando na solução pelo método de

entalpia utilizando diferenças �nitas e parâmetros concentrados, além de análises de

condução de calor na área de engenharia nuclear.

O capítulo 3 apresenta a equação de condução de calor, suas típicas condições

de contorno e o complexo problema de mudança de fase, especi�camente o derreti-

mento. Posteriormente é apresentada a formulação matemática do problema físico

que será resolvido. Já no capítulo 4 é apresentado o método de solução pelo método

de entalpia e parâmetros concentrados clássico e aperfeiçoado. No capítulo 5 são

apresentadas as soluções encontradas para as diferentes situações do problema, e

então discutidas o resultado comparando os métodos. O capítulo 6, que é último

capítulo, faz uma conclusão de toda a dissertação, apresentando algumas sugestões

para trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Revisão Bibliográ�ca

Toda análise de condução de calor que tenha o emprego de mudança de fase

serviu como base para o entendimento do trabalho a ser elaborado. É claro que tra-

balhos que envolvam geração de calor e condições de contorno de �uxo convectivo

também serão muito importantes. Serão mostradas soluções analíticas e suas limi-

tações, além dos diferente modelos numéricos que podem contornar tais problemas,

comparando-os entre si. O emprego de soluções de condução de calor que envolvam

de alguma forma o problema físico abordado neste trabalho, mesmo que não haja

mudança de fase, também será apresentado como forma de obter-se uma melhor

compreensão do problema.

Além da evidente importância na área nuclear, como foi mostrado na introdu-

ção, o problema de mudança de fase se faz presente em diversas áreas. Ele ocorre

em processos metalúrgicos, em solidi�cação de moldes, na engenharia ambiental e

uma vasta aplicação na indústria de processo. Atualmente a mudança de fase tem

sido estudada principalmente em sistemas de armazenamento de energia térmica,

analisando a aplicação de materiais de mudança de fase (PCM - Phase Change

Materials). Esses materiais de armazenagem de energia térmica são aplicados em

diversas áreas como foi mostrada por Zalba et al. (2003).

Como mencionado anteriormente, a mudança de fase não é um problema de

fácil solução. Grande parte disso é devido à sua condição de contorno, que varia de

acordo com a propagação da solidi�cação ou fusão, fazendo com que a posição do

contorno tenha que ser determinada como parte da solução.
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Devido à ampla gama de aplicação da mudança de fase, aliado à grande di�cul-

dade para obter soluções para o problema, observam-se na literatura muitos estudos

relacionados à esta área.

2.1 Problema de Stefan

Clapeyron e Lame (1831) estudaram pela primeira vez um problema envol-

vendo contornos móveis. Mais tarde, Stefan (1891) realizou uma análise do derreti-

mento da calota polar, cuja família de problemas recebeu seu nome, o problema de

Stefan. Para tal foi de�nido o número de Stefan,

Ste =
cp∆T

Lm
. (2.1)

O número de Stefan é um número adimensional que relaciona a capacidade

calorí�ca e o calor latente do material em uma dada mudança de fase. Inicialmente

ele foi concebido para problemas com regiões semi-in�nitas, porém ele pode ser

facilmente aproximado para problemas de regiões limitada. Note que no caso de

propriedades físicas diferentes, o problema apresentará dois números de Stefan, um

para a fase sólida e outro para a fase líquida.

Anos atrás, a única maneira de entender esta classe de problemas era por mé-

todos analíticos. Neste mesmo trabalho, Stefan (1891) encontrou a solução exata

para o problema, que foi chamado de método de Neumann. A solução é expressa em

termos da função erro. Esse problema foi resolvido para coordenadas retangulares,

que posteriormente foi estendido para coordenadas cilíndricas. A solução é obtida a

partir das considerações iniciais como: condições de contorno de temperatura pres-

crita, soluções de regiões semi-in�nitas, propriedades constantes e condição inicial

de temperatura uniforme.

Devido à simplicidade da formulação do método de Neumann, �cou clara a

necessidade de estudos mais detalhados nessa área para a soluções de casos mais

reais. Abaixo serão mostrados trabalhos que apresentaram soluções analíticas e so-

luções numéricas, com surgimento mais recente (a partir da década de 70). Note que

serão mostrados alguns trabalhos que foram mais importantes para a compreensão

da evolução das soluções, e então nem todas as metodologias serão mostradas.
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Muitos autores tentaram obter soluções analíticas que aperfeiçoem o método

de Neumann. Motivado pelo cálculo de congelamento em lagos através do ar frio

em sua superfície em que a interface se propague de acordo com a profundidade

do lago, York e Badfalo (1968) resolveram a equação diferencial por superposições

de soluções. Diferente do método de Neumann, foi utilizado uma placa com uma

região limitada. A solução exata pode ser encontrada aplicando-se um número

in�nito de superposições, o que de forma prática não é possível. A exatidão da

solução dependerá do número de superposições que será empregada.

Sahin e Dincer (2000) conseguiram uma solução aproximada com �uxo con-

vectivo e uma região unidimensional limitada, realizando uma solução um pouco

diferente. Para o estudo da solidi�cação, a equação de condução de calor para a

fase líquida foi encontrada utilizando-se uma aproximação para regime permanente,

tornando o problema de uma única região, neste caso a formação da região sólida.

A equação diferencial para a fase sólida é aproximada por um polinômio de segunda

ordem. Apesar de serem incorporadas as condições de contorno de �uxo convectivo,

a solução é adequada quando a mudança de fase atinge o regime permanente antes

do derretimento por completo do sistema, ou quando a condutividade térmica da

fase em regime permanente é muito alta e a sua espessura é muito pequena. As apro-

ximações fazem com que esta solução se afaste do problema aqui estudado, já que

o referente estudo apresenta duas regiões antes da ocorrência de qualquer mudança

de fase.

Como já era esperado para um problema de mudança de fase, as soluções

analíticas, mesmo com aproximações, têm o seu emprego extremamente limitado.

Então as soluções híbridas e numéricas se fazem necessárias. Nas próximas seções,

será mostrada uma série de soluções numéricas encontrada na literatura.

2.2 Métodos de Solução

A limitada aplicação das soluções analíticas e o grande interesse no estudo do

problema de Stefan resultaram em um amplo número de métodos de soluções para

a mudança de fase. Dentre as possíveis métodos de soluções, têm-se:
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• Método de iteração variacional;

• Método de solução HBI;

• Método de solução por parâmetros concentrados;

• Método de solução por perturbação;

• Método de malha �xa;

• Método de malha variável;

• Método de passo de tempo variável;

• Método de entalpia.

Para �ns didáticos os métodos acima podem ser subdividos em métodos híbri-

dos e métodos numéricos. Os métodos híbridos são aqueles em que a parte inicial da

solução é desenvolvida analiticamente com aproximações da metodologia, facilitando

um posterior cálculo numérico. São exemplos dessa abordagem: Método de iteração

variacional, método de solução por perturbação, método de solução HBI e método

de solução por parâmetros concentrados. Os métodos numéricos são aqueles em que

o esforço está em encontrar a solução discretizada da equação diferencial parcial de

condução de calor. São exemplos dessa abordagem: Métodos de malha �xa, método

de malha variável, método de passo de tempo variável e método de entalpia.

O método de iteração variacional (VIM, Variational Iteration Method ) é um

método novo para cálculo analítico com solução aproximada. O método é baseado na

aplicação da solução por operadores lineares e não lineares. Jafari (2008) solucionou

o problema de Stefan utilizando esse método, o qual por ser recente, e não apresentar

estudos signi�cativos sobre o potencial para a solução em problemas mais complexos,

impossibilita qualquer aplicação mais detalhada do mesmo.

O método de balanço integral de calor (HBM, Heat balance integral method)

foi desenvolvido na década de 60. Apesar de ser um método antigo, foi muito

estudado e apresentou bons resultados para problemas de Stefan. A solução se

baseia em função do desenvolvimento de um per�l de temperatura previamente

estudado. Por exemplo, podem ser encontrados na bibliogra�a soluções para casos de
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per�l linear (Bell, 1978), per�l quadrático (Tarasuk et al., 1987) e per�l exponencial

(Myers, 2010). Bell (1978) mostrou o modelo de HBM para derretimento onde foram

aplicadas subdivisões da geometria para a apresentação de resultados mais re�nados.

Tarasuk et al. (1987) realizaram a solução por HBM utilizando o método de entalpia,

provando que o método de entalpia funciona muito bem para os problemas simples.

Apesar do re�namento da solução ao longo dos anos, tal solução ainda é apli-

cada em problemas relativamente simples. Nestes casos são estudados a propagação

em uma única região, ou seja, o per�l através da região de menor interesse é mantida

constante. Nada impede que o método seja estendido e usado no problema que será

estudado, porém não seria o mais indicado já que não existem estudos com múltiplas

regiões.

O método de parâmetros concentrados será revisado adiante. Apesar de ser

uma metodologia mais recente para mudança de fase, este foi escolhido devido à

facilidade de implementação para casos mais complicados, apresentando estudos

para casos da engenharia nuclear, que também serão vistos posteriormente.

Solução por perturbação é outro método que é utilizado em mudança de fase,

que foi iniciado na década de 70. Devido a sua essência de perturbação, a solução

é validada somente para pequenos números de Stefan, e será mostrado um trabalho

com maior grau de complexidade para o método utilizando geração de calor.

Os métodos acima exigem um tratamento analítico e por isso apresentam baixa

aplicabilidade. Desta forma o estudo por métodos numéricos são os mais indicados.

Abaixo serão mostrados métodos numéricos como malha �xa, malha variável, passo

de tempo variável e método de entalpia.

Hu e Argyropoulos (1996) mostrou os métodos que utilizam malha �xa e ma-

lha variável. O método que utiliza uma malha �xa é de formulação mais simples,

onde todo sistema é discretizado normalmente e a propagação da interface propaga

de modo irrestrito na malha. Já a formulação com malha variável é muito mais

complexa. A ideia é manter a interface de mudança de fase sempre no mesmo nó

fazendo com que a discretização comprima e estique de acordo com a propagação.

A solução por entalpia faz com que a equação seja escrita em termos da entalpia do

material, mantendo a relação entre entalpia e temperatura.
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No mesmo trabalho, Hu e Argyropoulos (1996) revisaram os trabalhos de so-

lidi�cação e derretimento por modelos numéricos, com o uso de diferenças �nitas,

elementos �nitos e método de elemento de contorno. Hu e Argyropoulos (1996)

observaram que o sucesso de elementos �nitos e método de elemento de contorno

encontram-se no controle de geometrias complexas, porém também são conhecidos

por consumirem mais tempo em termos computacionais e de programação. Por

causa da simplicidade na formulação, a técnica de diferenças �nitas é, de senso

comum, a mais popular na literatura.

Hu e Argyropoulos (1996) também compararam os resultados analíticos para

o problema de malha �xa e variável, concluindo que a solução com malha variável

apresenta resultados mais acurados, porém sua implementação é muito mais com-

plexa. Foi observado também que a solução pelo método de entalpia apresenta um

alto número de publicações, sendo a mais utilizada na literatura.

O algoritmo utilizando o passo de tempo variável é a metodologia mais nova

encontrada na literatura, a qual foi apresentada por Zhaochun et al. (2011). O algo-

ritmo funciona calculando um novo passo de tempo, onde a cada passo de tempo a

interface de mudança de fase se propaga de um nó para o próximo. O autor compa-

rou com a solução analítica, e obteve ótimos resultados. Entretanto Zhaochun et al.

(2011) concluiram que o método possivelmente apresenta solução para problemas de

duas regiões (sólida e líquida), mas ainda precisa ser estudado. Apesar da metodo-

logia de passo de tempo variável apresentar um grande potencial para soluções mais

complexas, ainda é muito cedo para a utilização deste novo algoritmo numérico.

Com o objetivo de comparar várias metodologias de solução, Caldwell e Kwan

(2004) implementaram a solução de algumas metodologias como perturbação, HBI,

entalpia e malha variável. Para o problema de Neumann, as soluções foram compa-

radas com a solução analítica e todas apresentaram ótimos resultados. Caldwell e

Kwan (2004) compararam as metodologias em um problema sem solução analítica,

para geometria esférica e cilíndrica. Todos os métodos apresentaram resultados simi-

lares, concluindo que todos os métodos são de con�ança para a solução do problema

de Stefan.
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Apesar dos resultados similares, Caldwell e Kwan (2004) observaram algumas

peculiaridades para cada metodologia. O método HBI apresentou bons resultados

para condições de contorno constantes, porém a extensão para outras condições

de contorno foi muito complicada. Além disso, apresentou uma formulação muito

complicada, sendo utilizado normalmente com o propósito de validação. O método

de perturbação também apresentou formulação complicada, em que se utiliza um

alto número de variáveis. Como já foi explicado acima, Caldwell e Kwan (2004)

mostraram que a solução funciona para um pequeno número de Stefan. Para apro-

ximações mais detalhada, o modelo pode funcionar bem para número de Stefan de

até 0, 7. O método de entalpia apresentou formulação simples, com um esforço de-

dicado à sua programação. Porém, a necessidade de método iterativo faz com que o

procedimento computacional seja mais demorado, e a solução apresenta oscilações

próximas à interface de mudança de fase. Já o método de malha variável apresentou

um tempo computacional menor quando comparado com os outros, o que possibilita

alta acurácia para com o re�namento da malha. Porém esta metodologia necessita

de um solução inicial, para que possa funcionar.

2.2.1 Método de entalpia

Os métodos citados acima resolvem os problemas de mudança de fase, porém

não são analisados para um problema mais complexo: com geração de calor, condi-

ções de contorno mais complexas e principalmente múltiplas regiões, como no estudo

proposto para esse trabalho. Para isso, a formulação por entalpia parece ser uma

boa opção. Como já foi falado acima, apesar da solução apresentar uma formulação

mais simpli�cada e ótimos resultados pontuais para a temperatura e propagação da

interface, esta formulação pode apresentar respostas com oscilações numéricas sem

sentido físico em torno da interface de derretimento. Podemos observar a oscilação

no grá�co da �gura 2.1, que mostra a evolução temporal da temperatura em um

determinado ponto da geometria.

Outro problema recorrente é o custo computacional, em que a solução implícita

apresenta um método iterativo e a solução explícita necessita de um baixo passo de

tempo. Pham (1985) mostrou na literatura que pode ocorrer do custo computacional
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Figura 2.1: Oscilações da solução por método de entalpia (Voller e Cross, 1981)

ser maior para o caso da solução implícita. Devido a isso, muitos trabalhos foram

realizados a �m de minimizar tal problema. Um bom exemplo foi o trabalho de

Pham (1985), em que o problema foi solucionado acoplando a solução de entalpia

explícita e uma solução por temperatura utilizando a capacidade volumétrica.

Para o grá�co da �gura 2.1, Voller e Cross (1981) fez um trabalho muito

importante para contornar o problema da oscilação. O mais importante é que o

procedimento não modi�cou a base da solução do método de entalpia, e os resultados

foram encontrados para uma metodologia explícita e apresentaram erros menores que

0.1% quando comparados com soluções analíticas. Como resultado do procedimento,

a �gura 2.2 mostra o per�l da temperatura no tempo para uma posição �xa.

Segundo Voller (1985), o procedimento pode ser aplicado também para uma

metodologia implícita, minimizando as oscilações. Também foram mostradas várias

metodologias implícitas, inclusive um novo conceito de solução por entalpia, criado

por Voller (1985), onde o calor latente é tratado como uma fonte de calor variável

no tempo. Neste trabalho foi feita a revisão de várias soluções. Todas apresenta-

ram resultados similares, porém a nova metodologia implicou em um menor esforço

computacional.

Vale a pena reforçar que a metodologia por entalpia necessita de um modelo
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Figura 2.2: Solução por método de entalpia modi�cado (Voller e Cross, 1981)

de discretização. Todas as soluções mostradas acima apresentam uma discretização

por diferenças �nitas, mas outros modelos se fazem presentes. Como por exemplo, a

solução de Krabbenhoft et al. (2007), que apresentou uma solução para o problema

com região única utilizando a formulação de entalpia com a metodologia de elementos

�nitos implícitos. Porém este tipo de solução para o problema é pouco utilizado,

sendo mais comum a solução por diferenças �nitas (Hu e Argyropoulos, 1996). Por

isso, em todo trabalho foi utilizada a discretização somente por diferenças �nitas.

Apesar das desvantagens do método como a oscilação numérica e o custo com-

putacional elevado, que aos poucos são contornados, o método apresenta algumas

vantagens fundamentais. São elas a maior facilidade de implementação e resultados

mais acurados quando comparado com a solução por diferenças �nitas clássica (Hu

e Argyropoulos, 1996).

2.2.2 Parâmetros concentrados

Mennig e Ozisik (1985) desenvolveram uma formulação de parâmetros concen-

trados aperfeiçoada para condução de calor com mudança de fase, que inicialmente
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chamaram de aproximação da integral acoplada. O trabalho foi voltado para a so-

lução da posição da interface de mudança de fase no derretimento de uma placa

semi-in�nita. Desta forma, os esforços foram voltados para encontrar uma equação

diferencial para a posição da interface. Para placa semi-in�nita existe apenas uma

região, ou seja, uma equação diferencial para a condução de calor e outra para a

interface. Já para a região de tamanho in�nito apresenta temperatura constante,

não sendo necessário cálculos. Nesta primeira formulação aperfeiçoada de parâmetro

concentrado foi utilizada a regra do trapézio para a aproximação das integrais.

Posteriormente, Cotta et al. (1990) aplicaram a formulação para placas de

espessura �nita, utilizando condições de contorno de temperatura prescrita em cada

superfície. Inicialmente a placa é totalmente sólida e a temperatura da parede que

estiver acima da temperatura de derretimento iniciará a propagação do derretimento.

Neste caso o problema apresenta duas regiões: uma sólida e outra líquida, fazendo

com que sejam introduzidas novas equações ao problema inicial.

A solução da posição da interface foi realizada para a aproximação de integral

pela regra do trapézio e com uma aproximação de maior ordem. As soluções serão

iguais, já que com condição de contorno de temperatura constante as suas derivadas

serão zero. Porém, caso a temperatura na parede que inicia a propagação fosse

variável com o tempo, teríamos soluções diferentes.

Para ambos os trabalhos, com a vantagem de uma solução não muito complexa,

os resultados foram obtidos analiticamente após as aproximações das integrais. E as

soluções apresentaram boa acurácia quando comparados com soluções por diferença

�nita.

Depois disso, muitos trabalhos de transferência de calor utilizaram parâme-

tros concentrados aperfeiçoados. Corrêa e Cotta (1998) �zeram a solução geral de

problemas difusivos com condições de contorno de convecção e um termo fonte na

equação, porém obtiveram a solução para uma única região. Neste trabalho, Cor-

rêa e Cotta (1998) compararam as soluções de parâmetros concentrados clássico e

parâmetros concentrados aperfeiçoado de diferentes ordens com a solução analítica

do problema. Foi possível observar que as soluções com um baixo número de Biot

(Bi) foram todas validadas com a solução analítica. Porém quando o número de
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Biot foi maior do que 0,1 (Bi > 0, 1) a solução clássica foi degradada apresentando

péssimos resultados, mostrando que essa aproximação é limitada para problemas

com o número de Biot baixo, ou seja, onde a transferência de calor por convecção

na superfície é pequena quando comparada com a condução de calor do corpo. Já

para parâmetros concentrados aperfeiçoados, as soluções para um alto número de

Biot continuam acuradas com um desvio médio menor do que 2%.

Pouco tempo depois, Regis et al. (2000) implementaram o problema para um

caso de engenharia nuclear real de vareta combustível, sem a presença de mudança

de fase. Utilizou coordenadas cilíndricas para representação do revestimento e do

combustível. Neste caso, a análise é muito mais complexa devido à modelagem das

duas regiões com condições de contorno de convecção para ambas, já que também

foi considerado o espaçamento entre ambos, modelado pelo coe�ciente de transferên-

cia de calor. Novamente as soluções de parâmetros concentrados foram comparadas

com diferenças �nitas. O número de Biot foi controlado pelo coe�ciente de transfe-

rência de calor do �uido do núcleo, que nesta real situação apresentou altos valores.

Com a variação do coe�ciente de transferência de calor, as regiões simularam um

transiente que após certo tempo atingiram o regime permanente. Regis et al. (2000)

veri�caram novamente que a solução de parâmetros concentrados clássico não foi

satisfeita, principalmente para o per�l da temperatura média do combustível, onde

há uma maior variação de temperatura. E novamente, a modelagem parâmetros

concentrados teve uma ótima concordância com a solução numérica para toda faixa

de números de Biot.

Novamente sem a presença de mudança de fase, foi realizada por Su e Cotta

(2001) uma análise hidráulica acoplada com a neutrônica do núcleo para um reator

PWR, em que era analisado o transiente de calor no conjunto pastilha revestimento.

Sabendo-se que a mudança da reatividade ou a perda parcial do refrigerante do cir-

cuito primário do reator reduz o escoamento do núcleo, e implica em um transiente

de calor para a potência, temperatura do revestimento, do combustível e até mesmo

para a temperatura do refrigerante, foram comparados os parâmetros concentrados

clássico com o aperfeiçoado. No caso de inserção de reatividade, as soluções apre-

sentaram per�s parecidos, porém com resultados diferentes. Já no caso de perda
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parcial de escoamento as soluções são completamente diferentes.

Depois disso, foram abordados alguns trabalhos de parâmetros concentrados,

onde eram comparadas as soluções de parâmetros clássicos com parâmetros aper-

feiçoados. Su (2001) comparou para uma placa com um resfriamento assimétrico,

onde as duas condições de contornos eram de �uxo convectivo, diferente em cada

lado. Como esperado, a solução clássica e regra de trapézio apresentaram piores

resultados. Outro avanço de parâmetros concentrados aperfeiçoado realizada por

Su et al. (2009) foi solução em placas com a introdução da condutividade térmica

dependente da temperatura, com variação linear para diminuir o esforço computa-

cional. Novamente a solução de parâmetros concentrados aperfeiçoados apresentam

ótimas soluções quando comparadas com soluções numéricas.

Pode-se observar que em todos os trabalhos de parâmetros concentrados para

equação de condução de calor sem mudança de fase, as soluções aperfeiçoadas apre-

sentaram ótimos resultados. Já as soluções de parâmetros concentrados clássico não

são indicadas para número de Biot altos. Não existem muitos trabalhos envolvendo

mudança de fase, e não foi encontrado nenhum trabalho quando a mudança de fase

envolve múltiplas regiões e condições de contorno de �uxo convectivo.

Porém quando comparado com outros métodos híbridos ou métodos analíticos

aproximados, este é o método mais indicado para a modelagem do problema físico

deste trabalho, pois apresenta uma formulação mais concisa, facilitando a implemen-

tação para o problema com múltiplas regiões. O mais importante é que tal método

já foi estudado para solucionar um problema físico muito parecido com o proposto.

2.3 Problemas com geração volumétrica de calor

Existem muitos trabalhos que mostraram as modelagens utilizadas acima, po-

rém trabalhos que implementam a geração volumétrica de calor na equação de con-

dução foram pouco estudados. Segundo Jiji e Gaye (2006) uma das principais apli-

cabilidades é em varetas combustíveis de reator nuclear. A introdução desse termo

faz com que não exista solução analítica.

Devido a isso, Crepeau e Siahpush (2008) encontraram uma solução analítica
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aproximada semi-estácionaria unidimensional com coordenadas cilíndricas para con-

dição de contorno de temperatura prescrita na parede do cilindro. A propagação do

derretimento é realizada de dentro para fora, como em uma vareta de um reator nu-

clear. O regime estacionário foi considerado para a equação de calor, encontrando

a solução analítica para as fases sólida e líquida, precisando somente satisfazer a

equação da interface para que a sua propagação seja encontrada. Posteriormente

Crepeau et al. (2009) compararam a mesma solução com a solução de um modelo

usando a �uidodinâmica computacional (CFD), no programa Ansys Fluent. A com-

paração mostrou que a solução apresentou boa concordância para número de Stefan

menor do que um e que a solução coincidiu quando o derretimento entra em regime

permanente, como era esperado.

A implementação de um termo fonte na equação foi estudada por Yu et al.

(2010) utilizando o método de perturbações. A solução foi obtida para um problema

de solidi�cação, em que foi suposto que a geração volumétrica de calor afetaria

somente a fase sólida. A solução apresentou bons resultados somente para baixos

números de Stefan e um erro considerável com o seu aumento. Yu et al. (2010)

concluiu que tal solução não foi apropriada, pois a geração de calor afetará ambas

as fases. Desta forma, a aplicação de geração de calor para as duas fases precisa ser

estudada.

Ambos os métodos se mostram de pouca utilidade para o problema de derre-

timento do conjunto pastilha e revestimento, já que apesar de todo o esforço para

a solução com a implementação da geração de calor, a solução é aproximada. Seria

interessante obter a solução, se o problema físico atingisse o regime permanente,

calculando-se o tempo exato, porém com um per�l sem sentido físico. A solução

aproximada híbrida em que pode ser implementada a geração de calor é por parâ-

metros concentrados, pois o termo fonte pode ser facilmente integrado durante a

solução. Esta facilidade �cará exempli�cada abaixo em trabalhos aplicados a reato-

res nucleares.

Não existem trabalhos especí�cos para o uso de métodos numéricos com um

temo fonte, pois para soluções numéricas a adição de um termo fonte não traz

nenhuma di�culdade para a formulação e implementação do método. Porém nada
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se pode a�rmar quanto ao exato comportamento das oscilações numéricas do método

de entalpia, quando a mudança de fase ocorre justamente devido ao termo fonte de

geração de calor.

2.4 Problema com condição de contorno de 3o tipo

Assim como o termo fonte de geração de calor, a condição de contorno de 3o

tipo presente no problema físico também di�culta a formulação e implementação.

Apesar de toda di�culdade, Zubair e Chaudhry (1994) conseguiram encontrar a

solução exata para mudança de fase com equação do 3o tipo (�uxo convectivo),que

foi resolvida utilizando a função erro. Este trabalho apresentou a solução exata

mais complexa para problemas de mudança de fase, porém ainda assim foi aplicada

a uma placa semi-in�nita. A solução quando aplicada a condição de contorno de

temperatura constante reduz-se à solução de Neumann. Tal trabalho pôde ajudar

na análise da solução por outros métodos através de comparação de resultados.

Wang e Ma (1994) apresentaram a solução utilizando o método HBI utilizando

um domínio �nito e com solução nas duas fases. Essa solução fez com que o método

HBI pudesse ser utilizado em soluções mais complexas. Também foi desenvolvido

um modelo experimental utilizando quatro módulos de resfriamento termoelétrico.

O experimento foi realizado para o congelamento da água destilada e desgasei�cada,

e então os processos tiveram seus procedimentos comparados. Wang e Ma (1994)

concluíram que a técnica experimental foi efetiva para condição de contorno de 3o

tipo, e que a duração do derretimento foi maior experimentalmente do que a solução

matemática, devido à convecção natural que ocorre no líquido ser negligenciada na

solução numérica.

A aplicação da condição de contorno de 3otipo mostrada acima é diferente da

desejada para o problema de condução de calor em vareta combustível. É muito

comum encontrar soluções em que o derretimento ou o congelamento da geome-

tria ocorre exclusivamente devido à sua condição de contorno. No caso da vareta

combustível o derretimento da pastilha ocorre devido ao termo de geração de calor,

e à condição de contorno convectiva, que agem acoplando as regiões. Especi�ca-
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mente, para a região do revestimento, ambas as condições de contorno são de �uxo

convectivo, em que o �uxo de calor se propaga ocasionando o derretimento.

A priori, o método de parâmetros concentrados não apresenta di�culdades na

implementação desse tipo de condição de contorno. Chen et al. (1976) implemen-

taram a solução de mudança de fase utilizando o modelo clássico de parâmetros

concentrados. Porém, as soluções utilizando parâmetros concentrados aperfeiçoados

com mudança de fase não foram encontradas na bibliogra�a.

A solução por método de entalpia utilizando diferenças �nitas não levaram

em consideração as condições de contorno mais complexas. As equações serão a

mesma quando as condições de contorno são de temperatura constante, o que não

ocorre para os outros tipos de contorno. Nas regiões convectivas será aplicada a

metodologia de nó �ctício. Esses aprimoramentos para solução pelo método de

entalpia serão descritos mais adiante, os quais implicarão em novas equações para

nós especí�cos da malha.

2.5 Problemas aplicados a reatores nucleares

Existem muitos trabalhos aplicados à condução de calor em varetas combustí-

veis sem a mudança de fase, em que se estuda o comportamento de fases transientes

em LWR com diferentes soluções numéricas, um exemplo disso foi Ghiaasiaan et al.

(1985).

Neste trabalho foram utilizados vários métodos numéricos, analisando tran-

sientes rápidos e lentos em caso do núcleo descoberto e enchimento do núcleo em

um LOCA. Ghiaasiaan et al. (1985) concluíram que em transientes um pouco mais

lentos, com o descobrimento do núcleo, os métodos apresentaram bons resultados.

Já para transientes mais rápidos, como o enchimento do núcleo, o resultado por

parâmetros concentrados clássicos não foi muito acurado quando comparado com os

outros.

Existem muitos estudos da condução de calor transiente utilizando parâme-

tros concentrados, devido à sua facilidade de formulação. Alguns desses tipos de

trabalhos já foram falados acima, como por exemplo Regis et al. (2000) e Su e Cotta
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(2001). Porém Chen et al. (1976) modelaram a condução de calor com mudança de

fase em varetas combustíveis. Devido à di�culdade de encontrar trabalhos com mu-

dança de fase em reatores nucleares que utilizassem outras metodologias de solução.

O trabalho de Chen et al. (1976) foi muito importante para o nosso estudo, já que

outros trabalhos não foram encontrados.

Chen et al. (1976) elaboraram um modelo de parâmetros concentrados clássico

para condução de calor com mudança de fase com uma série de simpli�cações. Foram

assumidos as propriedades médias iguais nas fases sólida e líquida, tanto para a

pastilha quanto para o revestimento, o tamanho do gap não foi considerada, fazendo

com que o raio do combustível seja o mesmo que o raio interno do revestimento.

Porém o coe�ciente de transferência de calor foi considerado como uma resistência na

passagem; A transferência de calor no espaçamento entre a pastilha e o revestimento

foi mantida constante durante todo o processo; A solução temporal foi linearizada.

Para facilitar a análise, as equações foram divididas em diferentes etapas:

• Fase transiente antes do derretimento do revestimento;

• Fase do derretimento do revestimento;

• Fase transiente antes do derretimento da pastilha de urânio;

• Fase do derretimento da pastilha de urânio.

Apesar de ser realizada uma solução unidimensional com temperatura média

do revestimento e da pastilha, a solução foi estendida para a direção logitudinal,

com soluções pontuais em diferentes termos de geração de calor nesta direção.

Este trabalho foi motivado por reatores de teste para LMFBR, em que o �uido

refrigerante é o sódio, comparando-se o tempo de derretimento. Nesta situação a

metodologia foi comparada com o código SAS, um programa de análise de aciden-

tes com sódio em LMFBR baseado em resultados experimentais. Obteve-se boa

concordância quando comparado o tempo de derretimento do revestimento com o

derretimento de 95% do código SAS, o ponto máximo em que o código experimental

apresenta resultado. Comparou-se o tempo de derretimento do combustível e do
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revestimento para diferentes direções axiais com outro código, cuja soluções tiveram

uma ótima concordância.

Chen et al. (1976) concluíram que a solução apresentou um grande potencial,

com uma simples formulação e pouco esforço computacional, determinando o tempo

de eventos importantes em caso de acidente, com uma relativa con�abilidade.

Não foi encontrado na literatura nenhum código aberto utilizando qualquer

metodologia numérica, para modelar o problema de derretimento em varetas com-

bustíveis.

2.6 Resumo e comentários

Foi apresentada a importância da solução de problemas envolvendo mudança

de fase, aplicando-se em um grande número de problemas de engenharia. Portanto

foram feitos muitos trabalhos para o problema de mudança de fase, em que seus

autores utilizaram uma vasta gama de metodologia para sua solução. A mudança

de fase apresentou solução analítica apenas em casos simpli�cados (Sahin e Dincer,

2000), a qual é utilizada para comparação com outros métodos. Porém quando

analisa-se o problema do conjunto pastilha revestimento, onde as regiões estão aco-

pladas e com condição de contorno de convecção e geração de calor, poucas soluções

são realmente aplicáveis ao problema proposto.

Das soluções híbridas que exigem um maior esforço para a sua formulação, os

métodos de HBI e parâmetros concentrados são o mais indicado. Devido a alguns

trabalhos já terem sidos voltados para a engenharia nuclear, principalmente o reali-

zado por Chen et al. (1976), isto fez com que a aplicação de parâmetros concentrados

seja uma boa opção. A escolha faz com que a utilização de parâmetros concentrado

aperfeiçoado de Mennig e Ozisik (1985) deva ser averiguada neste trabalho.

Observaram-se inúmeras soluções numéricas para o problema de mudança de

fase, em que Hu e Argyropoulos (1996) mostrou que a discretização mais utilizada é

diferenças �nitas. Os melhores modelos numéricos encontrados foram o método de

entalpia e método de malha variável. O método de malha variável apresenta uma

formulação muito complexa, fazendo com que a solução numérica a ser utilizada no

27



trabalho seja a metodologia por entalpia. Note-se que esta formulação apresenta

dois problemas, um maior custo computacional e algumas oscilações na solução.

Para evitar isso, a implementação de Voller (1985) será implementada.

Assim o problema será formulado utilizando parâmetros concentrados e o mé-

todo de entalpia. É importante ressaltar que soluções que serão apresentadas neste

trabalho terão um tempo total abaixo da situação real de mudança de fase, como

analisado experimentalmente por Wang e Ma (1994), pois não serão implementados

a convecção de calor presente na fase líquida.
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Capítulo 3

Fundamentos e Formulação

Matemática

Neste capítulo será apresentada a dedução da equação de condução de calor,

e suas possíveis condições de contorno para a solução da equação. A equação será

reduzida de acordo com a simpli�cação que adotaremos no trabalho. Serão rela-

tados os fundamentos envolvendo a mudança de fase. Por último será realizada a

formulação do problema com as duas regiões, combustível e revestimento, incluindo

a equação do movimento da interface devido à mudança de fase, quando aquecido o

conjunto.

3.1 A equação da condução de calor

Considerando a condução de calor em um volume in�nitesimal, como mostrado

na �gura 3.1. O balanço de energia neste elemento será dado por:


Taxa de variação

da quantidade de

energia do volume


︸ ︷︷ ︸

I

=


Taxa de geração

de calor

no volume


︸ ︷︷ ︸

II

+


Taxa de calor

que atravessa

cada face


︸ ︷︷ ︸

III

∆E

∆t
= Ėgerada/elemento +

∑
c

Q̇c · nc (3.1)
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Figura 3.1: Volume in�nitesimal de um sólido qualquer

Para um volume in�nitesimal sólido em que a variação de energia é encontrada

somente na forma de calor, o termo I da equação será:

Et+∆t − Et
∆t

= ∂mcp
Tt+∆t − Tt

∆t
= ρcp∂v

Tt+∆t − Tt
∆t

.

Passado ao limite para ∆t→ 0:

ρcp∂v lim
∆t→0

Tt+∆t − Tt
∆t

= ρcp∂v
∂T

∂t
.

Já no termo II da equação, a energia gerada por elemento pode ser facilmente

visto como:

Ėgerada/elemento = q′′′∂v.

No termo III, o somatório da taxa de calor que atravessa a face será:∑
c

Q̇c · nc =
∑
c

q′′c · ncAc.

Note que em q̇ · n, onde n é a direção da face do volume, o sinal apresenta

valor positivo para os �uxos que entram no elemento e negativo para os que saem

do elemento, assim:∑
c

q′′c · ncAc = (q′′x − q′′x+∆x)Ax + (q′′y − q′′y+∆y)Ay + (q′′z − q′′z+∆z)Az,

onde, Ax = ∆y∆z, Ay = ∆x∆z e Az = ∆x∆y.
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Multiplicando e dividindo cada termo por seu comprimento característico, e

fazendo o limite para ∆x,∆y e ∆z → 0:

lim
∆x, ∆y e ∆z→0

(
−(q′′x+∆x − q′′x)

∆x

+
−(q′′y+∆y − q′′y)

∆y

+
−(q′′z+∆z − q′′z )

∆z

)
∂v =

=

(
−∂q

′′
x

∂x
−
∂q′′y
∂y
− ∂q′′z

∂z

)
∂v,

em que ∂v = ∆x∆y∆z = ∂x∂y∂z. A equação acima para a taxa de calor que

atravessa a face pode ser reescrita como:(
−∂q

′′
x

∂x
−
∂q′′y
∂y
− ∂q′′z

∂z

)
∂v = −∇ · ~q′′∂v.

Finalmente os termos da equação 3.1 podem ser substituídos:

ρcp
∂T

∂t
∂v = q′′′∂v −∇ · ~q′′∂v. (3.2)

A equação acima para um volume elementar pode ser integrada para um vo-

lume V genérico: ∫
V

(ρcp
∂T

∂t
)∂v =

∫
V

(q′′′ −∇ · ~q′′)∂v. (3.3)

Para a solução da equação acima, teremos a solução para um sólido isotrópico

que:

ρcp
∂T

∂t
= q′′′ −∇ · ~q′′. (3.4)

A equação 3.4 ainda se apresenta com duas variáveis (T e q̇). Para reduzir a

apenas uma variável utiliza-se a lei de Fourier, dada por:

~q′′ = −k∇T. (3.5)

Com isso a equação da condução de calor pode ser reescrita em função apenas

da temperatura:

ρcp
∂T (~r, t)

∂t
= ∇ · (k∇T (~r, t)) + q′′′(~r, t). (3.6)

Seja a condutividade térmica homogênia e independente ao longo do volume,

e de�nindo difusividade térmica α = k/(ρcp) e geração constante no espaço e no

tempo, q′′′(~r, t) = g:
∂T (~r, t)

∂t
= α∇2T (~r, t) +

g

ρcp
. (3.7)
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A equação que governa o problema estudado nessa dissertação pode ser ob-

tida utilizando coordenadas cilíndricas para um problema unidimensional na direção

radial. Note que serão estudadas geometrias com e sem geração de calor.

∂T (r, t)

∂t
= α

1

r

∂

∂r

(
r
∂T (r, t)

∂r

)
+

g

ρcp
. (3.8)

3.1.1 Condição de contorno

Agora que possuímos a equação de condução de calor, vemos que a equação

3.7 tridimensional necessita de uma condição inicial e seis condições de contorno,

duas para cada direção. Consequentemente a equação 3.8 unidimensional deverá

apresentar uma condição inicial e duas condições de contorno. As condições de

contornos podem ser da seguinte forma: temperatura especi�cada, �uxo de calor

especi�cado, condição de contorno de convecção e radiação (Çengel, 2009).

Tipo 1: Temperatura prescrita

É a forma mais fácil de especi�car as condições de contorno, onde simplesmente

é necessário especi�car a temperatura naquela superfície exposta. Para uma dada

superfície a condição é expressa como:

T (R, t) = T0, (3.9)

onde T0 é a temperatura especi�cada em uma distância R genérica. Essa tempera-

tura pode ser constante ou variar com o tempo.

Tipo 2: Fluxo prescrito

Quando é possível saber ou determinar a taxa de transferência de calor e

assim o �uxo de calor q′′ na superfície, a condição de contorno na superfície pode

ser determinada pela lei de Fourier:

q′′(R, t) = q′′w = −k∂T (R, t)

∂r
, (3.10)

onde q′′w é o �uxo especi�cado em uma distância R genérica. O sinal do �uxo q′′w

será positivo caso represente a entrada no domínio e negativo caso esteja saindo do
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domínio. Existem dois casos especiais desse tipo de condição de calor, que são �uxo

adiabático e simetria. O caso de �uxo adiabático é obtido com superfícies isoladas

que reduz drasticamente o �uxo de calor nela, fazendo com que este �uxo possa ser

considerado zero: (q′′0 = 0).

−k∂T (R, t)

∂r
= q′′0 = 0. (3.11)

Desta forma a condição de contorno da superfície a uma distância R genérica

será:
∂T (R, t)

∂r
= 0. (3.12)

Com relação a problemas com simetria térmica, que podem ocorrer em uma

geometria simétrica, como por exemplo, em uma vareta combustível. O problema

pode ser representado com a metade da geometria e o plano central pode ser ana-

lisado com simetria. A simetria faz com que os �uxos de calor se anulem, ou seja

q′′0 = 0, fazendo com que a mesma equação 3.12 possa ser utilizada.

Note que para ambos os casos a primeira derivada da temperatura na face é

zero, fazendo com que a função da temperatura tenha de seja perpendicular a face,

tendo essa face um ponto de temperatura máximo ou mínimo.

Tipo 3: Fluxo convectivo

Este tipo de condição de contorno é comumente encontrado, onde a superfície

está exposta a um meio com uma dada temperatura. O balanço de energia na

superfície indica que o calor continua a �uir de um corpo para o meio à sua volta

na mesma taxa, e muda de condução para convecção na superfície, ou vice-versa:

−k∂T (R, t)

∂r
= h(T (R, t)− T∞), (3.13)

onde T∞ é a temperatura do meio no qual a superfície está exposta. Note que a

temperatura T (R, t) não é conhecida e pode ser determinada uma vez que temos a

solução de T (~r, t).

Condição de contorno de radiação

Em aplicações em que a superfície está exposta a uma região de vácuo, não

ocorre troca de calor por convecção. Desta maneira a radiação passa a ser o único
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mecanismo de transferência de calor, com isso o balanço de energia da condição de

contorno será:

−k∂T (R, t)

∂r
= εσ(T 4(R, t)− T 4

s ), (3.14)

sendo σ a constante de Stefan-Boltzmann(σ = 5, 67×10−8W/m2K4), ε a emisividade

do material e Ts é a temperatura do sumidouro de radiação. Note que diferente-

mente das três condições de contorno mostradas anteriormente, que são lineares,

esta condição é não linear devido à equação 3.14 apresentar temperatura elevado a

quarta potência, o que torna a solução mais complicada.

3.1.2 Adimensionalização

Às vezes é conveniente adimensionalizar as equações, pois diminuem o número

de variáveis que controlam o problema físico sem que haja perda de informação, o

que ajuda na compreenção do comportamento da equação. Abaixo será mostrado

a adimensionalização da equação da condução de calor para coordenadas cilíndricas

unidimensional (equação 3.8).

Inicialmente, normaliza-se a temperatura e o raio:

θ =
T − T∞
T0 − T∞

, (3.15)

η =
r

R
. (3.16)

Desta forma:

T = θ(T0 − T∞) + T∞, (3.17)

r = ηR. (3.18)

Logo a derivada parcial espacial será:

∂

∂r
=

∂

∂η

∂η

∂r
=

1

R

∂

∂η
. (3.19)

Assim com as equações 3.17, 3.18 e 3.19, a equação 3.8 pode ser reescrita:

(T0 − T∞)
∂θ

∂t
=

α

ηR

1

R

∂

∂η

(
ηR

1

R

∂θ

∂η

)
(T0 − T∞) +

g

ρcp
, (3.20)

R2

α

∂θ

∂t
=

1

η

∂

∂η

(
η
∂θ

∂η

)
+

g0R
2

k(T0 − T∞)
. (3.21)
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Logo o termo de geração e o termo temporal adimensionalizado será, respecti-

vamente:

G =
g0R

2

k(T0 − T∞)
, (3.22)

τ =
αt

R2
. (3.23)

Com isso �nalmente a equação pode ser reescrita na sua forma adimensional:

∂θ(η,Γ)

∂τ
=

1

η

∂

∂η

(
η
∂θ(η,Γ)

∂η

)
+G. (3.24)

3.1.3 Mudança de fase

Problemas de derretimento (fusão) e congelamento (solidi�cação) são impor-

tantes em várias aplicações em engenharia, como por exemplo, produção de gelo,

congelamento de alimentos, solidi�cação de materiais em fundição, entre outros. A

solução para tal problema é di�cultada devido a presença de uma interface entre

o sólido e o líquido que se movimenta ao longo do tempo. A interface física entre

as fases não é bem de�nida no espaço com a evolução no tempo. Deste modo é

de fundamental importância que a localização desse contorno seja encontrada, de

modo que a equação de calor possa ser resolvida. A interface traz consigo uma não

linearidade que será explicitada posteriormente, e por isso �ca muito complicado ob-

ter uma solução exata. Logo soluções aproximadas, semi-analíticas ou de métodos

numéricos devem ser usadas para a resolução de tal problema(Özisik, 1993).

Agora será mostrada a formulação para mudança de fase de problemas uni-

dimensionais com derretimento. Um dos contornos é submetido a uma alta tem-

peratura, um �uxo de calor, ou até mesmo uma geração de calor no sólido. Então

o sólido começa a derreter quando atinge a sua temperatura de fusão no ponto de

maior temperatura, fazendo com que o derretimento se propague com uma veloci-

dade vs, terminando assim que todo sólido tenha mudado de fase. Para uma melhor

visualização, a �gura 3.2 apresenta um esquema do derretimento com movimento

da interface.

Desta maneira podemos escrever a equação de condução de calor para a fase

35



Figura 3.2: Esquema para um caso de derretimento

líquida e sólida, respectivamente:

∂Tl(r, t)

∂t
= α

1

r

∂

∂r

(
r
∂Tl(r, t)

∂r

)
, R0 < r < s(t), (3.25)

∂Ts(r, t)

∂t
= α

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ts(r, t)

∂r

)
, s(t) < r < R1. (3.26)

A posição da interface s(t) deve ser determinada como parte da solução, fa-

zendo com que tenhamos três incógnitas a serem determinadas (Tl, Ts e s(t)) e duas

equações. Logo uma terceira equação precisa ser considerada, sendo esta o balanço

de energia na interface:
�uxo de calor

que atravessa

a fase líquida

 −


�uxo de calor

que atravessa

a fase sólida

 =


Taxa de calor

absorvida durante

o derretimento

 ,

ou seja,

−kl
∂Tl
∂r
−
(
−ks

∂Ts
∂r

)
= ρL

∂s(t)

∂r
, r = s(t). (3.27)

Observe que ∂s(t)
∂r

= vs, deste modo:

ks
∂Ts
∂r
− kl

∂Tl
∂r

= ρLvs(t), r = s(t). (3.28)

É fácil observar que a condição de contorno na interface entre o sólido e o

líquido para ambas as equações 3.25 e 3.26 é dado por:

Tl(r, t) = Ts(r, t) = Tm, r = s(t). (3.29)
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A equação 3.28 para interface não levou em consideração a diferença de den-

sidade entre as duas fases. Existem algumas substâncias como água, bismuto e

antimônio que apresentam a densidade do líquido maior que a do sólido (ρl > ρs).

Porém normalmente a densidade do sólido é maior que a do líquido (ρs > ρl) como o

material estudado no trabalho. Para tal caso onde ρs > ρl, a velocidade da interface

na fase líquida deverá ser maior e a conservação de massa na interface por unidade

de área é dada por:

ρl(vs + vl) = ρsvs. (3.30)

Então a fração extra da velocidade da fase líquida será:

vl =
ρs − ρl
ρl

vs. (3.31)

Realizando a conservação de energia na interface, a taxa de calor absorvida no

derretimento da interface será:

ρsHsvs − ρlHl(vs − vl) = (ρsHs − ρlHl)vs − ρlHlvl. (3.32)

Substituindo a velocidade da fase de líquido teremos:

(ρsHs − ρlHl)vs − ρlHlvl = ρs(Hs −Hl)vs. (3.33)

Como o calor latente L = (Hs − Hl), �nalmente a equação 3.28 pode ser

reescrita para ρs > ρl:

ks
∂Ts(r, t)

∂r
− kl

∂Tl(r, t)

∂r
= ρsLvs(t). (3.34)

É importante ressaltar que caso o problema na fase líquida seja dominado pela

convecção, o termo da difusão pode ser substituido e então o balanço de energia na

interface seria dado por:

ks
∂Ts
∂r
− h(Tf − T∞) = ρsLvs. (3.35)

Abaixo será mostrado a não linearidade que está implícita ao problema da

movimentação da barreira. Fazendo a derivada total na equação 3.29 para um

problema unidimensional:

dTs(r, t)|r=s(t) = dTl(r, t)|r=s(t) = dTf ,
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[
∂Ts
∂r

∂r +
∂Ts
∂t

∂t

]
r=s(t)

=

[
∂Tl
∂r

∂r +
∂Tl
∂t
∂t

]
r=s(t)

= 0. (3.36)

Dividindo por ∂t:[
∂Ts
∂r

∂r

∂t
+
∂Ts
∂t

]
r=s(t)

=

[
∂Tl
∂r

∂r

∂t
+
∂Tl
∂t

]
r=s(t)

= 0. (3.37)

Isolando a variação temporal da interface,

∂s(t)

∂t
= vs = − ∂Ts/∂t

∂Ts/∂r
= − ∂Tl/∂t

∂Tl/∂r
. (3.38)

A equação de balanço de energia na interface, equação 3.34, pode ser reescrita

substituindo vs para qualquer um dos termos:

ks
∂Ts(r, t)

∂r
− kl

∂Tl(r, t)

∂r
= −ρsL

(
∂Ts/∂t

∂Ts/∂r

)
. (3.39)

Agora a não linearidade da equação da interface pode ser vista com facilidade,

fazendo com que a solução do problema, quando inserido a mudança de fase, �que

mais complicado.

3.2 Formulação matemática

Agora será mostrada a formulação matemática para o combustível e para o

revestimento, como mostra na �gura 1.6. Para a região do combustível, onde há

geração de calor devido aos produtos de �ssão quando desligado ou a energia gerada

pela �ssão, a equação da condução de calor (3.8) e suas condições de contorno podem

ser escritas da seguinte forma:

ρfcpf
∂Tf
∂t

= kf
1

r

∂

∂r

(
r
∂Tf
∂r

)
+ g, 0 < r < Rf , (3.40)

∂Tf
∂r

= 0, r = 0, (3.41)

−kf
[
∂Tf
∂r

]
r=Rf

=
Rg

Rf

hg(Tf (r = Rf )− Tc(Rci)), r = Rf . (3.42)

A condição de contorno 3.41 é devido à simetria apresentada no centro da

pastilha de UO2, ou seja, em r = 0. É neste ponto que se inicia o derretimento da

pastilha. A condição de contorno 3.42 é dada pela transferência de calor presente
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no espaçamento entre o revestimento e a pastilha combustível. Esta condição de

contorno faz com que as duas regiões do conjunto sejam acopladas, apresentando

um termo da temperatura do revestimento na solução da equação para a pastilha.

A região do revestimento compreendida entre Rci ≤ r ≤ Rco é modelada da

seguinte maneira:

ρccpc
∂Tc
∂t

= kc
1

r

∂

∂r

(
r
∂Tc
∂r

)
, Rci < r < Rco, (3.43)

−kc
[
∂Tc
∂r

]
r=Rci

=
Rg

Rci

hg(Tf (Rf )− Tc(r = Rci)), r = Rci, (3.44)

−kc
[
∂Tc
∂r

]
r=Rco

= h∞(Tc(r = Rco)− T∞), r = Rco. (3.45)

Assim como na equação 3.42, a condição de contorno 3.44 é devido ao �uxo

convectivo na parede interna do revestimento, e é a partir desta que ocorre o aque-

cimento da região. Já a condição de contorno 3.45 é devido à convecção de calor do

refrigerante do reator.

Os regimes transientes são analisados a partir da mudança do coe�ciente de

transferência de calor, fazendo com que o refrigerante perca a capacidade de remover

o calor. Outra importante variável que deveria ser conhecida é a temperatura do

refrigerante, que em casos de acidente pode variar ao longo do tempo, fazendo com

que o �uxo de calor para o refrigerante seja reduzido.

3.2.1 Derretimento

A perda da capacidade de resfriar o núcleo faz com que diminua o coe�ciente de

transferência de calor e a temperatura do núcleo aumentará até que a temperatura

de derretimento seja atingida. A região do revestimento ou do combustível será

dividida em duas regiões, uma para a fase líquida e outra para a fase sólida. Assim

a equação 3.40 que governa a condução de calor para a pastilha será separada em

duas fases:

∂Tfl(r, t)

∂t
= αfl

1

r

∂

∂r

(
r
∂Tfl(r, t)

∂r

)
+

g

ρflcpfl
, 0 < r < sf (t), (3.46)

∂Tfs(r, t)

∂t
= αfs

1

r

∂

∂r

(
r
∂Tfs(r, t)

∂r

)
+

g

ρfscpfs
, sf (t) < r < Rf . (3.47)
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A equação para o revestimento e as condições de contorno continuam inalte-

radas para a pastilha. No caso em que ocorra o derretimento do revestimento, a

equação 3.43 será dividida em:

∂Tcl(r, t)

∂t
= αcl

1

r

∂

∂r

(
r
∂Tcl(r, t)

∂r

)
, Rci < r < sc(t), (3.48)

∂Tcs(r, t)

∂t
= αcs

1

r

∂

∂r

(
r
∂Tcs(r, t)

∂r

)
, sc(t) < r < Rco. (3.49)

Seguindo a mesma lógica, as outras equações continuam inalteradas. Note

que se caso tivéssemos o derretimento simultâneo das regiões, as equações 3.40 3.43

seriam divididas.

A posição da mudança de fase será determinada como parte da solução, logo

outra equação de balanço de energia na interface será considerada:

ks
∂Ts
∂r
− kl

∂Tl
∂r

= ρsLvs(t), r = s(t). (3.50)

As equações 3.46, 3.47 (no caso de derretimento do combustível) ou as equações

3.48 e 3.49 (no caso de derretimento do revestimento) com a equação da interface

3.50, além de suas condições de contorno, devem ser resolvidas para se chegar à

solução do problema.

3.2.2 Formulação por entalpia

Na formulação mostrada acima, a equação da energia é escrita separadamente

para as fases sólidas e líquidas, e a temperatura é a variável dependente acoplada

entre as fases pela interface, fazendo com que a formulação seja complicada. Para

evitar estes problemas e a não linearidade da equação da interface, utiliza-se o

método por entalpia. O problema é extremamente simpli�cado, pois é resolvida

uma única equação de energia, onde não é necessário considerar as fases sólida e

líquida separadamente e a equação da interface não se faz necessária. A �gura 3.3

mostra a mudança de fase para entalpia em função da temperatura.

Para o caso a da �gura, a entalpia pode ser escrita como:

h =

 cpsT se T ≤ Tm;

Hs + cplT se T ≥ Tm.
(3.51)
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Figura 3.3: Entalpia em função da temperatura com mudança de fase (Özisik, 1993)

Ayasou� et al. (2004) de�niram a entalpia da seguinte forma:

H = ρh = ρ

∫ T

0

cpdT + φLm, (3.52)

onde φ = 0 para fase sólida e φ = 1 para a fase líquida. Utilizando a de�nição a

equação de condução de calor será:

∂H(~r, t)

∂t
= ∇(k∇T (H)) + g(~r, t), (3.53)

∂H

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
kr
∂T

∂r

)
+ g. (3.54)

Para a equação 3.54 ser resolvida, é necessário transformar os termos de tem-

peratura em função da entalpia. Desta forma a entalpia deve ser modelada pela

mudança de fase. Para a entalpia na fase sólida, a equação 3.52 será:

H = ρs

(∫ T

0

cpdT

)
= ρscpsT. (3.55)

Já para a entalpia na fase líquida:

H = ρs

(∫ Tm

0

cpdT + +Lm

)
ρl

∫ T

Tm

cpdT

= ρs (cpsTm + Lm) + ρlcpl(T − Tm). (3.56)

Para as substâncias de comportamento dado pela �gura 3.3 (a), onde existe

um ponto �xo para a temperatura de mudança de fase Tm, as equações 3.55 e 3.56
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podem ser invertidas para calcular a temperatura em função da entalpia:

T =


H

ρscps
se H < Hs;

Tm se Hs ≤ H < Hl;

H−Hl

ρlcpl
+ Tm se H ≥ Hl.

(3.57)

onde,

Hs = ρscpsTm, (3.58)

Hl = ρs(cpsTm + Lm). (3.59)

A função 3.57 é referente a substâncias que apresentam um ponto de fusão

singular. No caso das substâncias (b) da �gura 3.3 que apresenta uma região de

mudança de fase, ou seja, a mudança de fase ocorre em uma região entre Tms e

Tml, para este caso a solução pode ser calculada da mesma maneira e a região de

mudança de fase é feita uma interpolação linear, deste modo a temperatura seria:

T =


H

ρscps
se H < Hs;

H Tml−Tms

Hl−Hs
+ HlTms−HsTml

Hl−Hs
se Hs ≤ H < Hl;

H−Hl

ρlcpl
+ Tm se H ≥ Hl.

(3.60)
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Capítulo 4

Método de Solução

Neste capítulo será apresentada a metodologia aplicada à solução para o der-

retimento do conjunto de pastilha e revestimento. Já foi apresentado que a solução

para tal problema é di�cultada devido à presença de uma interface entre o sólido e

líquido que se movimenta ao longo do tempo. A interface física entre as fases não

é bem de�nida no espaço com a evolução no tempo. Além disso, a interface traz

consigo uma não linearidade. Para encontrar a solução, primeiro será mostrada a

solução numérica utilizando método de entalpia com discretização por diferenças

�nitas, mostrando todo o procedimento de cálculo. Posteriormente será mostrada a

solução das equações utilizando parâmetros concentrados clássico e aperfeiçoado.

4.1 Diferenças Finitas

A equação diferencial parcial será discretizada utilizando-se diferenças �nitas

explícitas. Será adotada a formulação por entalpia pela equação 3.54. Inicialmente

será feita a discretização genérica para um ponto i qualquer do domínio do problema

e um tempo n qualquer. Utilizando diferença avançada para a derivada temporal:

∂H

∂t
=
Hn+1
i −Hn

i

∆t
. (4.1)

O termo da derivada espacial será discretizada utilizando diferenças centrais
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da seguinte forma:

1

r

∂

∂r

(
kr
∂T

∂r

)
=

1

ri

∂

∂r

(
kiriT

n
i+1/2 − kiriT ni−1/2

∆r

)
= ki+1/2

(
ri+1/2

ri

)
T ni+1 − T ni

∆r2
+ ki−1/2

(
ri−1/2

ri

)
T ni−1 − T ni

∆r2
.(4.2)

Deste modo, a solução explícita para o domínio 0 < i ≤ Nco será escrita da

seguinte forma:

Hn+1
i = Hn

i + σ+
i

(
ri+1/2

ri

)
(T ni+1 − T ni ) + σ−i

(
ri−1/2

ri

)
(T ni−1 − T ni ) +G, (4.3)

onde,

ri = i∆r, (4.4)

σ+
i =

ki+1/2∆t

∆r2
, (4.5)

σ−i =
ki−1/2∆t

∆r2
, (4.6)

G = g∆t. (4.7)

Note que a condutividade térmica pode ser diferente para os limites do nó i, ou

seja, no limite i+ 1/2 e i− 1/2, devido à mudança de fase no nó i. A cada passo de

tempo a condutividade térmica deverá ser averiguada para cada nó. Se o ponto em

questão ainda não atingiu a entalpia máxima da fase sólida (Hs) ambos os nós serão

dados para a fase sólida. Se a entalpia de líquido for atingida, então signi�ca que

os nós estarão na fase líquida. Se a entalpia do ponto i está em transição, signi�ca

que cada limite representa uma fase. Isto pode ser facilmente observado da seguinte

forma: 
ki−1/2 = ki+1/2 = ks se Hi < Hs;

ki−1/2 = kl e ki+1/2 = ks se Hs ≤ Hi < Hl;

ki−1/2 = ki+1/2 = kl se Hi ≥ Hl.

(4.8)

Para alguns pontos da malha em especí�co existem algumas peculiaridades.

No nó central da geometria (i = 0), com a condição de contorno 3.41, a equação

discretizada 4.3 não será utilizada. Para este nó em especí�co será discretizado

utilizando o tratamento do nó central. O domínio do nó central pode ser visto na

�gura 4.1, onde será integrada a equação de entalpia:
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Figura 4.1: Domínio do nó central

∫ ∆r/2

0

∂H

∂t
2πrdr =

∫ ∆r/2

0

1

r

∂

∂r

(
kr
∂T

∂r

)
2πrdr +

∫ ∆r/2

0

g2πrdr. (4.9)

Integrando a equação 4.9 e utilizando a condição de contorno 3.41, temos:

∆r2

8

∂H

∂t
=

(
kr
∂T

∂r

)
∆r/2

+
∆r2

8
g. (4.10)

Discretizando a equação acima utilizando diferenças avanças no tempo e dife-

renças centrais no espaço, teremos uma nova equação para o nó i = 0:

Hn+1
0 = Hn

0 + 4σ+
0 (T n1 − T n0 ) +G. (4.11)

Note que o σ+
0 segue a equação 4.5 que apresenta um k1/2 que é calculado

através da equação 4.8. A equação 4.11 é utilizada somente no centro da região da

pastilha de combustível.

Para as outras condições de contorno (equações 3.42, 3.44, 3.45) será utilizada

a própria equação 4.3. Porém isso faz com que apareça um nó fora da malha,

conhecido como nó �ctício. A solução para estes nós serão através de suas condições

de contorno nos seguintes pontos:

r = Rf −→ i = Nf,

r = Rci −→ i = Nci,

r = Rco −→ i = Nco.

(4.12)

É fácil observar que os nós �ctícios serão em i = Nf + 1, i = Nci − 1 e

i = Nco+ 1. Como exemplo iremos discretizar a condição de contorno 3.45:

−kci
T nNco+1 − T nNco−1

2∆r
= h∞(T nNco − T∞). (4.13)
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Desta forma podemos calcular o nó �ctício i = Nco+ 1 da malha como:

T nNco+1 = T nNco−1 − 2
∆rh∞
kcNco

(T nNco − T∞). (4.14)

Os nós �ctícios de i = Nf +1 e i = Nci−1 são calculados da mesma maneira,

que são respectivamente:

T nNf+1 = T nNf−1 − 2
∆rhg
kfNf

(T nNf − T nNci), (4.15)

T nNci−1 = T nNci+1 + 2
∆rhg
kcNci

(T nNf − T nNci). (4.16)

Note que para esses casos a condutividade térmica será calculada diferente da

equação 4.8, pois a condutividade térmica é dada no próprio nó. Mais detalhes desta

solução serão mostrados mais abaixo para o ponto exato em que ocorre a mudança

de fase. Na situação acima a condutividade térmica será: ki = ks se Hi < Hm;

ki = kl se Hi ≥ Hm.
(4.17)

onde,

Hm = ρs(cpsTm +
Lm
2

). (4.18)

Após o cálculo de toda entalpia em um determinado passo de tempo, é neces-

sário obter o valor da temperatura em cada tempo para que a solução possa evoluir

ao longo do tempo, então a equação 3.57 discreta será:

T n+1
i =


H

ρscps
se Hn+1

i < Hs;

Tm se Hs ≤ Hn+1
i < Hl;

H−Hl

ρlcpl
+ Tm se Hn+1

i ≥ Hl.

(4.19)

Deste modo toda a solução ao longo do tempo pode ser obtida. É importante

ressaltar que as propriedades das equações devem ser escolhidas da pastilha para os

nós até i = Nf e propriedades do revestimento para nós a partir de i = Nci. Assim

podemos utilizar apenas uma equação para todo o problema.

Para inicializar o problema foi dado um per�l da temperatura constante qual-

quer para todos os nós:

T 0
i = T0, (4.20)
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e como no início todo domínio se apresenta no estado sólido, a entalpia será dada

por:

H0
i = cpsT

0
i . (4.21)

A solução é calculada com as equações acima, utilizando um falso transiente

com as condições de operação normal do reator, então o problema acaba convergindo

para uma solução em regime permanente. A partir dessa solução inicial para a

operação normal, o problema é �nalmente iniciado para um caso de acidente no

reator.

Note que para garantir a estabilidade do método explícito é necessário que:

σ < 0, 5. (4.22)

4.1.1 Propagação da interface

Para minimizar os problemas de oscilações numéricas encontradas na solução

por entalpia, Voller e Cross (1981) �zeram uma interpretação detalhada da propa-

gação da interface para cada elemento. Com isso foi criado um algoritmo que será

aperfeiçoado para um caso mais genérico, em que as propriedades variam. Pode-

mos observar na �gura 4.2 a propagação da interface ao longo de um nó i qualquer.

A posição exata da barreira neste encontra-se a uma distância S∆r antes da pas-

sagem pelo nó. Nesta situação genérica a entalpia de todo o domínio do ponto i

será aproximadamente o somatório da entalpia da fase sólida com a entalpia da fase

líquida:

Hi∆r = (ρs(cpsTm + L) + ρlcpl(Ti − Tm))S∆r + ρscpsTm(1− S)∆r. (4.23)

Como S é fração do elemento que é liquido, a propagação da interface devido ao

derretimento ocorre exatamente em S = 1/2, onde Ti = Tm. Neste exato momento

a equação 4.23 será simpli�cada:

Hm = Hi = ρs(cpsTm +
Lm
2

). (4.24)

Analisando a evolução temporal para o ponto i, é fácil observar que se Hn
i <

Hm e Hn+1
i > Hm, signi�ca que a mudança de fase ocorreu neste ponto durante o
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Figura 4.2: Propagação da interface ao longo do ponto i

passo de tempo entre n e n + 1. O tempo aproximado na qual a mudança de fase

ocorrerá será:

ti = (j + φi)∆t, (4.25)

onde φ pode ser estimado, com uma interpolação linear da entalpia durante o passo

de tempo:

φi =
Hm −Hn

i

Hn+1
i −Hn

i

. (4.26)

Para �nalizar a aproximação, a temperatura para o nó i no tempo ti será exa-

tamente Tm. Já as temperaturas nos outros pontos podem ser facilmente calculadas

através de uma interpolação linear no exato momento em que ocorreu a mudança

de fase:

T n+Xi
p = Xi(T

n+1
p − T np ) + T np , p 6= i. (4.27)

Assim a propagação da interface pode ser analisada ao longo do tempo. Entre-

tanto o número de pontos da propagação da interface e da função da temperatura,

consequentemente da entalpia, será limitado pelo número de pontos da malha.

4.2 Parâmetros concentrados

Abaixo será discutida a solução de parâmetros concentrados. Inicialmente

será apresentada a solução clássica aplicada para a solução transiente, com e sem
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mudança de fase. Posteriormente será proposta uma aproximação melhorada que

terá um menor erro, quando comparada com a solução clássica. Este método consiste

em realizar uma média espacial, fazendo com que a temperatura média varie apenas

com o tempo. Desta forma irão surgir na equação �nal, além da temperatura média,

termos temporais de temperatura na posição do limite de integração. Para eliminar a

dependência desses termos, utilizamos aproximações para os termos da temperatura.

Para eliminar derivada espacial, precisamos de�nir temperatura média para

ambas as regiões, que são de�nidos para o combustível e revestimento, respectiva-

mente:

Tfsav(t) =
1

πR2
f

∫ Rf

0

Tfs(r, t)2πrdr, (4.28)

Tcsav(t) =
1

π(R2
co −R2

ci)

∫ Rco

Rci

Tcs(r, t)2πrdr. (4.29)

Para começar, explicaremos a solução na fase inicial do problema, que ocorre

logo após o acidente, onde acontece o aquecimento das regiões sem mudança de fase.

É necessário integrar a equação 3.40 entre [0, Rf ] e a equação 3.43 entre [Rci, Rco]:∫ Rf

0

∂Tfs(r, t)

∂t
2πrdr =

∫ Rf

0

αfs
1

r

∂

∂r

(
r
∂Tfs(r, t)

∂r

)
2πrdr +

∫ Rf

0

g

ρfscpfs
2πrdr,

(4.30)∫ Rco

Rci

∂Tcs(r, t)

∂t
2πrdr =

∫ Rco

Rci

αcs
1

r

∂

∂r

(
r
∂Tcs(r, t)

∂r

)
2πrdr, (4.31)

o que implica em,

∂

∂t

(∫ Rf

0

Tfs(r, t)rdr

)
= αfs

[
r
∂Tfs(r, t)

∂r

]Rf

0

+
g

ρfscpfs

[
r2

2

]Rf

0

, (4.32)

∂

∂t

(∫ Rco

Rci

Tcs(r, t)rdr

)
= αcs

[
r
∂Tcs(r, t)

∂r

]Rco

Rci

. (4.33)

Utilizando as equações de temperatura média (4.28 e 4.29), as condições de

contorno (3.41, 3.42, 3.44 e 3.45)e realizando algumas manipulações matemáticas

teremos as equações �nais para o combustível e o revestimento, respectivamente:

∂Tfsav(t)

∂t
= Σsf (Tcs(Rci, t)− Tfs(Rf , t)) +Qs, (4.34)

∂Tcsav(t)

∂t
= Σsco(T∞ − Tcs(Rco, t)) + Σsci(Tfs(Rf , t)− Tcs(Rci, t)), (4.35)

49



onde,

Σsf = 2αfs
hg

kfsRf

, (4.36)

Σsco = 2αcs
h∞Rco

kcs(R2
co −R2

ci)
, (4.37)

Σsci = 2αcs
hgRci

kcs(R2
co −R2

ci)
, (4.38)

Qs =
g

ρfscpfs
. (4.39)

Observe que as equações 4.34 e 4.35 apresentam termos de temperatura pon-

tuais nos limites da integral que não são conhecidos. Logo estes termos precisam ser

aproximados.

4.2.1 Parâmetros concentrados clássico

A aproximação clássica faz com que a temperatura de todos os pontos de sua

região seja igual à própria temperatura média, ou seja:

Tfs(Rf , t) = Tfsav(t), (4.40)

Tcsav(t) = Tcs(Rci, t) = Tcs(Rco, t). (4.41)

Substituindo nas equações 4.34 e 4.35, obtemos:

∂Tfsav(t)

∂t
= Σsf (Tcs(Rci, t)− Tfsav(t)) +Qs, (4.42)

∂Tcsav(t)

∂t
= Σsco(T∞ − Tcsav(t)) + Σsci(Tfsav(t)− Tcsav(t)). (4.43)

As equações 4.42 e 4.43 podem ser calculadas para encontrar a solução do

problema. Entretanto essa primeira solução acima serve somente quando não ocorre

a mudança de fase em nenhuma das regiões. Para a etapa 1, onde o conjunto

encontra-se na fase sólida as duas equações acima descrevem a solução. Na etapa 3,

onde a pastilha de urânio continua na fase sólida e o revestimento na fase líquida, as

equações serão as mesmas, com as constantes Σ da equação 4.43 para a fase líquida.

Para a etapa em que ocorre a mudança de fase, como por exemplo, a etapa

2 em que ocorre a mudança de fase no revestimento, a aproximação de parâmetros

concentrados clássicos será,

Tcsav(t) = Tcs(Rci, t) = Tcs(Rco, t) = Tcm, (4.44)
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fazendo com que não possa ser utilizada a equação de condução de calor nesta região,

a equação 3.43. Nesta situação uma nova equação de conservação de energia para

todo o domínio do revestimento deve ser considerada:

∂Ec
∂t

= Q̇wci − Q̇wco. (4.45)

Como toda a região estará em mudança de fase, toda a variação de energia

será de calor latente, ou seja:

∂ρV olLm
∂t

= q̇wciAci − q̇wcoAco. (4.46)

Para a geometria cilíndrica, e utilizando as condições de contorno e aproxima-

ções 4.40 e 4.44, teremos:

ρLm
∂(πsc(t)

2)dz

∂t
= hg(Tfav(t)− Tcm)2πRcidz − h∞(Tcm − T∞)2πRco. (4.47)

Simpli�cando a equação, chegamos �nalmente à equação para o revestimento:

ρsLcm
∂sc(t)

∂t
= 2Rcoh∞(T∞ − Tcm) + 2Rcihg(Tfsav(t)− Tcm). (4.48)

Especi�camente na etapa 2, resolve-se a equação 4.42 e depois calcula-se o seu

verdadeiro tempo de duração através da equação 4.48. É importante lembrar que a

temperatura média do revestimento em todo processo será aproximadamente Tcm.

Na solução da etapa 4 ocorre algo similar à etapa 2. Nesta etapa a temperatura

média da pastilha é aproximada por,

Tfs(Rf , t) = Tfsav(t) = Tfm. (4.49)

O que impossibilita o uso da sua equação de condução de calor. Neste caso

a solução será encontrada calculando primeiro a equação para a temperatura do

revestimento que está na fase líquida:

∂Tclav(t)

∂t
= 2αcl

h∞Rco

kcl(R2
co −R2

ci)
(T∞ − Tcsav(t)) + 2αcl

hgRci

kcl(R2
co −R2

ci)
(Tfm − Tcsav(t)).

(4.50)

E para calcular a duração de toda etapa, será utilizada a equação de conser-

vação de energia para a pastilha, que de maneira análoga a etapa 2:

ρsLfm
∂sf (t)

∂t
= −2hgRf (Tfm − Tcsav(t)) + g. (4.51)
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4.2.2 Parâmetros concentrados aperfeiçoados

É fácil observar que a aproximação de parâmetros concentrados clássico é muito

simples, e pode apresentar erros consideráveis na solução �nal. Devido a isso, outra

possível aproximação para os termos da temperatura será realizada. Estes termos

podem ser aproximados entre si através das integrais da temperatura e do �uxo

de calor. Neste trabalho, a aproximação de integral utilizada foi desenvolvida por

Hermite (1878), que é expressa em função da combinação linear da integrante e

suas derivadas, e a representação Ha,b é dada por:∫ x1

x0

y(x)dx =
a∑
ν=0

Cν(a, b)(h)ν+1y[ν](x = x0) +
b∑

ν=0

Cν(b, a)(−1)ν(h)ν+1y[ν](x = x1),

(4.52)

onde,

h = x1 − x0, (4.53)

Cν(a, b) =
(a+ 1)!(a+ b+ a− ν)!

(ν + 1)!(a− ν)!(a+ b+ 2)!
. (4.54)

Serão utilizadas as aproximações H0,0 e H1,1, que são reduzidas a respectiva-

mente: ∫ x1

x0

y(x)dx ∼=
h

2
(y(x0) + y(x1)), (4.55)∫ x1

x0

y(x)dx ∼=
h

2
(y(x0) + y(x1)) +

h2

12
(y′(x0)− y′(x1)). (4.56)

As equações acima foram reduzidas às aproximações que também são conhe-

cidas por regra do trapézio e regra do trapézio corrigida. Os erros associado as

aproximações H0,0 e H1,1 serão:

E0,0 = −h
3

12
y′′(ξ), ξ ∈ (x0, x1), (4.57)

E0,0 = +
h5

720
yiv(ξ), ξ ∈ (x0, x1). (4.58)

Neste trabalho a aproximação H0,0 será utilizada para o �uxo de calor e a

aproximação H1,1 será utilizada para integral da temperatura. De modo genérico,

teremos:∫ x1

x0

(
dT (r, t)

dr

)
dr ∼=

h

2

([
dT (r, t)

dr

]
r=x0

+

[
dT (r, t)

dr

]
r=x1

)
, (4.59)
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∫ x1

x0

rT (r, t)dr ∼=
h

12
((5x0 + x1)T (x0, t) + (5x1 + x0)T (x1, t))+

h2

12

(
x0

[
dT (r, t)

dr

]
r=x0

− x1

[
dT (r, t)

dr

]
r=x1

)
.

(4.60)

É fácil ver que as integrais acima apresentam as seguintes soluções exatas:∫ x1

x0

(
dT (r, t)

dr

)
dr = T (x1, t)− T (x0, t), (4.61)

∫ x1

x0

rT (r, t)dr =
(x2

1 − x2
0)

2
Tav(t). (4.62)

Assim as duas aproximações para os termos da temperatura serão realizadas

através da união das equações 4.59 com a 4.61, e das equações 4.60 com 4.62. Note

que para o caso de mudança de fase a equação de condução de calor não será in-

validada com na versão clássica, pois haverá uma temperatura média para a fase

líquida e uma temperatura média para a fase sólida. Como a solução de parâmetros

concentrados clássicos é mais complicada, ela será detalhada abaixo para cada etapa

especí�ca.

Etapa 1

Como as duas equações 4.34 e 4.35 apresentam cinco variáveis temporais, o

sistema pode ser completado utilizando uma aproximação para a integral da tempe-

ratura e do �uxo de calor de ambas as regiões. Para o combustível, no limite [0, Rf ]

da integral do �uxo de calor (4.59 e 4.61) e da integral da temperatura (4.60e 4.62),

utilizando as condições de contorno serão, respectivamente:

Tfs(Rf, t)− Tfs(0, t) =
hgRf

2Kfs

(Tcs(Rci, t)− Tfs(Rf, t)), (4.63)

Tfsav(t) =
1

6
(5Tfs(Rf, t) + Tfs(0, t))−

Rfhg
6kfs

(Tcs(Rci, t)− Tfs(Rf, t)). (4.64)

Já para o revestimento teremos:

Tcs(Rco, t)− Tcs(Rci, t) =

=
Rco −Rci

2

[
h∞
kcs

(T∞ − Tcs(Rco, t)) +
hg
kcs

(Tcs(Rci, t)− Tfs(Rf, t))
]
,

(4.65)
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Tcsav(t) =
Rco + 5Rci

6(Rco +Rci)
Tcs(Rci, t) +

5Rco +Rci

6(Rco +Rci)
Tcs(Rco, t)+

+
Rco −Rci

6(Rco +Rci)

[
Rcihg
kcs

(Tcs(Rci, t)− Tfs(Rf, t))−
Rcoh∞
kcs

(T∞ − Tcs(Rco, t))

]
.

(4.66)

Etapa 2

As etapas 1 e 2 apresentam a mesma solução para a pastilha de combustível,

já que a pastilha continua sólida. Porém a região do revestimento inicia o seu

derretimento, apresentando então uma diferente solução. Neste caso, introduzimos

as temperaturas médias na fase líquida e sólida para o revestimento:

Tclav(t) =
1

π(s2
c(t)−Rci)

∫ sc(t)

Rci

Tcl(r, t)2πrdr, (4.67)

Tcsav(t) =
1

π(R2
co − s2

c(t))

∫ Rco

sc(t)

Tcs(r, t)2πrdr. (4.68)

Integrando a equação 3.25 entre [Rci, sc(t)] para a região líquida e entre[sc(t), Rco]

para a região sólida:∫ sc(t)

Rci

∂Tcl(r, t)

∂t
2πrdr =

∫ sc(t)

Rci

αcl
1

r

∂

∂r

(
r
∂Tcl(r, t)

∂r

)
2πrdr, (4.69)

∫ Rco

sc(t)

∂Tcs(r, t)

∂t
2πrdr =

∫ Rco

sc(t)

αcs
1

r

∂

∂r

(
r
∂Tcs(r, t)

∂r

)
2πrdr. (4.70)

Utilizando a regra da integral de Leibniz, a de�nição das temperaturas médias

(4.67 e 4.68) e algumas manipulações matemáticas:

(s2
c(t)−R2

ci)
dTclav(t)

dt
+ 2sc(t)

∂sc(t)

∂t
(Tclav(t)− Tcs(s, t)) = 2αcl

[
r
∂Tcl(r, t)

∂r

]sc(t)

Rci

,

(4.71)

(R2
co − s2

c(t))
dTcsav(t)

dt
+ 2sc(t)

∂sc(t)

∂t
(Tcs(s, t)− Tscav(t)) = 2αcs

[
r
∂Tcs(r, t)

∂r

]Rco

sc(t)

,

(4.72)

De�nindo a função do �uxo e a temperatura no ponto em que ocorre mudança

de fase por:

V (t) =
∂T (r, t)

∂r

∣∣∣∣
r=s(t)

, (4.73)

Tcl(sc(t), t) = Tcs(sc(t), t) = Tcm. (4.74)
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Com as condições de contorno, introduziu-se termos de temperatura nos limites

do intervalo, e termo do �uxo de calor na mudança de fase que devem ser eliminados.

Novamente as integrais são obtidas pela aproximação de Hermite, sendo a aproxi-

mação de derivada espacial da temperatura por Hermite H1,1, e do �uxo de calor

por Hermite H0,0.

Para a fase líquida no limite [sc(t), Rci] da integral do �uxo de calor (4.59 e

4.61) e da integral da temperatura (4.60e 4.62), as equações utilizando as condições

de contorno serão respectivamente:

Tcm − Tcl(Rci, t) =
sc(t)−Rci

2

(
Vcl(t) +

hg
2Kcl

(Tcl(Rci, t)− Tfs(Rf, t))
)
, (4.75)

Tclav(t) =
sc(t) + 5Rci

6(sc(t) +Rci)
Tcl(Rci, t) +

5sc(t) +Rci

6(sc(t) +Rci)
Tcm+

+
sc(t)−Rci

6(sc(t) +Rci)

[
Rcihg
kcl

(Tcl(Rci, t)− Tfs(Rf, t))− scVcl(t)
]
.

(4.76)

Já para a parte sólida do revestimento no limite [Rci, sc(t)] teremos:

Tcs(Rco, t)− Tcm =
Rco − sc(t)

2

[
h∞
kcs

(T∞ − Tcs(Rco, t)) + Vcs(t)

]
, (4.77)

Tcsav(t) =
Rco + 5sc(t)

6(Rco + sc(t)
Tcm +

5Rco + sc(t)

6(Rco + sc(t))
Tcs(Rco, t)+

+
Rco − sc(t)

6(Rco + sc(t))

[
sc(t)Vcs(t)−

Rcoh∞
kcs

(T∞ − Tcs(Rco, t))

]
.

(4.78)

Para fechar o sistema de equações utiliza-se a equação da interface:

ρcsLcm
∂sc(t)

∂t
= kcsVcs(sc, t)− kclVcl(sc, t). (4.79)

Desta forma as variáveis podem ser escritas em função de Tfsav, Tclav, Tcsav e sc

e então resolvido um sistema de quatro equações diferencias para se obter a solução

da fase 2.

Etapa 3

A etapa 3 apresenta uma solução idêntica a etapa 1, com diferença nas pro-

priedades para o revestimento, pois neste momento o revestimento estará na fase

líquida.
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Etapa 4

A última etapa apresenta solução parecida com a etapa 2. Porém com o

intervalo de derretimento diferente, onde a fase líquida do combustível irá de [0, sf (t)]

e a fase sólida de [sf (t), Rf ]. Outra diferença é a presença de geração de calor

presente nessas equações. A metodologia é a mesma apresentada na fase 2, em que

as equações serão escritas em função de Tflav, Tfsav, Tclsav e sf .

4.2.3 Solução apresentada por Chen et al. (1976)

A título de ilustração será mostrada a solução relizada por Chen et al. (1976).

O autor desenvolveu uma solução simpli�cada com soluções lineares, e montou uma

tabela de todo o cálculo que será apresentada abaixo para cada etapa.

Etapa 1

Tc(t) =

 Tc0 + Q
Cc

(t) se t ≤ CfCc

Cf+Cc
;

Tc0 + Q
Cf+Cc

(
C2

f

Cf+Cc
+ t) se t > CfCc

Cf+Cc
.

(4.80)

Tf (t) =

 Tf0 se t ≤ CfCc

Cf+Cc
;

Tf0 − CfCc

(Cf+Cc)2
(Tf0 − Tc0) + Q

Cf+Cc
(t) se t > CfCc

Cf+Cc
.

(4.81)

onde, Tf0 e Tc0 são as temperaturas médias antes do acidente e as constantes são

dadas por:

Cf =
Rfρfcpf

2hg
, (4.82)

Cc =
(R2

co −R2
f )ρccpc

2Rfhg
, (4.83)

Q =
Rfg

2hg
. (4.84)

Note que, nesta aproximação Rci = Rf .
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Etapa 2

Nesta etapa a temperatura do revestimento será Tc(t) = Tcm. A temperatura

do combustível dependerá do tempo total da etapa 1(t1). Caso t1 ≤ CfCc

Cf+Cc
:

Tf (t) =

 Tf0 + (Tcm − Tc0) t−t1
Cf

se t− t1 ≤ Cf ;

Tf0 + (Tcm − Tc0) se t− t1 > Cf .
(4.85)

Caso contrário,

Tf (t) =

 Tf0 +
(Tf0−Tc0)

Cf+Cc
(Cc + t− t1) se t− t1 ≤ Cf ;

Tf0 + (Tcm − Tc0) se t− t1 > Cf .
(4.86)

Etapa 3

Seja t2 o tempo total ao �nal da etapa 2 e Tf (t2) a temperatura do combustível

no �nal da etapa 2:

Tc(t) =

 Tcm + 1
Cc

(Tf (t2)− Tcm)(t− t2) se t− t2 ≤ CfCc

Cf+Cc
;

Tcm +
(Tf0−Tc0)

Cf+Cc
(
Cf (Tf (t2)−Tcm)

Tf0−Tc0
+ t− t2 − CfCc

Cf+Cc
) se t− t2 > CfCc

Cf+Cc
.

(4.87)

Tf (t) =

 Tf (t2)− 1
Cf

(Tf (t2)− Tcm − Tf0 + Tc0)(t− t2) se t− t2 ≤ CfCc

Cf+Cc
;

Tf (t2)− (Tf0−Tc0)

Cf+Cc
(
Cc(Tf (t2)−Tcm)

Tf0−Tc0
− t+ t2 − C2

c

Cf+Cc
) se t− t2 > CfCc

Cf+Cc
.

(4.88)

Etapa 4

A temperatura da pastilha combustível será Tf (t) = Tfm. Já temperatura do

revestimento não foi linearizada, sendo calculada da seguinte forma:

Tc(t) = Tfm − (Tfm − Tc(t3))exp(−t− t3
Cc

), (4.89)

sendo t3 o tempo total ao �nal da etapa 3 e Tc(t3) a temperatura do revestimento

no �nal da etapa 3.
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Capítulo 5

Resultados

Neste capítulo serão mostrados todos os parâmetros que foram adotados para

a solução do problema. Posteriormente será feita uma breve análise de convergência

da malha da solução pelo método de entalpia. Serão mostradas as condições iniciais,

em que o reator está em operação normal antes do acidente. E os resultados em caso

de acidentes com e sem o desligamento adequado do reator, analisando os per�s de

temperatura e a propagação da interface, que serão comentados e discutidos.

A primeira e importante tarefa para obter a solução, é encontrar os típicos

dados do reator PWR que será simulado. Para um reator PWR, a sua geometria e

propriedades foram encontradas no Todreas e Kazimi (1990), e podem ser vistos na

tabela 5.1.

Tabela 5.1: Parâmetros de um reator PWR
Parâmetros Valor

hg [kW/m2K] 6,4695

q′′′[KW/m3] 318121

Rf [mm] 4,1

Rci [mm] 4,18

Rco [mm] 4,75

T∞ [K] 578

Note que foi realizada uma média para a temperatura do refrigerante entre
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a entrada e a saída que será utilizada na solução do problema. Como não foi en-

contrado informações para a temperatura do refrigerante, em caso de acidente no

núcleo do reator, será assumido que a transferência de calor para o refrigerante seja

pequena e então a sua temperatura não mudará ao longo do tempo.

Além da geometria, também são necessárias as propriedades das fases sólida

e líquida para a pastilha de urânio e para o revestimento de zircônio. Estes dados

são muito difíceis de encontrar na literatura, principalmente para o revestimento de

zircaloy-4, a liga mais utilizada nas varetas combustíveis. Para os dados que não

foram encontrados para esta liga, foram utilizados os dados do zircônio bruto, que

são mais fáceis de serem encontrados. Estas propriedades foram retiradas de IAEA

(2006) e Fink (2000) e feita a média radial para a fase líquida e a fase sólida de cada

região. A tabela 5.2 mostra as propriedades para o caso com propriedades médias.

Tabela 5.2: Propriedades médias para a pastilha de urânio

Propriedades
Combustível Revestimento

Sólido Líquido Sólido Líquido

ρ [kg/m3] 10330 8220 6415 5878

k [W/mK] 2,8 2,5 30,8 37,0

cp [J/kgK] 421 351 390 546

Lm [kJ/kg] 260 155

Tm [K] 3120 2150

Todos os métodos de solução descritos no capítulo 4 foram implementados no

programa Wolfram Mathematica 7.

Antes de iniciarmos a análise de qualquer resultado, é importante escolher o

tamanho da malha que deverá ser utilizada para a solução do problema por dife-

renças �nitas. Inicialmente, o programa foi executado utilizando três malhas dife-

rentes, com 13, 25 e 50 nós. Para facilitar a comparação foi utilizado h∞ = 0 e

q′′′ = g = 318121kW/m3, ou seja, para um caso em que o reator não seja desligado

adequadamente e hipoteticamente o conjunto de vareta combustível não trans�ra

seu calor produzido ao refrigerante. Esta situação foi utilizada, pois é onde o derre-
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timento de todo conjunto ocorrerá de maneira mais rápida, facilitando a análise da

malha.

Para facilitar a análise foi elaborada a tabela 5.3, onde é mostrado o resultado

encontrado para o tempo em que ocorre todo o derretimento do revestimento e da

pastilha de combustível para cada malha. Além disso, é mostrado o tempo total de

processamento do programa simulado em um mesmo computador para cada malha

e com um tempo físico de 50s.

Tabela 5.3: Tempo de processamento e derretimento para diferentes malhas com

potência total e h = 0

No de pontos Tempo de processamento
Tempo de derretimento

Revestimento Pastilha

13 10s 22,625s 45,995s

25 55s 22,619s 45,982s

50 7min 22,616s 45,978s

Ao analisarmos os dados mostrados na tabela podemos ver claramente que os

resultados do tempo de derretimento são praticamente o mesmo para qualquer uma

das três malhas com uma diferença no quarto dígito signi�cativo. Porém o custo

computacional aumenta muito com o aumento do número de pontos. Isso ocorre

devido à solução explícita, que para manter a estabilidade da solução, o re�namento

faz com que seja necessário diminuir o passo de tempo. Devido as propriedades da

condutividade térmica para o revestimento ser uma ordem de grandeza maior que

a condutividade térmica do combustível, faz com que o revestimento seja o grande

vilão para a estabilidade da solução.

O grá�co 5.1 teve como objetivo veri�car as três soluções ao longo do domínio.

Neste grá�co podemos observar que a malha com 13 pontos apresenta a solução

ligeiramente menor que a malha de 25 e 50 pontos, que por sua vez estão sobrepostas,

gerando resultados iguais.

Podemos inferir que a malha com 50 pontos é superestimada, uma vez que o

seu custo computacional é muito alto. A malha de 13 pontos possui um pequeno
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erro quando comparados com os outros, porém ainda satisfatórios. Como o tempo

de processamento da malha de 25 pontos não é grande e não apresenta erro quando

comparado com a malha de 50 pontos, inicialmente será utilizado no trabalho a

malha de 25 nós. Porém caso o custo computacional aumente muito com o aumento

do tempo físico da simulação, será utilizado a malha com 13 pontos. Note que a

malha de 25 nós possui 5 pontos para o revestimento e 20 pontos para a pastilha.
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Figura 5.1: Comparação entre malhas da temperatura para t = 30s com potência

total e h = 0

Para compararmos as soluções de parâmetros concentrados e o método de en-

talpia, nós utilizaremos diferentes valores para o coe�ciente de transferência de calor.

Para uma mesma temperatura do refrigerante, coe�cientes maiores que 0, 2kW/m2K

fazem com que o derretimento para o conjunto não ocorra. Logo valores de coe�-

ciente de transferência de calor maiores do que este não são importantes para esse

trabalho e não serão utilizados.

Os valores foram escolhidos de acordo com Todreas e Kazimi (1990), onde os

valores de 0, 1kW/m2K e 0, 2kW/m2K seriam para casos de convecção natural em

líquidos e o valor de 0, 01kW/m2K seria para gás a baixa pressão. Já a parede
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adiabática seria para o caso mais extremo de todos, no qual a vareta não troca

nenhum calor com o combustível.

5.1 Resultados pelo método de entalpia

Nesta seção serão mostrados os resultados obtidos envolvendo a solução por en-

talpia. Para visualizar os gradientes e per�s de temperatura e entalpia, foi utilizada

a potência total com um h = 0, 2kW/m2K com a malha de 25 pontos.
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Figura 5.2: Regime permanente da entalpia para a operação normal do reator

Para simular o acidente que pode ocorrer em um reator nuclear, precisamos de

uma condição inicial de antes do acidente. Esta condição será dada pela operação

e funcionamento normal do reator PWR. Deste modo foi dado um chute inicial

para todos os pontos com valores iguais a temperatura do refrigerante, e assim o

programa foi rodado para o coe�ciente de transferência de calor típico para uma

condição normal de operação, h∞ = 34kW/m2K. O cálculo do regime permanente

pode ser visto nas �guras 5.2 e 5.3.

As �guras 5.4 e 5.5 mostram a evolução das variáveis de energia e tempera-
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Figura 5.3: Regime permanente da temperatura para a operação normal do reator

tura, respectivamente. São mostrados os principais pontos do conjunto da vareta

combustível, ou seja, onde ocorre a maior e a menor temperatura de cada região.

Nesses grá�cos podem ser visto o comportamento dessas variáveis. A mudança de

fase para energia ocorre de acordo com o salto de entalpia e a temperatura tem um

per�l constante e oscilatório.

Podemos observar que a variação de temperatura e de entalpia em todo reves-

timento é muito pequena e não podem ser diferenciadas nessas �guras. Observamos

também que o revestimento apresenta um pequeno salto energético e sua mudança

de fase ocorre bem rápida quando comparado com todo o processo.

O combustível apresenta maior variação entre as temperaturas devido à sua

menor condutividade térmica. O salto energético de sua mudança de fase é maior que

o do revestimento durando um tempo bem maior, que pode ser avaliado pelo salto

energético entre o centro e a parte externa da pastilha. A temperatura apresenta

uma oscilação devida ao comportamento da solução pelo método de entalpia.

Com o objetivo de comparar a aproximação de propriedades médias em cada

fase, foi realizado a solução para a temperatura com as propriedades variando ao
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Figura 5.4: Evolução da energia em acidente com potência total e h = 0, 2kW/m2K

pelo método de entalpia

longo de todo tempo, que pode ser vista na �gura 5.6. Essa solução apresenta

um alto custo computacional quando comparado com a solução com propriedades

constantes.

Tabela 5.4: Comparação entre propriedade constante e variável com potência total

e h = 0, 2kW/m2K

Propriedade
Duração da etapa em segundos

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Constante 33,60 4,65 24,47 67,94

Variável 29,52 3,71 27,96 60,24

64



0 50 100 150 200

0

1000

2000

3000

4000

Tempo@sD

T
em

pe
ra

tu
ra

@K
D

r=Rco

r=Rci

r=Rf

r=0

Figura 5.5: Evolução da temperatura em acidente com potência total e h =

0, 2kW/m2K pelo método de entalpia e propriedades constantes
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Figura 5.6: Evolução da temperatura em acidente com potência total, h =

0, 2kW/m2K e propriedades variáveis
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A tabela 5.4 compara os tempos de cada etapa para as soluções com propri-

edades constantes e propriedades variável com a temperatura. Observa-se que o

erro relativo atingiu até 20% nas etapas iniciais e erros bem menores para as últi-

mas etapas. O alto erro para as etapas 1 e 2 ocorreu devido a grande variação da

condutividade térmica para a fase sólida, tanto para o revestimento , quanto para

o combustível. Como as propriedades apresentam uma menor variação para a fase

líquida e com uma menor faixa de temperatura para a etapa 3, os erros das últimas

etapas foram menores. De modo geral, a solução com propriedades constante é su-

perestimada. Porém a diminuição do termo fonte e do coe�ciente de transferência

de calor faz com que esse erro das etapas iniciais seja minimizado.
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Figura 5.7: Temperatura após o �m do derretimento do revestimento com potência

total e h = 0, 2kW/m2K

A situação mostra que todo o conjunto atinge o estado líquido antes dos 150s

quando a linha vermelha tem o salto energético, e podemos observar que após os

200s está prestes a atingir o regime permanente quando todos os per�s estão se

estabilizando.

Nos grá�cos 5.7 e 5.8 podemos analisar com maior facilidade o per�l de tempe-
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Figura 5.8: Temperatura após o �m do derretimento da pastilha combustível com

potência total e h = 0, 2kW/m2K

ratura do conjunto em dois tempos distintos. Vemos que a diferença de temperatura

para a pastilha de combustível é considerável, cerca de 500K de diferença. Porém o

revestimento que envolve a pastilha de urânio tem uma distribuição mais uniforme

o que implica em uma solução mais uniforme. Além disso, a espessura do revesti-

mento é muito pequena, o que faz com que seja difícil avaliar e diferenciar a sua

temperatura. Note que, para casos em que o coe�ciente de transferência de calor

ou a potência seja menor, esses per�s de temperatura tendem a ser mais suaves,

apresentando uma mudança de fase com menos oscilações numéricas.

Logo se torna pouco atrativo analisar o per�l da temperatura e entalpia do

revestimento, quando este se encontra em mudança de fase. Nas �guras 5.9, 5.10,

5.11 e 5.12 são observados o per�l da temperatura e entalpia para diferentes tempos

do derretimento da pastilha, em que os pontos vermelhos representam a fase líquida

e os pontos azuis representam a fase sólida.

Em t = 74s a interface de derretimento passa exatamente pelo sétimo nó da

malha. Podemos ver na �gura 5.9 o salto da entalpia devido ao calor latente de
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fusão, no qual os primeiros pontos já passaram. Nesta situação podemos ver que o

per�l de temperatura para ambas as fases são bem de�nido e diferentes, como mostra

a �gura 5.10. O mesmo podemos observar nas �guras 5.11 e 5.12 em t = 99, 5s onde

ocorre o derretimento do décimo sexto ponto da malha. Porém devido ao per�l

parabólico do problema e sua solução a mudança de fase se torna mais suave.
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Figura 5.9: Entalpia da pastilha em t = 74s com potência total e h = 0, 2kW/m2K

Com o objetivo de mostrar o comportamento da função de conversão de en-

talpia para temperatura, a função foi analisada no centro da pastilha. A �gura 5.13

mostra que a temperatura permanece constante ao longo do aumento de entalpia

durante o calor latente. O nó precisa vencer o calor latente para que a mudança de

fase ocorra completamente e assim possa voltar a aumentar sua temperatura com o

aumento de sua energia.
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Figura 5.10: Temperatura da pastilha em t = 74s com potência total e h =

0, 2kW/m2K
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Figura 5.11: Entalpia da pastilha em t = 99, 5s com potência total e h =

0, 2kW/m2K
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Figura 5.12: Temperatura da pastilha em t = 99, 5s com potência total e h =

0, 2kW/m2K
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Figura 5.13: Temperatura em função da entalpia em r = 0

70



34 35 36 37 38

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

tempo@sD

Po
si

çã
o

da
in

te
rf

ac
e@m

m
D

Figura 5.14: Propagação da interface do revestimento pelo método de entalpia com

potência total e h = 0, 2kW/m2K
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Figura 5.15: Propagação da interface do combustível pelo método de entalpia com

potência total e h = 0, 2kW/m2K
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Outro resultado relevante é a solução não linear da propagação da interface

que pode ser observada pelo método de entalpia. Porém a posição da interface será

relativa a formulação de mudança de fase utilizada, que neste trabalho sempre será

a solução proposta por Voller e Cross (1981). As �guras 5.14 e 5.15 mostram essa

propagação de mudança de fase ao longo do raio para o revestimento e pastilha

combustível, respectivamente.

Vemos que os per�s são completamente diferentes. Normalmente a interface se

propaga conforme a �gura 5.14, pois inicialmente a propagação da interface acontece

de maneira mais rápida e então se torna mais lenta. Porém para o revestimento isso

não acontece, e o derretimento ocorre quase que de forma linear. Possivelmente isso

ocorre devido à origem de seu derretimento ser bem diferente do que ocorre para

a pastilha. Na pastilha o derretimento ocorre devido ao termo fonte, que faz com

que o per�l parabólico tenha maiores temperaturas no centro, fazendo com que o

derretimento no centro aconteça rapidamente.

Já o revestimento é aquecido através da temperatura da pastilha, que inici-

almente está próxima da temperatura do revestimento, fazendo com que o derreti-

mento não seja rápido. Como na mudança de fase a temperatura do revestimento

permanece praticamente constante, o �uxo de calor se torna maior, fazendo com que

a mudança de fase ocorra de maneira mais rápida. E então a temperatura do com-

bustível passa a ser in�uenciada pelo revestimento, fazendo com que o derretimento

se torne mais lento novamente.

5.2 Resultados por parâmetros concentrados

Foi implementado um programa para cada solução de parâmetros concentra-

dos. E a expectativa era que a solução de parâmetros concentrados aperfeiçoados

melhorasse a solução de parâmetros concentrados clássico.

Neste caso as condições iniciais para a solução das equações foram encontradas

através da solução analítica da equação de calor em regime permanente. Consequen-

temente o per�l radial em regime permanente foi integrado de modo a obtermos a

temperatura média para cada região. A temperatura média em operação normal
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calculada foi de 605K para o revestimento e 927K para a pastilha de urânio.

5.2.1 Solução clássica
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Figura 5.16: Evolução da temperatura em acidente por parâmetros concentrados

clássico com potência total e h = 0, 2kW/m2K

Em um primeiro momento a solução clássica parece aproximar bem todo o

problema de acidente em reatores nucleares. Porém tal solução não apresenta gran-

des detalhes. O problema foi resolvido etapa por etapa e todo o processo pode ser

visto na �gura 5.16.

Podemos observar o aumento abrupto logo no inicio da temperatura do reves-

timento na �gura 5.16 que ocorre devido à diferença de transferência de calor entre a

solução em regime permanente e a solução em regime transiente. Como o coe�ciente

diminuiu drasticamente devido a falta de capacidade do refrigerante de refrigerar o

núcleo, o revestimento passou a armazenar uma maior quantidade de calor fazendo

com que as sua temperatura aumentasse.
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Figura 5.17: Propagação da interface do combustível por parâmetros concentrados

clássico com potência total e h = 0, 2kW/m2K
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Figura 5.18: Propagação da interface do revestimento por parâmetros concentrados

clássico com potência total e h = 0, 2kW/m2K
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O grá�co 5.16 termina com o derretimento da pastilha combustível, então a

temperatura do conjunto voltaria a aumentar, ou seja, o sistema apresenta a mesma

temperatura no �nal do processo devido ao modelo de solução, e não signi�ca que

tenha atingido o regime permanente.

Outra importante informação que podemos adquirir da solução por parâmetros

concentrados clássico é a propagação da interface das regiões, que podem ser vistos

nas �guras 5.17 e 5.18. A aproximação de balanço energético realizada pelos pa-

râmetros concentrados faz com que o seu tempo de derretimento seja subestimado,

pois não é levada em consideração a difusão de calor em seu domínio, somente suas

condições de contorno. Apesar de vermos a propagação da interface, a temperatura

média de todo o domínio será a temperatura de derretimento em toda a propagação

da interface. Esta temperatura pode ser vista na �gura 5.16 e podemos perceber

que acaba in�uenciando no per�l da outra região.

5.2.2 Solução aperfeiçoada

A solução aperfeiçoada �cou abaixo das expectativas, apresentando resultados

sem sentido físico na última etapa de mudança de fase. Ou seja, esta solução não

é con�ável para a etapa de derretimento da pastilha de urânio. Porém a solução

aperfeiçoada apresentam ótimos resultados para as etapas 1, 2 e 3. A falha na etapa

4 provavelmente ocorre devido a geração de calor em suas equações, que faz com que

o erro da condição inicial seja ampli�cado, apresentando per�s de temperatura sem

sentido físico. Desta forma só serão mostrado soluções de parâmetros concentrados

aperfeiçoados para as três primeiras etapas.

A primeira vantagem evidendente da solução de parâmetros concentrados aper-

feiçoado sobre o clássico pode ser vista nas �guras 5.19, 5.20 e 5.21. A solução apre-

senta uma maior variedade de per�s de temperatura, que além das temperaturas

médias, incluem as temperaturas das condições de contorno de cada região.
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Figura 5.19: Evolução da temperatura na etapa 1 por parâmetros concentrados

aperfeiçoado com potência total e h = 0, 2kW/m2K
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Figura 5.20: Temperatura do revestimento na etapa 2 por parâmetros concentrados

aperfeiçoado com potência total e h = 0, 2kW/m2K
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Figura 5.21: Evolução da temperatura na etapa 3 por parâmetros concentrados

aperfeiçoado com potência total e h = 0, 2kW/m2K

A �gura 5.20 mostra os per�s de temperatura do revestimento, em que o

domínio da fase líquida e sólida varia. Inicialmente o domínio da fase líquida é

pontual, e está na temperatura de derretimento. Já o domínio sólido termina da

mesma forma, com a temperatura em mudança de fase. A posição da interface pode

ser vista da mesma forma que a solução por parâmetros concentrados clássico.

As �guras 5.19 e 5.21 mostram os per�s nas etapas que não ocorrem a mudança

de fase. Observa-se um comportamento quase linear, parecido com o que foi visto

para a solução pelo método de entalpia.

5.3 Reator com potência plena

Será mostrada uma comparação mais detalhada para os per�s de temperatura

entre as soluções apresentadas e seu comportamento para cada etapa do problema.

Foi realizada a solução para os diferentes coe�cientes de transferência de calor e o

tempo de cada etapa pode ser visto nas tabelas 5.5, 5.6, 5.7 e 5.8.
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Tabela 5.5: Tempo total das etapas para cada método com potência total e h = 0

Metodologia
Duração da etapa em segundos

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Método de Entalpia 20,15 2,47 13,39 9,97

P. C. Clássico 20,12 1,85 15,33 8,49

P. C. Aperfeiçoado 20,59 2,72 13,14 10,75

Nesta seção será considerado que o reator não tenha sido desligado e que a

geração de calor que varia ao longo da vareta combustível será mantida constante a

um valor médio. Isso signi�ca que existem pontos de maior geração de calor e que

o seu derretimento pode ocorrer em um menor tempo.

A tabela 5.5 apresenta a solução para a pior situação, onde as etapas aconte-

cem com maior rapidez devido ao isolamento do conjunto. As soluções apresentam

boa concordância, principalmente na etapa 1 para a solução clássica. Já a solução

aperfeiçoada apresenta melhores resultados para as outras etapas. Pela tabela 5.6

vemos que o baixíssimo coe�ciente de transferência de calor de 0,01 não apresenta

uma mudança signi�cativa no tempo da solução, ou seja, não apresenta uma melhora

signi�cativa da capacidade de remover o calor do núcleo. Porém quando compara-

mos as tabelas 5.5 e 5.6 observamos uma tendência de aumentar o erro entre os

modelos de solução.

Tabela 5.6: Tempo total das etapas para cada método com potência total e h =

0, 01kW/m2K

Metodologia
Duração da etapa em segundos

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Método de Entalpia 20,57 2,53 13,61 11,04

P. C. Clássico 20,47 1,89 15,86 8,87

P. C. Aperfeiçoado 21,02 2,78 13,35 11,13

Quando passamos para as tabelas 5.7 o tempo de cada etapa aumenta consi-

deravelmente. Especi�camente na tabela 5.8 o tempo das etapas 3 e 4 aumentaram

78



Tabela 5.7: Tempo total das etapas para cada método com potência total e h =

0, 1kW/m2K

Metodologia
Duração da etapa em segundos

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Método de Entalpia 25,27 3,19 16,47 21,92

P. C. Clássico 24,47 2,30 23,37 14,93

P. C. Aperfeiçoado 25,80 3,42 16,11 22,54

em maior proporção, isso mostra que o sistema está próximo de atingir o regime

permanente para esse coe�ciente de transferência de calor.

Em todas as tabelas as etapas apresentam um menor tempo para a solução de

parâmetros concentrados clássico, exceto para etapa 3. É exatamente nesta etapa

que ocorre a maior discrepância para o resultado de parâmetros concentrados clássico

e as outras soluções, como podemos observar na tabela 5.8. Já na etapa 1 nós vemos

os melhores resultados entre as soluções.

Tabela 5.8: Tempo total das etapas para cada método com potência total e h =

0, 2kW/m2K

Metodologia
Duração da etapa em segundos

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Método de Entalpia 33,60 4,65 24,47 67,94

P. C. Clássico 31,64 3,17 53,85 56,29

P. C. Aperfeiçoado 34,19 4,73 24,05 71,18

A solução aperfeiçoada apresenta ótimos resultados temporais em todas as

etapas. Sendo muito superior nas etapas 2 e 3 quando comparada com a solução

aperfeiçoada. Fazendo com que, nestas etapas seja aconselhável a utilização dessa

solução, com objetivo de diminuir o erro da solução.

O derretimento de varetas combustíveis em reatores nucleares, que estão em

pleno funcionamento, ocorre de maneira muito rápida. Por isso caso o refrigerante

perca a capacidade de refrigerar algumas partes do reator e assim seja exposta,
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fatalmente a vareta e até a pastilha poderá derreter. Claro que essa situação é

muito improvável em reatores PWR.

Para melhor avaliarmos os per�s de temperatura de cada modelo e a in�uên-

cia do coe�ciente de transferência de calor na solução, será comparada a evolu-

ção do per�l da interface e da temperatura para cada etapa especí�ca, para um

h = 0, 1kW/m2K, entre a solução clássica e o método de entalpia.
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Figura 5.22: Per�l de temperatura na etapa 1 para parâmetros concentrados e mé-

todo de entalpia com potência total e h = 0, 1kW/m2K

Na �gura 5.22 observamos que os per�s seguem muito próximos, fazendo com

que o erro temporal desta etapa seja muito pequeno. Quando comparados com o

método de entalpia, os per�s de parâmetros concentrados seguem com temperaturas

muito próximas. Desta forma a temperatura para o revestimento é superestimada,

atingindo a temperatura de fusão mais rapidamente. Na etapa 2 o per�l do revesti-

mento também está subestimada e muito próxima da menor temperatura da vareta

combustível, que pode ser visto na �gura 5.23.

A etapa 3 está representada na �gura 5.24, onde observamos que o per�l de
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temperatura utilizando parâmetros concentrados clássicos continua subestimado. O

erro temporal gerado nesta fase ocorre principalmente devido ao modo como foi

de�nido o �m da etapa. Pelo método de entalpia, o �m da etapa ocorre após tempe-

ratura do centro do combustível atingir a temperatura de fusão. Já por parâmetros

concentrados clássico, o �m da etapa acontece quando a temperatura média do

combustível atinge a temperatura de mudança de fase. Como de fato a média da

temperatura do revestimento ocorre depois do centro do revestimento, o tempo total

da etapa 3 sempre será superestimada. Além a isso, há uma propagação do erro da

etapa anterior, na qual a etapa 2 termina com a temperatura do combustível abaixo

do desejado, quando comparado com o método de entalpia.
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Figura 5.23: Per�l de temperatura na etapa 2 para parâmetros concentrados e mé-

todo de entalpia com potência total e h = 0, 1kW/m2K
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Figura 5.24: Per�l de temperatura na etapa 3 para parâmetros concentrados e mé-

todo de entalpia com potência total e h = 0, 1kW/m2K
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Figura 5.25: Per�l de temperatura na etapa 4 para parâmetros concentrados e mé-

todo de entalpia com potência total e h = 0, 1kW/m2K
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Figura 5.26: Propagação da mudança de fase do revestimento por parâmetros con-

centrados e método de entalpia com potência total e h = 0, 1kW/m2K
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Figura 5.27: Propagação da mudança de fase do combustível por parâmetros con-

centrados e método de entalpia com potência total e h = 0, 1kW/m2K

83



A �gura 5.25 mostra a última etapa do derretimento. Ao contrário das outras

etapas, inicialmente os per�s calculados por parâmetros concentrados estão acima

dos per�s calculados pelo método de entalpia. Pode-se observar que o per�l de pa-

râmetros concentrados tende a se estabilizar, e a diferença entre as temperaturas

do revestimento e da pastilha de combustível dependem da geração de calor e do

coe�ciente de transferência de calor do refrigerante. Logo a solução por parâmetros

concentrados passa a depender exclusivamente da equação da interface do combus-

tível. Já para a solução pelo método de entalpia, podemos observar que inicialmente

o centro da pastilha se mantém durante certa parte do tempo na temperatura de

mudança de fase.

Podemos analisar as interfaces de propagação do derretimento para cada região

nas etapas com mudança de fase. A �gura 5.26 e 5.27 mostram os per�s da mudança

de fase para o revestimento e o combustível, respectivamente. Quando comparado

as duas soluções, podemos observar um per�l parecido e um pouco mais acentuado

para a solução por parâmetros concentrados, o que implica em um menor tempo de

derretimento.

Observa-se que o derretimento das regiões se propaga de maneira bem dife-

rente. No revestimento a velocidade de propagação aumenta, já a pastilha combus-

tível inicia-se com uma alta velocidade e depois apresenta um considerável perda de

velocidade de propagação. Essa diferença ocorre devido à natureza do aquecimento

de cada região, o combustível apresenta o aquecimento devido ao calor produzido

pelo urânio, e o revestimento devido ao aquecimento do próprio urânio.

Nesta situação, a solução de parâmetros concentrados clássico são péssimas

para as etapas 2 e 3, devido as aproximações para a mudança de fase na solução do

derretimento do revestimento, pois a temperatura média do combustível acaba sendo

subestimada na etapa 2, fazendo com que a etapa 3 tenha uma grande duração. Este

erro não ocorre com a solução aperfeiçoada, fazendo com que os resultados nesta

fase seja muito bom.
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5.4 Reator com calor residual

Com objetivo de simular uma possível situação real, como por exemplo o aci-

dente da usina nuclear de Fukushima. Foi simulado para a situação em que o reator

seja desligado e não possa ser refrigerado. Nesta situação a geração volumétrica de

calor será calculada através do calor residual, que de modo geral varia ao longo do

tempo em que o reator foi desligado e depende de seu tempo de funcionamento antes

do acidente.

A �gura 5.28 mostra o comportamento da parte da geração de calor ao longo

do tempo após o desligamento. Neste trabalho utilizaremos uma situação hipotética

de que o acidente iniciou-se após um ano do início do funcionamento do reator, que

está representado na �gura pela linha verde.

Figura 5.28: Calor residual após o desligamento do reator

Como a geração de calor cai para cerca de 6% da geração volumétrica inicial,

o aquecimento do reator se torna muito lento e a utilização de coe�cientes de trans-

ferência de calor faz com que o derretimento do reator não ocorra. Em alguns casos,

como por exepmplo com o coe�cientes de cerca de 0,1, o conjunto acaba resfriando,
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e se estabilizando abaixo da temperatura de operação. Para que o derretimento

ocorra, o núcleo será considerado totalmente isolado, fazendo com que não troque

calor com o refrigerante. Outro motivo é devido à falta de informação sobre o com-

portamento da temperatura do refrigerante, que neste caso apresenta uma grande

in�uência sobre o núcleo. Para �ns práticos o tempo para a exposição do núcleo

será desconsiderado.

Devido ao tempo total de simulação ser muito grande, o custo computacional

aumenta consideravelmente. Com o objetivo de diminuir esse custo, a solução do

problema pelo método de entalpia para o calor residual será feita com a malha

de 13 nós. Note que esta malha não in�uenciará na solução �nal, uma vez que a

convergência da malha realizada na �gura 5.1 apresenta bons resultados para uma

potência maior. Com a potência residual, as diferenças de temperaturas são menores

o que diminui ainda mais a in�uência das malhas.
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Figura 5.29: Evolução da energia no acidente com calor residual pelo método de

entalpia

A evolução temporal do per�l de temperatura pode ser visto nas �guras 5.31 e

5.30 para os diferentes métodos de solução. As �guras não possibilitam a visualização
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Figura 5.30: Evolução da temperatura no acidente com calor residual pelo método

de entalpia

dos diferentes per�s, que mostra que a diferença de temperatura em todo o sistema

é muito pequena. O mesmo acontece para o per�l de energia mostrado na �gura

5.29, guardando a diferença energética entre as regiões, que obviamente dependem

de suas propriedades físicas. A diferença dos per�s pode ser vista na mudança de

fase do revestimento em que ocorre o salto de entalpia. Para a pastilha o salto de

energia não pode ser visto, pois a sua energia aumenta lentamente devido a termo

fonte.

Logo nos primeiros segundos podemos observar uma diminuição da tempera-

tura no centro da pastilha e em sua média. Isso ocorre devido ao desligamento

do reator, que faz com que a passagem abrupta de um regime estacionário para

a situação de acidente tenha uma redução do coe�ciente de transferência de calor

e do termo fonte instantâneo. O que leva a rápida homogeneização da energia do

conjunto, e consequentemente em sua temperatura.
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Figura 5.32: Per�l de temperatura para t = 699, 6s com calor residual pelo método
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A �gura 5.32 mostra o maior gradiente de temperatura do processo, que ocorre

após o derretimento do revestimento. Mesmo assim apresenta uma diferença de

temperatura entre o ponto mais quente e o ponto mais frio de menos de 15K, durante

a maior parte do tempo essa diferença é de cerca de 2K para a solução pelo método

de entalpia e de aproximadamente 0.5K para as médias de parâmetros concentrados.

A temperatura do conjunto quase homogêneo faz com que a solução por parâmetros

concentrados seja muito próxima da solução pelo método de entalpia.

A tabela 5.9 compara o tempo de duração de cada etapa. De modo geral as

soluções são muito próximas, desta vez a maior diferença �cou por conta das etapas

transientes sem mudança de fase, na qual a solução por parâmetros concentrados

apresenta maiores resultados. Já para as etapas com mudança de fase apresentou

resultados mais precisos e um pouco maiores para a solução pelo método de entalpia.

A etapa 1 apresentou a maior diferença, que pode ser devido ao comportamento do

transiente durante os primeiros segundos.

Tabela 5.9: Tempo total das etapas para cada método com calor residual

Metodologia
Duração da etapa [s]

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Método de Entalpia 655,5 44,10 778,4 447,6

P. C. Clássico 673,7 41,2 786,5 447,5

P. C. Aperfeiçoado 674,19 44,08 781,79 450,75

A variação das soluções para o tempo total da simulação é de cerca de 28

segundos. E podemos dizer que as duas soluções apresentaram um resultado total

para o derretimento do conjunto de aproximadamente 32 minutos. É importante

ressaltar que o tempo de derretimento do material radioativo é contabilizado após

a exposição de uma determinada parte da vareta. E dependendo da posição axial,

esta estimativa pode ser maior ou menor, o que dependerá do seu calor gerado.

Para a situação de calor residual, através da tabela 5.9 conclui-se que a utiliza-

ção de parâmetros concentrados clássica é extremamente adequada. A utilização do

método de entalpia não é justi�cada devido ao seu custo computacional ser in�ni-
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tamente superior. Com a pequena diferença de temperatura no conjunto durante o

processo, o detalhe do comportamento do material utilizando o método de entalpia

perde o seu sentido. Desta forma a utilização de parâmetros concentrados será a

mais indicada entre estes métodos.
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Capítulo 6

Conclusão

Foi observado que não existem di�culdades de formulação e desenvolvimento

da equação de condução de calor quando não envolvem mudança de fase, porém a

análise da equação de calor com mudança de fase implica em soluções não lineares,

que devem ser tratadas para a obtenção das diferentes soluções. Para solucionar

o problema de derretimento de um reator nuclear foram necessárias algumas sim-

pli�cações, que implicaram em um modelo unidimensional composto do conjunto

pastilha e revestimento.

Foram elaborados programas para as soluções utilizando o método de entalpia

com discretização explícitas de diferenças �nitas, também desenvolveu-se soluções

utilizando parâmetros concentrados clássicos e aperfeiçoados. Abaixo serão mos-

tradas as principais conclusões que podem ser retiradas a partir dos programas

desenvolvidos, levando em consideração a metodologia e os resultados obtidos.

A solução pelo método de entalpia apresenta um alto custo computacional

devido a necessidade de manter a estabilidade da solução. As propriedades da re-

gião do revestimento sempre limitará a estabilidade da solução e consequentemente

necessita sempre de um passo de tempo muito pequeno. A vantagem é que com

esses passos de tempo a solução não será in�uenciada, apresentando sempre óti-

mos resultados. De modo geral, metodologia de parâmetros concentrado apresenta

uma formulação mais complicada, porém não apresenta custo computacional, tendo

soluções imediatas.

Em todo o procedimento existiram duas variáveis do problema preponderante
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no comportamento da solução. São eles o coe�ciente de transferência de calor entre

o refrigerante e o revestimento, e a geração interna de calor devida às �ssões para o

reator com potência plena ou ao calor residual para o caso do reator desligado.

Embora a in�uência do passo de tempo na precisão da solução não tenha

importância devido a utilização da discretização explícita, a in�uência do número

de nós precisou ser analisado. Por isso foi realizada a análise da convergência de

malha para o problema com um alto valor do termo fonte, pois apresenta altos

gradientes. Foi observado que uma malha com 25 pontos era o su�ciente para uma

solução convergida do problema.

Para simpli�car o problema, as médias das propriedades se mostrou adequada,

já que o maior erro relativo para a pior situação ocorreu na etapa 2 com cerca de

20%, que apresenta um pequeno tempo de ocorrência. Ou seja, a in�uência no

tempo total de derretimento é pequena. Foi possível observar que a principal fonte

de erro acontece devido a grande variação da condutividade térmica nos materiais

em seu estado sólido.

As soluções apresentadas para um reator com potência plena mostram que até

h = 0, 2kW/m2K os componentes tendem a derreter, e isso acontece de maneira

muito rápido, variando entre um a dois minutos. O alto valor da geração interna de

calor na pastilha faz com que os gradientes de temperatura sejam altos, e tendem a

aumentar com o aumento do coe�ciente de transferência de calor. Nestas situções, as

soluções pelo método de entalpia tendem a se tornarem oscilatórias nas etapas que

envolvem a mudança de fase. Já as soluções por parâmetros concentrados clássicos

são boas, porém com certo erro nas etapas da mudança de fase. Porém seu maior erro

ocorre na etapa 3, pois a solução da etapa anterior faz com que os dados de entrada

da etapa sejam ruins, ocasionando em um erro de tempo total maior. As soluções

por parâmetros concentrados aperfeiçoados são muito acuradas e apresentam ótimos

resultados, sendo mais aconselhada nas etapas 2 e 3, pois são nelas em que ocorre a

principal fonte de erro da solução clássica.

Quando foi simulado o caso de acidente seguido do desligamento adequado

do reator e exposição do núcleo, o calor residual fez com que o derretimento do

reator seja retardado, ou seja, o derretimento ocorre de maneira mais lenta. E como
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não é conhecido o comportamento da temperatura do refrigerante, para a análise

do derretimento foi necessário zerar o coe�ciente de transferência de calor para o

refrigerante, eliminando a in�uência do refrigerante. Como os per�s de temperatura

são muito suaves e pequenos, ambos as soluções foram muito parecidas com erro

de cerca de 1%. As soluções apresentaram resultados de cerca de 32 minutos para

o derretimento de uma determinada vareta do núcleo. Nesta situação a utilização

de todas as soluções se mostram ótimas, sendo o parâmetros concentrados a mais

adequada devido aos resultados similares, quando comparado com o método de

entalpia, aliado ao baixo custo computacional para essa situação.

Para a realização de trabalhos futuros seria interessante acoplar o comporta-

mento da temperatura do refrigerante ao longo do tempo, após o início do acidente,

ou incluir a variação da reatividade para a condição de acidente, o que possibilita-

ria veri�car se ocorre alguma mudança signi�cativa na solução. Outra importante

veri�cação seria analisar a solução ao longo da direção axial do vaso do reator,

considerando a variação da geração de calor.

Foram encontradas di�culdades para a obtenção das propriedades dos materiais

para a fase líquida do revestimento, que apresenta sua liga de zircônio em constante

renovação. Isso faz com que estudos detalhados sobre ligas de zircônio seja de

extrema importância nessa área.

A formulação de parâmetros concentrados aperfeiçoados apresenta resultados

péssimos para a etapa em que ocorre a mudança de fase do combustível, fazendo

com que não seja aconselhada a sua utilização na etapa 4. Provavelmente, essa falha

ocorre devido a geração de calor, que faz com que o erro da condição inicial para a

etapa seja ampli�cado, apresentando per�s de temperatura sem sentido físico. Desta

forma, um estudo importante seria averiguar novas aproximações de parâmetros

concentrados aperfeiçoados para esta etapa, a �m de encontrar uma possível solução.

Outro trabalho relevante seria a análise do comportamento de reatores com

combustível esféricos, levando em consideração casos de acidentes com derretimento

do núcleo e seus combustíveis esféricos.
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Apêndice A

Propriedades dos Materiais

A.1 Pastilha Combustível (UO2)

Entalpia [kJ/mol]

Fase sólida (298.15K < T < 3120K):

Hfs(T ) = −21, 1762 + 52, 1743(
T

1000
) + 43, 9753(

T

1000
)2 − 28, 0804(

T

1000
)3+

+7, 88552(
T

1000
)4 − 0, 52668(

T

1000
)5 + 0, 71391(

T

1000
)−1.

(A.1)

Fase líquida (3120K < T < 4500K):

Hfl(T ) = 8, 0383(102) + 0, 25136(10−3)T − 1, 3288
(10)6

T
. (A.2)

Calor Especí�co [J/(molK)]

Fase sólida (298.15K < T < 3120K):

cpfs(T ) = 52, 1743 + 87, 951
T

1000
− 84, 2411(

T

1000
)2+

+31, 542(
T

1000
)3 − 2, 6334(

T

1000
)4 − 0, 71391(

T

1000
)−2.

(A.3)

Fase líquida (3120K < T < 4500K):

cpfl(T ) = 0, 25136(10−3) + 1, 3288
(10)6

T 2
. (A.4)

Note que 1mol de UO2 ≈ 0.270kg de UO2.
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Figura A.1: Entalpia da pastilha combustível
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Figura A.2: Calor especí�co da pastilha combustível
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Condutividade Térmica [W/(mK)]

Fase sólida (298.15K < T < 3120K):

kfs(T ) =
100

6, 548 + 23, 533(T/1000)
+

6400

(T/1000)2,5
exp

[
−16, 35

(T/1000)

]
. (A.5)

Fase líquida (3120K < T < 4500K):

kfl(T ) = 2, 5. (A.6)
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Figura A.3: Condutividade térmica da pastilha combustível
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Densidade [kg/(m3)]

Fase sólida (273K < T < 3120K):

ρfs(T ) = 10960(L(T ))3, (A.7)

onde, se 273K < T < 923K:

L(T ) = (9, 9734(10−1) + 9, 082(10−6)T − 2, 705(10−10)T 2 + 4, 391(10−13)T 3)−1,

ou, se 923K < T < 3120K:

L(T ) = (9, 9672(10−1) + 1, 179(10−5)T − 2, 429(10−9)T 2 + 1, 219(10−12)T 3)−1.

Fase líquida (3120K < T < 4500K):

ρfl(T ) = 8860− 0, 9285(T − 3120). (A.8)
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Figura A.4: Densidade da pastilha combustível
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A.2 Revestimento (Zircônio)

Entalpia [kJ/mol]

Fase sólida (298, 15K < T < 2150K):

Para T < 1100K:

Hcs(T ) = −7827, 595 + 24, 1618T + 4, 37791(10−3)T 2 + 6, 9942(104)T−1. (A.9)

E 1100K < T < 2150K:

Hcs(T ) = −525, 539 + 25, 6074T + 3, 4008(10−4)T 2 + 1, 9458(10−8)T 3+

+2, 2843(10−10)T 4 + 5, 0466(104)T−1.
(A.10)

Fase líquida (2150K < T < 4100K):

Hcl(T ) = 10−3(52, 389(T − 298, 15)− 1, 912661(10−2)
T 2 − 298, 152

2
+

+7, 5995(10−6)
T 3 − 298, 153

3
− 6, 1042(10−10)

T 4 − 298, 154

4
).

(A.11)

Note que 1mol de zircaloy ≈ 0.091kg de zircaloy.
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Figura A.5: Entalpia do revestimento de zircônio
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Calor Especí�co [kJ/(kgK)]

Fase sólida (273K < T < 2150K):

cpcs(T ) =



255, 66 + 0, 1024T se 273K < T < 1100K;

255, 66 + 0, 1024T + f(T ) se 1100K < T < 1214K;

597, 1− 0, 4088T + 1, 565(10−4)T 2 + f(T ) se 1214K < T < 1320K;

597, 1− 0, 4088T + 1, 565(10−4)T 2 se 1320K < T < 2150K.

(A.12)

onde,

f(T ) = 1058, 4 exp

[
(T − 1213, 8)2

−719, 61

]
.

Fase líquida (3120K < T < 4500K):

cpcl(T ) =
1

0, 091
(52, 389− 1, 912661(10−2)T + 7, 5995(10−6)T 2 − 6, 1042(10−10)T 3).

(A.13)
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Figura A.6: Calor especí�co do revestimento de zircônio
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Condutividade Térmica [W/(mK)]

Fase sólida (300K < T < 2150K):

kcs(T ) = 12, 767− 5, 4348(10−4)T + 8, 9818(10−6)T 2. (A.14)

Fase líquida (T > 2150K):

kcl(T ) = 36, 5. (A.15)
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Figura A.7: Condutividade térmica do revestimento de zircônio
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Densidade [kg/(m3)]

Fase sólida (273K < T < 2150K):

ρcs(T ) =

 6595, 2− 0, 1477T se 273K < T < 1100K;

6690− 0, 1855T se 1100K < T < 2150K.
(A.16)

Fase líquida (2150K < T < 4100K):

ρcl(T ) = 6844, 51− 0, 609898T + 2, 05008(10−4)T 2

−4, 47829(10−8)T 3 + 3, 26469(10−12)T 4.
(A.17)
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