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Resumo da Dissertacdo apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtencdo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

SOLUCAO DA EQUACAO DE DIFUSAO DE NEUTRONS PELO METODO DE
DIFERENCAS FINITAS DE MALHA GROSSA ANALITICO

Mauricio Penetra da Roza

Junho/2013
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Nesta dissertacdo o Método de Diferencas Finitas de Malha Grossa Analitico
(DFMGA) ¢ usado para resolver a equacdo de difusdo de néutrons tridimensional e em
dois grupos de energia. No DFMGA o perfil de fuga transversal é representado por um
polinbmio do segundo grau e os coeficientes de difusdo nas faces do nodo sdo obtidos
resolvendo-se analiticamente a equacdo de difusdo de néutrons integrada
transversalmente, a qual depende do perfil de fuga transversal. Com isto, as densidades
de corrente medias nas faces dos nodos podem ser escritas em funcdo destes
coeficientes de difusdo nas faces e de fluxos médios, da mesma forma que é feito no
Método de Diferencas Finitas Classico. Sendo assim, pode-se resolver qualquer
problema de autovalor (na Teoria da Difusdo de Néutrons) usando as mesmas
ferramentas computacionais que sdo utilizadas no Método de Diferengas Finitas
Classico. O programa computacional desenvolvido, que faz uso do DFMGA, foi
validado utilizando trés benchmarks, benchmark IAEA 3D, LRA 3D e LMW 3D,
através da comparacdo do fator de multiplicacéo efetivo e da distribuicdo da densidade
de poténcia calculados, com os resultados de referéncia deste benchmark. Os resultados
dos testes do processo de validacdo se mostraram dentro do que é esperado para

calculos nodais de malha grossa.
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SOLUTION OF THE NEUTRON DIFFUSION EQUATION USING THE
ANALYTIC COARSE-MESH FINITE DIFFERENCE METHOD

Mauricio Penetra da Roza

June/2013
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In this dissertation the Analytic Coarse-Mesh Finite Difference Method
(ACMFD) is used to solve the two energy group, three-dimensional neutron diffusion
equation. In the ACMFD the transverse leakage profile is represented by a second
degree polynomial and the face diffusion coefficients of these nodes are obtained by
solving the transverse integrated neutron diffusion equation analytically, which depends
on the transverse leakage profile. As a result, the average face current density of the
nodes can be written as a function of the face diffusion coefficients and of average
fluxes, as done in the Classical Finite Difference Method. Therefore, any eigenvalue
problem (in the neutron diffusion theory) can be solved using the same computational
tools which are used in the Classical Finite Difference Method. The software developed,
which employs the ACMFD, was validated using three benchmarks, IAEA 3D
benchmark, LRA 3D benchmark and LMW 3D benchmark, by comparing the
calculated effective multiplication factor and the power density distribution with the
reference results from this benchmark. The results of these tests were as expected for

coarse mesh nodal calculations.
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INTRODUCAO

A demanda por energia elétrica no Brasil, como no resto do mundo, aumenta a
cada ano que passa, seja devido a universalizacdo do acesso a energia elétrica, veja
Figura 1, ao aumento do parque industrial ou ao aumento do consumo médio
residencial. No biénio 2010-2011 o consumo residencial apresentou um aumento de
4,4%, o setor industrial apresentou um aumento de 3,0% e os demais setores — publico,
agropecudrio, comercial e transporte — quando analisados em blocos apresentaram
variacdes positivas de 6,4% (EMPRESA DE PESQUISA ENERGETICA, 2012: Ano

base 2011).

100%

70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 B0 81 82 83 84 85 B6 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 68 99 00
Fonte: Elaborado a partir de ABRADEE, 2000.

Figura 1 - Evolucéo da taxa de eletrificacdo dos domicilios brasileiros entre 1970 e 2000.
Fonte: Atlas de Energia Elétrica do Brasil, 2002



A matriz de geracdo elétrica do Brasil é predominantemente hidraulica, com
aproximadamente 74% da energia elétrica gerada. A Figura 2 apresenta a estrutura da

oferta interna de eletricidade no Brasil em 2011

. Biomassa®
6,6%

m Edlica 0.5%

Gas Natural 4,4%

m Derivados de Petréleo 2,5%

~ " Nuclear 2,7%

m Carvdo e Derivados® 1,4%

» Hidraulica®
81,9%

Y Inclui gés de coqueria 2 Inclui importacéo de eletricidade ® Inclui lenha, bagaco de cana, lixivia e outras
recuperacoes

Figura 2 - Demanda energética no Brasil. Fonte: Empresa de Pesquisa Energética, 2012

Com o aumento da demanda por energia elétrica, esforcos cada vez maiores
estdo sendo empregados para 0 aumento de sua geragdo. O descontentamento da
populacdo com as fontes térmicas convencionais, altamente poluentes, pode contribuir
para um cenario mais positivo para o setor nuclear nos préximos anos, uma vez que nao
h& emissdo para a atmosfera de gases nocivos como os 6xidos de carbono (COx), 0s
Oxidos de azoto (NOx) e os Oxidos de enxofre (SOx), entre outros na geracao

termonuclear e possui um pequeno impacto ambiental.



A energia nuclear tem uma das melhores taxas de geracdo de calor entre as
fontes térmicas de geracdo de energia. Suas usinas se concentram em uma pequena
area, ndo sdo sazonais, ou seja, ndo dependem de fatores climaticos, tem baixo impacto
ambiental, durante a operacdo ndo emite gases nocivos, tem um combustivel potente e
de baixo custo e ndo possuem limitacGes geograficas, ou seja, podem ser instaladas
proximas aos grandes centros urbanos(ELETROBRAS/ELETRONUCLEAR, 2011).

O combustivel utilizado nas usinas termonucleares do tipo PWR (sigla em inglés
para reator & 4gua pressurizada) é o uranio enriquecido (**°Ug,) , na forma de diéxido de
uranio e fabricados na forma de pastilhas, conforme mostrado na Figura 3. Essas
pastilhas, entdo sdo agrupadas nas varetas combustiveis e estas varetas por sua vez sdo

agrupadas formando o elemento combustivel (EC), conforme mostrado na Figura 4.

Figura 3 - Pastilha de combustivel (dioxido de uranio).
Fonte: www.inb.gov.br



Para se ter uma ideia do poder energético do uranio, duas pastilhas de didxido de
urénio, como as mostradas na Figura 3, usadas em reatores PWRs, por exemplo, como
as usadas nas usinas nucleares de Angra dos Reis, produzem energia suficiente para
abastecer uma residéncia com quatro habitantes por um més inteiro. A energia obtida de
um quilograma de urénio enriquecido equivale a energia gerada pela queima de
cinguenta e cinco vagoes carregados de carvao, ou a queima de seis caminhdes cheios

de dleo (FREIRE, 2009).

Figura 4 - Elemento combustivel. Fonte:
www.inb.gov.br



Com isso se tem uma noc¢éo real do poder de geragéo de energia de uma usina
termonuclear, j& que uma usina nuclear como Angra 2, veja Figura 5, que tem uma
poténcia nominal de 1 350 MW elétricos, possui 103 toneladas de urénio, em seu
nucleo, distribuidos em 17,5 milhdes de pastilhas de UO; (diéxido de urénio).

A previsdo da eletronuclear é que apds a construcdo de Angra 3, a Central
Nuclear Almirante Alvaro Alberto, que passara a ser composta de trés usinas nucleares,
Angra 1, Angra 2 e Angra 3, seréa capaz de gerar o equivalente a 50% da demanda de

eletricidade do estado do Rio de Janeiro(ELETROBRAS/ ELETRONUCLEAR).

-
:
:
=

Figura 5 - Angra Il. Fonte:
www.eletronuclear.gov.br



Nos reatores nucleares, que operam nestas usinas, ha um balango entre 0 nimero
de néutrons por unidade de energia que é produzido por fissdo e/ou espalhamento e o
namero de néutrons que é perdido por captura, espalhamento e/ou fuga através do
contorno(DUDERSTADT & HAMILTON, 1976). Além disso, um dos problemas
centrais no desenvolvimento de um reator nuclear é o calculo do tamanho e da
composic¢do do sistema, requeridos para manter esse balanco estacionario. Desta forma,
0 estudo da populacéo neutrbnica em reatores nucleares € de grande interesse.

Com efeito, para célculos das condi¢fes necessarias para atingir a criticalidade,
podemos utilizar a teoria da difusdo de néutrons(DUDERSTADT & HAMILTON,
1976). Nesse caso, teoria da difusdo de néutrons recai em um problema de autovalor e
autovetor. A solugéo desse problema nos fornece tanto o fator de multiplicagéo efetivo
de néutrons, definido como maior autovalor dominante, quanto a distribuigdo do fluxo
de néutrons no reator nuclear, que € o autovetor associado(ALVIM, 2007). Entdo, o
problema de encontrar o fator de multiplicacdo efetivo e a distribuicdo do fluxo de
néutrons, consiste em resolver um problema de autovalor e autovetor, usando as
equac0es, independentes de tempo, dos modelos matematicos da teoria da difusdo de
néutrons. Dentro desse contexto, este trabalho tem como objetivo resolver
numericamente a equacgéo de difusdo de néutrons independente do tempo, em geometria
cartesiana para dois grupos de energia e trés dimensdes.

H& varias técnicas de solucdo da equacdo de difusdo de néutrons, uma das
primeiras técnicas utilizada foi o Meétodo de Diferencas Finitas CIlassico
(DFC)(ALVIM, 2007), uma outra técnica, uma das mais difundidas, é o Método de
Expansdo Nodal (NEM)(FINNEMAN, BENNEWITZ, & WAGNER, 1977) . A nossa
proposta é resolver a equacéo de difusdo de néutrons utilizando o Método de Diferencas

Finitas de Malha Grossa Analitico (DFMGA)(CHAO, 1999; CHAO, 2000). O método



aqui proposto tem como base os trabalhos desenvolvidos por Y. A. Chao(CHAO, 1999;
CHAO, 2000) e o trabalho de Cassiano de Souza Guimardes(GUIMARAES, 2008) que
procuram manter a mesma estrutura geral do Método de Diferencas Finitas Classico.

O objetivo desta dissertacdo é desenvolver uma técnica de solugdo da equacgao
de difusdo de néutrons integrada transversalmente(FINNEMAN, BENNEWITZ, &
WAGNER, 1977), esperando que ela possa ser usada individualmente para determinar o
valor do fator de multiplicacdo efetivo e a distribuicdo do fluxo de néutrons em um
reator nuclear ou para acelerar um método ja existente, como o Método de Expansao
Nodal (NEM, sigla em inglés)(FINNEMAN, BENNEWITZ, & WAGNER, 1977).

Esta dissertacdo de mestrado estd organizada em 7 capitulos. No capitulo 1
apresentamos a equacdo da continuidade de néutrons em geometria cartesiana e
formulagdo multigrupo e a lei de Fick, e obtemos, a partir da equacao da continuidade, a
equacdo de difusdo de néutrons e a equacdo de balanco nodal. J& no capitulo 2
apresentamos de forma sucinta 0 método de Diferencas Finitas Classico. No capitulo 3
falamos da diferenca entre os Métodos de Expansdo Nodal (NEM), de Diferencas
Finitas Classico (DFC) e de Diferencas Finitas de Malha Grossa Analitico (DFMGA),
obtemos a equacdo de difusdo de néutrons integrada transversalmente e, por ultimo,
apresentamos o0 método NEM. No capitulo 4, resolvemos analiticamente a equacéo de
difusdo de néutrons integrada transversalmente. No capitulo 5 fazemos a discretizacdo
espacial da equacdo da continuidade e apresentamos o processo iterativo de calculo. No
capitulo 6 apresentamos e analisamos os resultados. E finalmente no capitulo 7

apresentamos as conclusdes e a sugestdo para trabalhos futuros.



Capitulo 1

EQUACAO DE DIFUSAO DE NEUTRONS

O problema central na teoria dos reatores nucleares é a determinacdo da
distribuicdo de néutrons dentro do reator, pois é a distribuicdo de néutrons que
determina a taxa na qual variam as reacdes nucleares que ocorrem dentro do reator. A
maioria dos estudos considera o movimento de néutrons como um processo de difuséo.
Com efeito, supbBe-se que néutrons tendem a difundir a partir de regifes de alta
densidade de néutrons para regifes de baixa densidade de néutrons, da mesma forma
que as moléculas de um gas se difundem tendendo a deixar uniforme a distancia entre as
moléculas do gas em todo volume que o gas ocupa(DUDERSTADT & HAMILTON,
1976).

A equacdo de difusdo de néutrons é uma equacdo de derivadas parciais que
descreve a variacdo de densidade de néutrons e representa o balango entre produgdo e
perda de néutrons. Ela é obtida substituindo a lei de Fick na equacdo da continuidade de
néutrons.

Neste capitulo, primeiro, apresentaremos a equacdo da continuidade e a lei de

Fick, depois obteremos a equacéo de difusdo de néutrons e a equagdo de balanco nodal.



1.1 - Equagéo da Continuidade de Néutrons

A equacéo da continuidade de néutrons em geometria cartesiana na formulagéo

multigrupos de energia, é dada por:

d
Z % ]gu(xl Y, Z) + z:Rg(Xl Y, Z) d)g(X, Y, Z) =

u=x,y,z
. G G
Exg Z Vi (%,Y,2) (I)g/(x, y,z) + Z Yoa (X,Y,2) d)g,(x, y,z). (1.1)
g'=1 g'=1

g'#g

Onde g, € a densidade de corrente do grupo g (g € o grupo de energia, por
convencdo adotaremos que a energia decresce com o aumento do indice g) para a
direcdo u (u =X, y e 2), Zgg(X,y,Z) € a secdo de choque macroscdpica de remogao para
néutrons do grupo g, ¢g(x,y,z) é o fluxo de néutrons do grupo g, kess € 0 fator de
multiplicacdo efetivo, Xg € o espectro de fissdo para néutrons do grupo g, vZeg(X,y,z) €
a se¢do de choque macroscopica de fissdo do grupo g’ multiplicado pelo nlimero médio
de néutrons emitidos por fissdo e Xqg,(X,y,2) € a secdo de chogue de espalhamento do
grupo g’ para o grupo g.

O primeiro termo do lado esquerdo da equacdo da continuidade, equacdo (1.1),

representa a fuga de néutrons, o segundo termo da mesma equacao representa a remogao



de néutrons através da interacdo néutron — nicleo, os dois termos do lado direito da

equacao sdo os termos de fonte de fissdo e de espalhamento, respectivamente.

1.2 - Lei de Fick

Segundo a lei de Fick (LAMARSH, 1966) a densidade de corrente de néutrons é
diretamente proporcional ao gradiente do fluxo de néutrons, onde a constante de
proporcionalidade é o coeficiente de difusdo, que depende do meio material. O sinal
negativo indica que a difusdo acontece da regido de maior densidade para a de menor

densidade de néutrons.

0
Jouxy,2) = —Dg(xy, Z)%d)g(x,y, Z) ; para u=x,y,zZ. (1.2)

Onde Dg4(x,y,2z) € o coeficiente de difusdo do meio material, para néutrons do

grupo g.
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1.3 - Equacao de Difusdo de Néutrons

Para obtermos a equacdo de difusdo de néutrons(DUDERSTADT &
HAMILTON, 1976), substituimos a equacdo (1.2), lei de Fick, na equacdo (1.1),

equacdo da continuidade de néutrons, resultando em

d d
B z %[Dg(x’ Y Z) E ¢g(X, Y, Z)] + ZRg(X' Y, Z)(I)g(X, Yy, Z) =

u=x,y,z

G
1
_— Xg Z Vngl (X, y, Z)(I)gl (X; y: Z) +

k
eff =1

G
Z Tea (XY, Z)d)g, (x,v,2) . (1.3)
g'=1

g'#g

Obtemos assim a equacdo de difusdo néutrons em geometria cartesiana na

formulagdo multigrupos de energia.
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1.4 - Equacao de Balango Nodal

Na discretizacdo espacial do ndcleo de um reator nuclear, o nucleo é subdividido
em nodos, que sdo paralelepipedos retos cujas arestas podem ou ndo ser congruentes, a

Figura 6 representa um nodo genérico n e suas arestas.

v

Figura 6 - Representacdo de um nodo e suas arestas ao longo dos eixos cartesianos.

a ; u=x
onde: al = al ; u=y
ay ; u=z

Para obtermos a equacdo de balanco nodal, equacdo esta que relaciona as
densidades de corrente nas faces do nodo, conforme representado na Figura 6, com o

fluxo de néutron médio no nodo, devemos aplicar o operador de média em volume na

equacao da continuidade.
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Aplicando entdo o operador de média em volume, dado por:

1 ay ray ray
—_— o)dxdydz ,
agaga‘;fo JO L (¢) dx dy dz

na equacao da continuidade de néutrons, equacdo (1.1), obtém-se a equacdo de balanco

nodal .

-n

% (]gxr ) ]gXZ) +$ (Trglyr B ]gyf) + % Grglzr - jrglzé) + Zgg$z =

1 n —n n —n
e D VIR Bt Y Sk By (1.4)
€ gr=1 g'=1
g'#g

Onde n representa 0 nodo engquanto que r e ¢ representam as faces direita e
esquerda, para uma dada direcdo, respectivamente, conforme mostrado na Figura 6.
Neste nodo os parametros nucleares de multigrupos sdo uniformes, ou seja, ndo variam
espacialmente. O fluxo médio e as densidades de corrente médias nas faces sdo assim

definido:
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Fluxo médio de néutron no nodo:

n 1 ag ray ray
o, = ¢ (x,y,2z) dx dy dz . (1.5)
g o Jo Jo B

ay ay ay

Densidades de corrente medias nas faces do nodo n, para direcao u:

- 1 ay ay
= n'v,w)dvdw , 1.6
0 se s=/
onde: ugz{an se s=r
u

A equacdo de balanco nodal, equacdo (1.4), possui sete incognitas para cada

n

grupo de energia, seis sdo as densidades de corrente médias em cada face do nodo, Tgus

7 Ve - _n ~ -
(u=x,y,zes=/r),eumaé o fluxo médio no nodo, ¢g. A relacéo existente entre as

densidades de corrente médias nas faces do nodo e o fluxo médio no nodo, as chamadas
equacOes de acoplamento, sdo obtidas a partir da lei de Fick; Substituindo a equacéo

(1.2), na equacao (1.6), obtemos a seguinte equacao:
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-n 1

BUS™ allall,

al ~al, F]
fo J;) —Dg(us,v,w)%d)g(u,v,w) ndV dw . (1.7)

u=ug

Como os parametros nucleares sdo uniformes dentro do nodo, da equacdo (1.7)

obtemos:
-n B N 1 ay aly 0
Jgus= ~ Dg arvlanwfo fo g dg(wv, W) dv dw L (1.8)
ou
I n 4 gn . hn_ (0 se s=/
]gus = —Dg E\Pgu(u) ; com Ug = al se s=r ’ (1.9

u=ul

onde ¥} (u) é o fluxo médio de néutrons na rea transversal a direcéo u do nodo n, dado

por:

1 all ~aly

n
~ f J d)g(u,v,w) dvdw . (1.10)
w Jo Jo

Pau(w) =

ay
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A equacéo (1.9) fornece uma relacéo direta entre a densidade de corrente média
na face do nodo, Tgus , com o fluxo médio na face do nodo, \T'gus .

Para resolvermos a equacdo de balanco nodal, equacdo (1.4), precisamos
determinar as densidades de corrente medias, Tgus, que sdo obtidas a partir da lei de
Fick, equacdo (1.9), que relaciona esta densidade de corrente méedia com a derivada do
fluxo médio de néutrons na face do nodo, ‘?gu(u). E justamente no modo de obtencéo
deste fluxo médio na face do nodo que o método de Diferencas Finitas de Malha Grossa

Analitico (DFMGA) se diferencia do método de Diferengas Finitas Classico (DFC). Em

DFC a derivada do fluxo médio na face, %‘T’gu(u) ., € aproximado por diferencas
u=ug

entre valores discretos da funcao, enquanto que em DFMGA o fluxo médio de néutrons

na face, ‘T’rglu(u), é obtido através da solucdo analitica da equacédo de difusdo de néutrons

integrada transversalmente (a obtencdo desta equacdo sera feita na secdo 3.1, onde o

operador de média em area é aplicado a equacéo de difuséo de néutrons).
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Capitulo 2

METODO DE DIFERENCAS FINITAS CLASSICO

Um dos primeiros métodos de solucdo da equacdo de difusdo de néutrons foi o
método de Diferencas Finitas Classico (DFC) (ALVIM, 2007), este metodo consiste em
aproximar a parte de uma curva delimitada por dois pontos muito proximos pela secante
que passa por esses dois pontos.

E um método de excelente acuréacia, porém com um inconveniente, por ser um
método de malha fina, ou seja o reator nuclear € subdividido em um grande nimero de
malhas, requer um grande tempo computacional no seu processamento numérico. Ja no
método que descreveremos nesta dissertacdo, metodo de Diferencas Finitas de Malha
Grossa Analitico (DFMGA), as malhas (que no caso do método DFMGA sdo chamadas
de nodos) possuem suas dimensdes da mesma ordem de grandeza das dimensdes radiais
de um elemento combustivel. Com isso, esperamos diminuir bastante o tempo
computacional mantendo a excelente acuracia do DFC. DFMGA é um método nodal,
pois trabalha com nodos da mesma ordem de grandeza dos elementos combustivel, mas
procura manter a mesma estrutura, em relacdo ao arranjo dos fluxos adjacentes, do
DFC.

Neste capitulo descreveremos sucintamente o método de Diferencas Finitas
Classico, pois 0 mesmo servird como guia para escrevermos as equacdes discretizadas

do DFMGA.
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Necessitamos determinar as equacOes de acoplamento, que ao substituir na
equacdo de balango nodal, obteremos uma equacdo, onde as Unicas incognitas serdo os
fluxos médios na malha n e em seus vizinhos.

Para obtermos a densidade de corrente em funcdo do fluxo médio, utilizamos a
condicgéo de continuidade de corrente, a condigdo de continuidade de fluxo, o operador
diferencas finitas e a lei de Fick nas interfaces entre os nodos. A Figura 7 representa as

malhas m, n e k, e a interface entre estes nodos na direcéo u.

ay' ay ak
( A ' A ' A A
m n k
* * * ® >
NP u
ur' u  ul uk

Figura 7 - Representagdo das interfaces entre as malhas (m, n e k) e suas dimensdes.

Aplicando as condicdes descritas acima na interface entre as malhas m e n,

obtemos:
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a condicdo de continuidade de corrente

a condicdo de continuidade de fluxo

l

m —n
gur — \Pguf )

0 operador diferengas finitas

—m —m
d —m \Pgur - (I)g
_\Pgu(u) m
du u= Il_n au/
-n  _
d q]n _ (I)g - \Prgluf
du gu(W) u=ul a{}/

19
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a Lei de Fick:

> = —pm d gm (u) (2.3)

gur & du & u=ul :
e

I = —pn d gn (u) (2.4)

gul — g du gull u=ul ’ :

Substituindo o operador diferengas finitas, equacdes (2.1) e (2.2), na lei de Fick,

equacoes (2.3) e (2.4), obtemos que:

= pn— & (2.5)
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—n —n

Tn _ _pn d)g - nguE

gur = Vg al (2.6)
2

Igualando as equagdes (2.5) e (2.6) devido a continuidade de corrente e usando a

continuidade de fluxo, resulta que:

que apds uma pequena manipulagédo algébrica obtemos o fluxo médio na face entre as

malhas m e n, em funcéo do fluxo médio nas malhas m e n, temos que:

—m —n
m,n n,m
0 Dg'aud, + Dgay'd,

gu/ =" Dman + Dlam

(2.8)

Substituindo a equacdo (2.8) na equacao (2.6) obtemos, ap6s uma manipulagéo
algébrica, a densidade de corrente média na face entre as malhas m e n, onde as Unicas

incognitas sdo os fluxos médios nas malhas,
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-n 2DI'DE  _m 2DPDE  _n

que podemos reescrevé-la como:
Jgur = Dur &, — Diws &y, (2.10)
onde
pm __ 2DeDs (2.11)
8 DIal + Diall
e
ph 2Dg D (2.12)

ul = :
8% DPaj + Dgall

Ao realizar estes mesmos procedimentos para a interface entre as malhas n e Kk,

obtemos a densidade de corrente média na face entre as malhas n e k.
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—n -k
]gur = Drglur (I)g - Dlguf (bg 4 (2'13)

onde

D2 2D2D1§ 2.14
gur = D3ak + DXall (2.14)

k
2D2DX

—_— 2.15
DZak + DXall (2.15)

k _
Dgué =

sendo a™, a® e aX as dimensbes das malhas m, n e k, respectivamente, para a

direcdo u, conforme ilustra a Figura 7, Dg',

Dg e Dlg os coeficientes de difusdo das
malhas m, n e k para o grupo g de energia.

Serd mostrado no capitulo 4 que, através do método de Diferencas Finitas de
Malha Grossa Analitico, € possivel escrever as densidades de corrente média, nas faces

de um nodo da mesma forma que as equagbes (2.10) e (2.13), redefinindo os

coeficientes de difusao Dgys -
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Capitulo 3

EQUACAO DE DIFUSAO DE NEUTRONS INTEGRADA

TRANSVERSALMENTE

Os trés métodos citados anteriormente, DFC, NEM e DFMGA, séao utilizados
para resolver a equacdo de difusdo de néutrons, equacdo (1.3). O DFC (ALVIM, 2007),
que foi uma das primeiras técnicas empregadas para a solucdo da equacdo de difusdo de
néutrons, resolve a equacdo de difusdo de néutrons aproximando a derivada do fluxo
médio na face por diferencas entre valores discretos. O NEM (FINNEMAN,
BENNEWITZ, & WAGNER, 1977), um dos métodos nodal mais difundido e
consistente, aplica o operador de média em area na equacdo de difusdo de néutrons,
equacdo (1.3), obtendo assim a equacdo de difusdo de néutrons integrada
transversalmente, equacdo (3.1), e depois, para resolver esta faz uma expansdo
polinomial de quarta ordem do fluxo médio de néutrons na face e de segunda ordem do
termo correspondente a fuga transversal. J4 0 DFMGA, apds obter a equacdo de difusdo
de néutrons integrada transversalmente, da mesma forma que o NEM, resolve-a
analiticamente expandindo o termo que corresponde a fuga transversal em um
polindbmio de segunda ordem (conforme o NEM).

Agora determinaremos a equacdo de difusdo de néutrons integrada

transversalmente.

24



Aplicando o operador de media em area, dado por:

1 all -~al,
o) dwdv ,
aEa“W.fO j(; (o) dwdv

na equacdo de difusdo de néutrons, equacdo (1.3), e considerando 0s parametros
nucleares uniformes dentro de cada nodo, obtemos a equacdo de difusdo de néutrons

integrada transversalmente a direcéo u,

d? _ _
—D — P () + TR Pau(u) =

g du?
G G
1 n =0 —n n
k_ffxg szgr \Pglu(u) + Zggl \Pgru(u) - Lgu(u) ) (3.1)
e
gl:l gl=1

g'#g

onde Lj,(u) ¢€ a fuga de néutrons transversal a direcdo u, definida pela seguinte

equacao:

_Drgl all ~al, 92 02
n — R -
Lgu(u) = an anwj() —[0 592 ¢g(u, v, W) + e q)g(u, v,w) | dwdv . (3.2)
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No capitulo 2 fizemos uma breve explicacdo do DFC, e explicamos por que o
método DFMGA, que pode ser considerado um método nodal, pois utiliza os nodos com
dimensdes da mesma ordem de grandeza dos elementos combustiveis, recebe 0 nome de
método de Diferengas Finitas de Malha Grossa Analitico. Mesmo nédo utilizando o
operador de diferencas finitas, ou seja, mesmo ndo aproximando a derivada do fluxo
médio na face por diferenca entre valores discretos. Neste capitulo, determinamos, a
partir da equagdo de difusdo de néutrons, a equacgdo de difusdo de néutrons integrada
transversalmente e comentamos sobre dois métodos de solu¢do desta equacao, 0 método

DFMGA e o NEM. Na préxima secdo, descreveremos o método NEM.

3.1 - Método de Expansdo Nodal (NEM)

O NEM utiliza a equacdo da continuidade de néutrons, a lei de Fick e o operador
de media em area para obter a equacdo de difusdo de néutrons integrada
transversalmente, equacdo (3.1). Para resolver esta equacdo, é feita uma expansdo
polinomial de quarta ordem no fluxo médio de néutrons na face e uma expansdo

polinomial de segunda ordem no termo correspondente a fuga transversal, Resultando,

4

T () = ) cigab () (33)

k=0 u
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2

() = D auli(55) - (34)

k=0

onde ajg, S0 os coeficientes do termo de fuga, cfgy, CTgy € C3gy SA0 0s coeficientes
primarios, csyg, € Cigy SA0 0s coeficientes secundarios. Os polindmios hy (ain) que
u

representam as funcGes de base do NEM (FINNEMAN, BENNEWITZ, & WAGNER,

1977), sdo definidos da seguinte forma:

u
hy (£)=1. (3.5)
h (u)—zu 1 3.6)
Nan/ ™ “an ’ 3.
h (u>—6u<1 u) 1 3.7)
\an/ ~ Tan an ’ 3.
u u u u
h, (ﬁ) - 6£<1 _ﬁ) (Zﬁ_ 1) (3.8)
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h(u)—6u<1 “) 5(“)2 5541 3.9
\an/” Tan " an/\"\an an ' (3:9)

e possuem as seguintes propriedades

u u
hk(a—n)=hk<a—n>=0 ; \vd kS3, (310)
u u
ap u
fo hy <£> du=0, (3.11)

ay u dzhk(%) —12 se k=3
u
J . (—n) ——du= , (3.12)
0 du 0 se k #3
s @he(3n) 12 se k=4
[ () g au = , (3.13)
0 du u 0 se k #4
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i, 1/3 se k=1
u u u 0 se k=2
JO By (%) e (ﬁ) du = 1/5 se k=3 (3.14)
0 se k+#4
€
. 0 se k=1
du u u 1/5 se k=2
JO h, <£> hy (%) du = 0 se k=3 " (3.15)
—-3/35 se k #4

Nas trés proximas subsecBes mostraremos 0s processos utilizados para a

obtencdo dos coeficientes da expansdo de quarta ordem do fluxo médio de néutrons na
face, \?gu(u), e da expansdo de segunda ordem da fuga transversal, Lg, (u), ou seja, os
coeficientes, cpg, (k=0,1,2,3,4), da equagdo (3.3) e os coeficientes, agg, (k=

0,1, 2, daequacdo (3.4).

3.1.1 - Coeficientes da fuga transversal

Para determinarmos os coeficientes agg,, Ofgy € a3gy, Utilizamos as

propriedades das funcGes de base hy (aln)
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Para o calculo de agg,, usamos a condigdo de consisténcia,

1 (% _
a—nf Lgu(w) du=Lg, , (3.16)
uJo

onde f}glu representa a fuga transversal média no nodo n e dire¢do u (u = X, y ,z), pois

pelas propriedades dos polindmios hy (ain) onde

j:ﬂhk (i) du=0, (3.17)

ay
para k > 1, a consequente integracdo da equacao (3.4) resulta em

Aogu = Lgu 5 Yu=xy,z. (3.18)

Com isso, a equacéo (3.4) torna-se:

Lréu () = Eréu +

-
||MN
=

o uhy ( - ) (3.19)

an
all



Aplicando as condicdes de contorno na equacdo (3.19), obtemos os demais

coeficientes ofgy € AZgy,

1
O(Illgu = E (Lléur - Lréué) (3.20)

1
oGgu = Lgu — 5 (Lgur + Lgur) 3.21)

onde Lgys=Lg,(ug) ,paras=7/r.

Para obtermos Lg,s, impomos a condigdo de continuidade a fuga transversal,
Lgu(u), e a sua derivada espacial, na interface entre dois nodos m e n, conforme

mostrado na Figura 7, quais sejam:

réu( = ngur (3-22)
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d d

— 12 = —128 . 2
O] = gl (3:23)

uy = Ur

As derivadas da equacdo (3.23) podem ser aproximadas por diferencas finitas,

resultando em:

r‘réu - rglu/, _ Lrélur - Erélu (3 24)
al/2 am/2 '

Substituindo a equacdo (3.22) na equacdo (3.24), obtemos apds alguma

manipulacédo algebrica a seguinte equacéo:

nym myn
ayLgu +ay Lgy

m. =
gur
all +at

(3.25)

Para o célculo das fugas transversais médias, L3,, primeiro substituimos a
equacdo (3.2) na equacéo (3.16), depois utilizamos a equacao (1.9), e entdo fazendo o

uso das defini¢Oes de correntes parciais,
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-tn —+n -—n

(3.26)

Igus —Jgus T ]gus ’

obtemos:

Bu= . 2w =Tour) = (e =T (327)

u=v,w

Completando assim o célculo de todas as incognitas necessarias para determinar
os trés coeficientes aggy,, afg, € 034, da equagdo (3.4), que representa a expansdo do

termo de fuga transversal.

3.1.2 - Coeficientes primarios

Para determinarmos os coeficientes primarios cggy, Cigy € Czgy, Utilizamos as

propriedades das fung6es de base hy (al“)

Para o calculo de cgg,, Usamos a condigao de consisténcia, equagdo (3.28)

1 aﬂ_n —n
%jo Wgu(w) du=¢, , (3.28)
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e a propriedade representada pela equacédo (3.11) do polinémio hy (u ) A consequente

ay

integracdo da equacéo (3.3) resulta em
Cogu = ¢ 5 Vu=xy,z. (3.29)

Com isso, a equacéo (3.3) torna-se:

P =G, + i e (ain) . (3.30)

Para determinar os demais coeficientes primarios cig, € c3q,, Utilizamos a

equacdo (3.30) e a aproximacdo da difusao, equacéo (3.31).
\?gus(uél) =2 (]gl?s - ]glils) ) (3.31)

obtendo:
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Moy = (Ufn +1g0) — 030 +150) (3.32)

—n _
Chgu = 0y =[O0 +Jgi) + (g + i) (3.33)
Restando-nos agora calcular os coeficientes secundarios.
3.1.3 - Coeficientes secundarios

Para determinar os coeficientes secundarios c3q, € Cigy, Utilizamos a técnica de
residuo ponderado (FINNEMAN, BENNEWITZ, & WAGNER, 1977) aplicada a
equacdo de difusdo de néutrons integrada transversalmente, obtendo assim a seguinte

equacao:

2 d? _ _
[ ortu/a = D P ) + SR P ) -
0

G G
1 _ _
@Xg Z vZ?g, ‘Prglru(u) - Z Zogr ‘Prgl,u(u) + Lgy(w}jdu=10, (3.34)
g'=1 g'=1

g'#g
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onde a funcdo peso w;(u/all) sdo as fungdes de base do NEM, de grau um e grau dois,
h; ( ) eh, ( ) para o calculo dos coeficientes c3g, € Cigy, respectivamente.

Substituindo as equacbes (3.3) e (3.4) na equacdo (3.34), e utilizando as
propriedades das funcbes de base representadas pelas equagfes (3.12), (3.13), (3.14) e
(3.15) obtemos um sistema de equacdes, equacdes (3.35) e (3.36), de onde retiramos 0s

coeficientes secundarios.

2

Dg 1_, N 1 1 n n
12 e + 5 e S =5 ) i e T+ e}l =
g'=1
gzg
( \
2
n 1 n n 1
§a1gu - 54 ZRegClgu — z {k " ngng + Zgg,} c1gu $ (3.35)
g'=
k gig' )

n 2
12 De iZn ci _3 Z { Lo Vit +Zg } =
(a n)z 35 “Rg(~4gu  3g Koge 8 fg' Caglu

|

2
1 4 1 |
garzlgu - g Zggcggu - 2 {Q ngzfgr + Z:gg/} ng’u . (3.36)
g '=1
g*g'
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3.1.4 - Correntes parciais de saida

Necessitamos determinar as correntes parciais de saida para obtermos a solugédo
da equacdo de balanco nodal, com isso, substituimos as equacfes (3.26) e (3.3) na
equacdo (1.9), e utilizamos os valores de ug para a face direita e esquerda do nodo,

obtemos:

_;;r& - Tg_l?f = _Drgl{zcilgu + 6C£1gu - 6C§gu + 6C2gu} (3-37)

_gl?r - Tgur = _Drgl{zcilgu - 6C£1gu - 6C2gu - 6czr}1gu} . (3-38)

Substituindo os coeficientes primarios, equacdes (3.32) e (3.33), nas equacdes
(3.37) e (3.38), obtemos um sistema de equacdes para as correntes parciais, e deste

sistema obtivemos as correntes parciais como se segue:

_ —n _ -
]gl?[ = Ar(;gu {d)g + Célngu} + Arllgu]gl?/% + Arzlgu]gl?r - ggucggu (3.39)
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— —n — —
glilr = AIcl)gu {(I)g + Cf}lgu} + Arzlgu]g& + Arllgulglilr - r':;}gucggu , (3'40)
onde:
(%)
a
ASgu = TR (3.41)
<1 +12 (ﬁ))
u
DI 2
1—48(=22
n a{ll
} o = - - ) (3.42)
1+12 (Dg“) 1+4 (Dg“)
ag ag
g (D_g)
n o o_ ay
Dau = - . (3.43)
1+12(=2))(1+4 Diu
al t al
e
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Dn
‘s (Gi)
. __ @

3gu — Do '
(1 +4 (%))
all

(3.44)

3.1.5 - Fluxo médio nodal

Substituindo as correntes parciais, equacdes ( 3.39) e (3.40), na equacdo (3.26),
obtemos a densidade de corrente nas faces do nodo. Substituindo essas densidades de
corrente na equacdo de balanco nodal, equacao (1.4), obtemos a equacgdo da qual sdo
calculados, através de um processo iterativo, os fluxos médios de néutrons nos nodos,

equacao (3.45).

u=x,y,z =1
2
-1 Aggu T-n 4 7+n n
Zggbgr + 2 n (2028 +Taw) — cligu) - (3.45)
g=1 u=xy,z
g+g
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Capitulo 4

SOLUCAO ANATITICA DA EQUACAO DE DIFUSAO DE

NEUTRONS INTEGRADA TRANSVERSALMENTE

Neste capitulo resolveremos analiticamente a equacdo de difusdo de néutrons
integrada transversalmente, equacdo (3.1). Para isto iremos trabalhar com dois grupos
de energia (g = 1, 2), sem upscattering (ndo ha ganho de energia pelo néutron apds o
espalhamento) e fazendo o espectro de fisséo y g igual a 1 para o grupo 1 e igual a zero
para o grupo 2 (significa que pela fissdo s6 ha producdo de néutrons do grupo 1).
Usando essas informacbes na equagdo de difusdo de néutrons integrada
transversalmente obtemos as equacdes (4.1) e (4.2). A equagdo (4.1) é a equacao para

néutrons rapidos (grupo 1) e a equacado (4.2) € a equacdo para néutrons térmicos (grupo

2):
n d? NTh n gl
—D3 E‘Pm(u) + g1 Yiu(w) =
1 n o n o1 n
o (R P + veh P W) - 1 (4.1)
e
e
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d* _ _ _
—D} T2 ¥au(w) + 23 P2u(w) = 23 Fruu) - L, (w). (4.2)

Onde a secdo de choque macroscépica de remocgédo para néutrons do grupo 1 de
energia, g, , é igual a soma da secdo de choque macroscopica de absorcdo para
néutrons do grupo 1 de energia , =%, , com a secdo de choque de espalhamento do grupo

1 de energia para o grupo 2, =7, .

TR1= 2o+ ZDi. (4.3)

Para simplificar a notacdo escrevemos as equacdes (4.1) e (4.2) na forma

matricial,
d? _, L1 —n 1
—Y¥ (u)+ (Dn [— F, — Zn]) Y (u) = D, L2 (u), (4.4)
du? ~y Kefr ~u ~
onde:
_ Fra(w
¥ (n) = [_ " ,
~u( ) \Przlu(u)
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_ b} o]
"=lo by’

F. = I:VZ?l VZ?zjl
n= )
0 0

S T
.=
-5, 3,

‘iu(u)l |

8 = [

4.1 - Método da decomposicéo

Para resolvermos a equacdo de difuséo de néutrons integrada transversalmente

na forma matricial, equacéo (4.4), utilizamos o método da decomposicéo.

F, — Zn], ou seja:

Existe uma matriz R,(2x2) que diagonaliza a matriz D;* [—
eff
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(D_ [keff ]) Ro = }:)Ill }Q] An (4.5)

onde A} (/=1,2) sdo os autovalores de D;?! [kL F,— 2,
eff

Os elementos da matriz R, (matriz de transformacéo de similaridade) sdo os
autovetores associados a A}
Para obter a solucdo da equacdo (4.4), podemos utilizar uma técnica de

transformac4o linear, introduzindo um vetor &"(u), tal que:
~u

P = Ry £'W). (46)

Substituindo as equacdes (4.5) e (4.6) na equacdo (4.4), obtemos a equacdo

4.7):

d2
q S An £ = ST, (4.7)

onde a matriz coluna, S}j(u), associada a fuga transversal é definida pela equagéo (4.8).
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S2(w) =Ry'Dy' Li(w) . (4.8)

Usando a equacéo (4.5) na equacao (4.7), obtemos a seguinte equacao:

d2
Wé;”u(u) + A ézu(u) = S}y(w) ; para (=1,2. (4.9)

Na secéo 4.2 resolveremos analiticamente a equacéo diferencial (4.9).

4.1.1 — Determinacao da matriz de transformacéo de similaridade R,

Da equacéo (4.5) obtemos que:

1
D;t [k_ F, — Zn] =)}, (4.10)
eff ~ ~

onde
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ryy
r) = [~ ] com/=1,2. (4.11)

Reescrevendo a equacéo (4.10), obtemos

1
[— F, — Zn] rf =A) Dprf, (4.12)
Keff ~ ~

onde, ap6s substituir os elementos da equagdo (4.12) pelas suas respectivas matrizes

chegamos a

(keff o VZQ] [ X2 gzD ligil M Dn] [rul (413)

e apds alguma manipulacdo algébrica temos

1 1
_Vzn _ n _Vzn rn
Kesp 0 T ke Lif] =7w Dn” l (4.14)
n _yh 2/
221 232
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que podemos reescrevé-la como

_Pl Sl] rirllf =}\’n D:rll
2 ~Ralr3, !

onde:
P =X3 — évzg )
P=Xa ,
S1= évZ?z
e
S2=21.
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D3

I

n
&Y

n
$Y,

|

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)



¢ Para o célculo da matriz coluna r}

Da equacéo (4.15), obtemos o seguinte sistema de equagdes

—P Y + S, = A DIrY (4.20)

Syriy —Pyry; = 7LI11 2721 (4.21)

Fazendo o elemento da matriz de transformacdo de similaridade r3, igual a um,

da equacéo (4.20) obtemos

51

no—__ 1 4.22
11 AL DY + P, (4.22)

Logo a matriz coluna ri fica assim representada que:
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Sy
n_ [MD}+P

rf (4.23)
1
+ Para o calculo da matriz coluna r3
Da equacéo (4.15), obtemos o seguinte sistema de equacdes
—Pi 1y + Sy 13, =23 DI rfy, (4.24)
Syri, — P13, = A3 D313, (4.25)

Fazendo o elemento da matriz de transformacéo de similaridade rj, igual a um,

da equacéo (4.24) obtemos

S

L S 426
"2 =50 1 py (4.26)

Logo a matriz coluna rj fica assim representada:
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Sq

r3 (4.27)
1
Com isto obtemos a matriz de transformacéo de similaridade R,
51 S1
n nn n nn
R, = |MDI+P 23D} +P| (4.28)

1 1

4.1.2 — Determinacao dos autovalores A

Partindo da equacao (4.5), para determinarmos os autovalores, chegamos a
1 n
det (— Fp— =, — A Dn> =0, (4.29)

Kegr

que podemos reescrevé-la como,
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—(P, + " D) Sy

det
© s, —(P, + 2" D1)

=0. (4.30)

Calculando o determinante da equacéo (4.30) e o igualando a zero, chegamos a

a2 +bA"+c=0, (4.31)
onde:
a=D! DY, (4.32)
b=D}P, + D} P, (4.33)
e
c=P,P,—-5,S, . (4.34)
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As raizes da equacdo (4.31) sdo os autovalores associados ao autovetor R,
(Matriz de transformacdo de similaridade), que sdo obtidas pelas equagdes (4.35) e

(4.36).

—b++Vb2—-4ac
2a

=]

(4.35)

(4.36)

4.2 - Solucgdo analitica para célculo da fungéo g?u(u)

A solucdo geral E_,zu(u), da equacdo (4.9), é a soma da solucdo da equacédo

A n ~ H n .
homogénea, &, ., (W), com a solugdo particular, F,&u'pat(u), ou seja:

W =& nomW + &7, (W) (4.37)
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4.2.1 - Solucéo da equacdo homogénea

A solucdo homogénea consiste em resolver a equacao (4.38)

dZ
Tz @ + A7E, (W =0, (4.38)

cuja solucdo é da forma da equacao (4.39):

&) whom (W) = Al sn (B? {u — aZ—ED + BJ, cn (B? {u — %}) , (4.39)

onde:
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0 cos (B? {u — az_ﬁ}) se A >0
nfy =3 ] 4.41
- <B/ {u 2 ) cosh (B? {u — az—u}) se Ay <0 A

Br= / 271 . (4.42)

4.2.2 - Solucéao particular

Para determinar a solucdo particular da equacdo (4.9), é feito uma expansao

polinomial até segunda ordem do termo de fuga transversal.

sendo:
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onde hy (aln) (k =0, 1, 2) sdo as mesmas funcdes de base utilizadas no metodo

NEM(FINNEMAN, BENNEWITZ, & WAGNER, 1977).

Da equacéo (4.8) obtemos:

2 n
L u(w)
YROE Z—qég — (4.43)
g=1 &
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onde Q, é a inversa da matriz de transformacdo de similaridade, ou seja, Q, = R;?,

sendo
n n
di11 912
Qn= (4.44)
n n
q21 922
e
n n
qr111 :rzz/n n n ,.n qulz = _rlz/n n n ..n
1102 — Ty 11022 = T12T21
n n
qrzll —_r21/n n n ..n qrzlz —rll/n n n ,.n
J— 1 —_ ]
11T —T12721 11l — T30

onde os r" sdo os elementos da matriz de transformacdo de similaridade, dados pela

equacao ( 4.28)

n n
i1 I

=
=]
1l

(4.45)

n n
1 T
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Fazendo uma expansao polinomial de segunda ordem do termo que corresponde

a fuga transversal da equacdo (4.43), chegamos a:

ApOs reorganizarmos a equacao (4.46), obtemos:

u

u u
Szu(u) = Cgauho (a ) + C?é,uhl (a_n> + Cge,uhz (a_n> ’
u u

n
u

onde:

Nl

CO(,u

n
n gu ’
Dg

[o)]
1l
=
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2 qn
Y4
=) <D—g> ., (4.49)
g=1 " &
e
2 n
qﬁ,g
5, = z <D_g> o, - (4.50)

Logo, a solucéo particular é da forma:

: = bYuho (=) + bl by () + by ho (= 451
&é,u,part(u)_ 0/ut0\7n + D3y g an + by hy an . (4.51)

u u

Os coeficientes by,,, b}, € by, sdo obtidos por identificacdo de parametros,

vide apéndice A. ApoOs determina-los obtemos a solucdo particular, F,Zu'pat(u), da

equacao (4.9):

n Shu(w) = 12¢z,,
af,u,part(u) = M}l (}L?a{})Z

(4.52)
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4.2.3 - Solucéao geral

Substituindo as equacg6es (4.39) e (4.52) na equacdo (4.37) obtemos a equacao

(4.53), que é a solucdo geral da equacéo (4.9),

al ay Sha(w)  12c3,
n n n u n n u ,u u
— - B — ]+ + . (4.
Sru(W) = Ay sn (B” {u 2}) €1 (Bf {“ 2}) A (Aap)? (453)

Substituindo a equagdo (4.53) na equacdo (4.6), obtemos a solucdo analitica da

equacdo de difusdo de néutrons integrada transversalmente lT'n(u) (fluxo medio de
~u

néutrons na area transversal a dire¢do u do nodo n, na forma matricial), equacdo (4.54).

P =Ry ST AY + Ry CE@BE + Ry &7 (W), (4.54)

~u,part

onde:

[
Sh(u) = i , (4.55)
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[Cn n u_ﬁ ]
Cﬁ(u)=[ (Bl{ 2}) 0 ‘

an ) (4‘.56)
n},_-4
0 cn (Bz {u 2})
Al'l
& [A‘zl"u] ’ (4.57)
,u
Bn
Bi = iu] (4.58)
~ Bz,u
e
};?u art(u)
& 7 e W) (4.59)
~u,part <i;rzl’u’part(u)

com &, (W) ; para ¢ =1 e 2, dados pela equagio (4.52).

59



4.3 - Determinacao dos coeficientes AY e Bj

Para o calculo dos coeficientes AL e B} usaremos a condicdo de consisténcia,
equacdo (3.28), e a lei de Fick, equacdo (1.9), escritas na forma matricial. Entéo,

fazendo uso de lT’n(u), equacdo (4.54), obtemos os coeficientes A} e Bl , equacOes
~u < ~

(4.60) e (4.61), respectivamente:

>+ NA us (Ral Dt Jus+ €" ) (4.60)

~us,part

-1y 0
érli = Mg,us (Rnl ¢ — &
~ ~part

—1yn 0
]§Lr11 = Mg,us (Rnl ¢ — &

~part

>+ NB us (R#Dal Jos + &7 ) (4.61)

~us,part

onde:

_1 _
Mg,us =Cp (I - Sy MR,us) ’ (4.62)
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—1
1131,us =Ch Sy Ng,us ) (4.63)
—_1 — -1
NAus = (Clgs Ch Sn— Slgs) ) (4.64)
’ —1
Maus =Naus Cus Cn (4.65)
n 1 [
= n
& =3 f &  (w du, (4.66)
~part u J0 ~u,part
n d n
g =—& (w , (4.67)
~ us,part du ~ u,part u= ugl
Ct,= = (4.68)
us du u U= ug ) .
_ 1 (2
Cp= % j; Ci(u) du, (4.69)
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— 1 au
Sh= —nf Su(uw) du, (4.70)
au 0
e
N EiS“(u) (4.71)
us du u uzug . .

Substituindo as equacdes (4.60) e (4.61) na equacdo (4.54), obtemos a equacgéo
(4.72), que representa o fluxo de néutrons na face s (s = ¢, r) transversal & direcéo u (u =

X, Y, 2):

" =Chsd + ChusDal Tl — Ra TS (4.72)

onde:

Clus =Rn Cus R, (4.73)
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C;}us =R, Clys Rn*, (4.74)

TS = Chs&  — Che&™ - &, (4.75)
~part ~us,part  ~us,part
Clis= S ME (o + CIg M3 (4.76)
e
Clis= SsNR s + CIsNB 6 - (4.77)

4.4 - Densidade de corrente e coeficientes de difusao

Para escrever a densidade de corrente média na area da face do nodo n,
transversal a direcdo u, usaremos a condicdo de continuidade de fluxo e a condicao de
continuidade de corrente, da mesma forma que no método de Diferencas Finitas

Classico.
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A Figura 8 representa as interfaces entre os nodos m, n e k na dire¢cdo u (u =X, y

ou z).
m n k
¢ ¢ ¢ ® >
/‘ \ / \ "
um n n k
r Uy Uy Uy
Figura 8 - Representacdo das interfaces entre os nodos (m, n e k).
Entdo, da condicédo de continuidade de fluxo, temos que
P = P (4.78)
~ur ~ul
e
—n —k
¥ =9, (4.79)
~ur ~ul
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onde ¥" representa o fluxo médio na face direita donodone ¥" o fluxo médio na

ur ~ul
face esquerda do nodo n.

E, da condicdo de continuidade de corrente, temos que

T = T (4.80)
e
Jir = Tues (4.81)

onde ]I, representa a corrente liquida na face esquerda do nodo ne J&. a corrente

liquida na face direita do nodo n.

Agora, usando a equacao (4.72), da equacdo (4.78) obtemos:

~ —m A~ 4 = ~ —-n ~ —
C}':,rlllr (I) + er,rtllr Dm1 ]Eﬂr - Rm TI.IIIIE = Cguf (I) + er,luf Dn1 ]1r11€ - Rn ~1§1€' (4'82)

Substituindo a equacdo (4.80) na equacao (4.82), obtemos a equacéo (4.83)
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- A _ A~ _n—1 = e —
Th = (@ ort + e 7 { (CR ™ - R 1) - (G - RaTH) | (483)

onde, de acordo com o Apéndice B, temos:

er,luf = C]'I,lu ’

eme = -

CEur = Cgu !
€

i = Cil”,?l

Agora definindo:
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An -1 Am n-1)"170 b?lu b?Zu
(Ci,u Dn™ +Cjy Dy ) Cou= be b (4.88)
21u 22u

~n -1 fmnp-1 -1 d?lu d?Zu
(€ D' + T D) Ro=| o™ ™', (4.89)
21u 22u

para 6 = m, n, podemos reescrever a equacdo (4.83), para cada grupo de energia, como

segue

2
—m -n
Tguf Z (brgngu dfgré{ uT;{lr brglg’ud)g' - dgg’u gn'uf) . (4-90)
g=1

Apos alguma manipulacéo algébrica, a equacao (4.90) pode ser assim escrita:
]gué Dghr_ - Drgluf(l_)g ’ (4.91)

onde:
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m
Dgur

2
Z (b By — diy, TR, ) /5y (4.92)
g'=1

2
gul = Z (bggrud_ﬁ/ — dggn ng)/d_ﬁ . (4.93)
g=1

Agora, usando a equacéo (4.72) novamente, da equacédo (4.79) obtemos, depois

de alguma manipulacéo algébrica, como foi feito para Eug, que
Tur = Diurdg — DE, g (4.94)
onde:
2
Diur= ) (bhyudy — diyuThur) /0y (4.95)
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2
k k -k k k -k

Deur Z (bgg'ud)g’ N dgg'uTg'uf)/ Py - (4.96)

g=1
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Capitulo 5

DISCRETIZACAO ESPACIAL DA EQUACAO DA

CONTINUIDADE DE NEUTRONS

Neste capitulo iremos determinar os elementos da matriz de discretizacdo
espacial, substituindo as correntes liquidas nas faces do nodo n, obtidas na secéo 4.4, na
equacdo de balanco nodal, equacéo (1.4).

Mas, observando a Figura 9, que representa 0 nodo geneérico n e seus vizinhos;
na direcdo x com os nodos da direita (ng) e da esquerda (ng), na direcdo y com os nodos
da frente (ny) e de tras (n;) e na direcdo z com os nodos de baixo (ny) e de cima (nc),
podemos escrever, de acordo com as equagdes (4.91) e (4.94), as densidades de corrente

nas faces do nodo n.

ot

v

—_———— - — -

Figura 9 - Representacdo de um nodo genérico n e seus nodos vizinhos.
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Densidade de corrente nas faces transversais a diregdo x (u = x):

]_gxf = Dg;zr_ c- Dgxfd_) (5.1)
Tgxr gxrd) _Dgxgd) (5'2)

Densidade de corrente nas faces transversais a direcao y (u = y):

]—gyﬁ = Dgr—n gyf(l) (5:3)
Tgyr gyrd) - Dgy(d) t- (5'4)
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Densidade de corrente nas faces transversais a direcdo z (u = z):

]_ng = Drgllzjr - Dnzfd_) (5.5)
e
Jgzr = Dgarby — Dgtybg° (5.6)

Substituindo as equacgfes (5.1) a (5.6), na equacdo de balan¢o nodal, equacéo

(1.4), obtemos a equacao (5.7).

L pm g —iD“f oot —iDne 0. +
a‘Z‘ gzrvg y gyrvg gxrig

Z _(D f"’Dgur)‘*'Z d_)n__Dnd ¢nd

g gxlrg
u=x,\y,z
Lpn —D“C ! I I, 5.7
n gyéd) - gz[d) ~k ffxg Vfg (I) + ggl g (5. )

gl
gl:#g
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Representando a equacdo (5.7) na forma matricial obtemos a equacéo (5.8) que
como no método cléssico de diferencas finitas, apds considerar todos os nodos, é uma
matriz heptadiagonal. Sendo assim, podemos aplicar 0s mesmos procedimentos

computacionais utilizados no método de Diferencas Finitas Classico. Logo,

n

An,nb 6 b — An,nf $nf - An,ne d_)ne - An,n d_)n -

TNq Nt N¢

An,nd o — An,nt $ - An,nC 6 = k_ SF ) (5.8)
~ ~ ~ eff ~
onde:
Sfi 2
SP = : com  Sg= g Z Vz?grd_)g, ) (5.9)
511:12 g=1
a%l,n _Zrllz
An'n = , (510)
_Zrzll 3121 n
(5]
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L ! 1 pn n 11
af =Re + i (Dgxg +DB) + @ (D‘glyg +D5,) + 5 (Dgzg +D%,), (5.11)

1
ann, 0 1
' g _ np,
Apn, = ; com ann,= 7 Dgar » (5.12)
n,ny ) az
0 an,ny,
1
ann 0
f ; aé = lD“f (5.13)
Apg = ; com nn= "7 Dgyr -
n,nfg ) ay
0 anng
1
ann, 0 1
' E _ _pne 5.14
An,ne = 5 ; com an,ne— ag Dgxr ’ ( )
0 ann,
1
an,ng 0 1
' - 8 _ _pn 5.15
Apn, = , ; com A ng= an Doyr » (5.15)
0 an,ng
1
an,n, 0 1
| - g =—pn 5.16
Apn, = , ; com Apn,= an Dgyg , ( )
0 an,n,

74



= . & _ _ple
Apn, = ; com apn, = " Dng (5.17)
0 aZ z
n,nc

A

=
1l

(5.18)

n

Com as equac0es apresentadas acima, e mais as condi¢des de contorno, podemos
calcular, através de processo iterativo (ALVIM, 2007), o fator de multiplicacao efetivo

e a distribuicdo do fluxo de néutrons.

5.1 - Processo iterativo de calculo

Na implementacdo deste metodo de solucdo da equacdo de difusdo de néutrons,
DFMGA, foram elaborados dois programas em linguagem Fortran, um chamado de
Nodalizagdo, utilizado para dividir o reator nuclear em nodos, e o outro chamado de
DFMG, utilizado para o calculo do fator de multiplicacdo efetivo e da distribui¢cdo do
fluxo de néutrons, onde foi utilizado o método das Poténcias Normalizado (ALVIM,

2007) para o calculo do fator de multiplicacdo efetivo e 0 método SOR para o calculo da
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distribuicdo do fluxo de néutrons, no que diz respeito as iteracdes externas. As Figuras
10 e 11 mostram 0s programas principais e suas sub-rotinas, respectivamente para
nodalizagdo e DFMG, onde o nome das sub-rotinas da a verdadeira ideia de suas

funcoes.

[ Nodalizacao ]

NN

LeDadosEntrada

CalculaLinhaColunaCamada

DeterminaMapaCombustivel

DeterminalocalizacaoRadialBBC

DeterminalocalizacaoRadialBBC

DeterminaRefletorComBBC

DeterminaTipoNodo

DeterminaNodosNucleo

—[ DeterminaContribuicaoNodoNucleo

DeterminaContribuicgaoNodoEC

J
]
J
]
]
J
DeterminaCamadaAxialBBC |
]
]
]
]
J

L1

GravaDadosSaida

Figura 10 — Fluxograma do programa Nodalizacdo
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DiferencasFinitas ]

—[ LeituraDadosEntrada ]
—[ LeituraDadosNucleares ]
—[ Inicializacao ]

—[ DeterminaNodosVizinhos ]

—[ SomaFonteFissao ]
—[ IteracoesExternas ]

—[ CalculaDiversosParametros ]

—[ CalculaAutovalores ]

—[CalculaMatrizTransformacaoSimilaridade]

InverteMatriz

—[ CalculaMatrizesC ]

—[ DeterminaNodosVizinhos ]

—[ FugaTransversal ]

FugaTransversalMedia

—[ ContribuicaoFugaTransversal ]

—[ControIaCaIcquCoeficienteDifusao]

—[ DeterminaNodosVizinhos ]

—[ CalculaCoeficienteDifusao ]

I—[ InverteMatriz

—[ DeterminaMatrizlteracao ]

I—[ DeterminaNodosVizinhos ]
—[ CalculaFonteFissao ]
—[ Iteracoeslnternas ]

I—[ DeterminaNodosVizinhos ]
—[ CalculaKeff ]

I—[ SomaFonteFissao ]

[ CalculaCorrenteFluxoFace ]

—[ DeterminaNodosVizinhos ]

—[ CalculaFluxoFace ]

CalculaDensidadePotencia

GravaDadosSaida

CalculaFatorPotenciakC

INNNNI

]
)
LeDadosComparacao )
J
)

ComparaResultados

Figura 11 — Fluxograma do programa DFMG
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No programa DFMG, ap6s o processo iterativo onde é calculado o fator de
multiplicagdo e o fluxo de néutrons, testa-se a convergéncia desses valores, se 0 desvio
percentual estiver acima de um valor estipulado nos dados de entrada, seré realizado um
novo calculo. Esse “loop” cessard quando as condi¢cBes de convergéncia forem

atendidas. A Figura 12 mostra um modelo computacional simplificado.

Inicializagdo

!

. R e +—
Calculo do fluxo de néutrons e do fator de multiplicacao
<+
atual anterior -
keff - keff nao
<&
katual
eff
l sim
—atual —anterior
¢n - ¢n nao

—atual

On

| sim

Grava dados de saida

Figura 12 - Modelo computacional relativo ao programa DFMG
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Capitulo 6

APRESENTACAO E ANALISE DE RESULTADOS

Neste capitulo, primeiramente apresentamos a geometria do reator nuclear, suas
dimensGes, as condicdes de contorno e 0s parametros nucleares dos benchmarks
utilizados como referéncia. Em seguida, apresentamos os dados utilizados no processo
iterativo de calculo. Por fim, comparamos os resultados obtidos pelo método de
Diferencas Finitas de Malha Grossa Analitico, com os resultados de referéncia, com a

finalidade de validar o método apresentado nesta dissertacao.

6.1 — Benchmark IAEA 3D

Este problema teste possui um nudcleo com cento e setenta e sete elementos
combustiveis, sendo nove com barras de controle totalmente inseridas e quatro com
barras de controle parcialmente inseridas. O elemento combustivel possui uma altura
ativa de 340 cm e 20 cm de dimensdes radiais. O nucleo é rodeado por sessenta e quatro

nodos de refletores com 20 cm de espessura cada.
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Para este teste utilizamos a configuracdo de 1/4 do nudcleo. Na Figura 13
mostramos a simetria de 1/4 do ndcleo do reator, na camada 3 (ver Figura 14), em xy,

assim como as dimensdes dos nodos no plano xy.

170

150

130

110

90

70

50

30

10

[
»

10 30 50 70 90 110 130 150 170 x (cm)

Figura 13 - Configuracdo para simetria de 1/4 do benchmark IAEA 3D,
na camada 3

Na Figura 14 mostramos em um plano xz, a localizacdo dos bancos de barra de
controle (BBC) assim como as condi¢des de contorno, onde n representa, neste caso,

nodos no contorno.
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Figura 14 - Configuragdo do benchmark IAEA 3D em um plano xz
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Na Tabela 1 apresentamos os parametros nucleares do benchmark IAEA 3D,
com as seguintes classificacdes: Tipo 1 e 2 representam o combustivel sem BBC, Tipo 3
representa o combustivel com BBC, Tipo 4 representa o refletor superior, inferior e

lateral sem BBC e Tipo 5 representa o refletor com BBC.

Tabela 1 - Parametros nucleares do benchmark IAEA 3D

Tipo g Dg (cm) Yag (€M) | Tgg (cm™h) | vEg (cm™)
1 1,500 0,010 0,020 0,000
2 0,400 0,080 0,000 0,135
2 1 1,500 0,010 0,020 0,000
2 0,400 0,085 0,000 0,135
3 1 1,500 0,010 0,020 0,000
2 0,400 0,130 0,000 0,135
4 1 2,000 0,000 0,040 0,000
2 0,300 0,010 0,000 0,000
1 2,000 0,000 0,040 0,000
2 0,300 0,055 0,000 0,000

Para este teste foram geradas trés nodalizacdes, 1x1, 2x2 e 4x4. Na primeira,
1x1, este 1/4 de nucleo foi dividido em 1.311 nodos, com suas dimensdes no plano xy
sendo a mesma dimensdo dos elementos combustiveis (20 cm) e em dezenove camadas
axiais de 20 cm de altura cada. Na segunda, 2x2, o 1/4 de nucleo foi dividido em 4.579
nodos, com suas dimensdes no plano xy sendo a metade da dimensdo dos elementos

combustiveis (10 cm) e em dezenove camadas axiais de 20 cm de altura cada. Ja na
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terceira, 4x4, o 1/4 de nucleo foi dividido em 18.316 nodos, com suas dimensdes no

plano xy sendo a quarta parte da dimensdo dos elementos combustiveis (5 cm) e em

dezenove camadas axiais de 20 cm de altura cada.

Para a solucdo numérica dos problemas teste, introduzimos no programa, criado

em linguagem Fortran, a geometria do reator nuclear e suas dimensdes, as condigdes de

contorno, 0s parametros nucleares e as tolerancias para os testes de convergéncia.

Os testes de convergéncia sdo feitos segundo as equacgdes (6.1) e (6.2), e as

tolerancias apresentadas na Tabela 2.

atual anterior
keff - keff

atual
keff

SSk

(I)atual _ ¢anterior

n,g n,g
nﬁagx atual
, d)n,g

IA
42}
=

Tabela 2 - Tolerancias adotadas para os testes de convergéncia

(6.1)

(6.2)

Tolerancia para o fator de multiplicacéo efetivo 1,0 x 107
Tolerancia para o fluxo de néutrons nas iteracfes externas 1,0 x 107
Tolerancia para o fluxo de néutrons nas iteragdes internas 1,0x 107
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As Tabelas 3, 4 e 5 mostram, para uma simetria de 1/4 de nucleo, a distribuigdo
de poténcia normalizada. Nas tabelas a primeira linha representa o valor de referéncia, a
segunda linha representa o valor obtido pelo método de Diferencas Finitas de Malha
Grossa Analitico e a terceira linha representa o valor do desvio percentual relativo entre
os valores calculado e de referéncia. O elemento combustivel marcado indica o maior
desvio percentual encontrado (2,75% para a configuracdo de 1x1, 1,44% para a
configuracdo de 2x2 e finalmente 0,95% para a configuracdo de 4x4).

Para calcularmos o desvio percentual relativo, para a comparacéo de resultados,
utilizamos a equacdo (6.3), onde o valor calculado é obtido do método de Diferencas
Finitas de Malha Grossa Analitico e o valor de referéncia é obtido do benchmark IAEA

3D.

_ Valor de referéncia — Valor calculado
Desvio percentual = —— x 100. (6.3)
Valor de referéncia
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Valor de referéncia

Valor obtido pelo DFMGA

Desvio percentual (%)

Tabela 3 - Distribuicdo de poténcia normalizada para 1/4 do ndcleo e matriz 1x1

0,773 0,753 0,707

0,781 0,762 0,724

1,00 1,25 2,36

0,958 0,974 0,997 0,864 0,608

0,961 0,978 1,001 0,877 0,625

0,33 0,40 0,36 1,55 2,75

0,953 1,055 1,088 0,923 0,699 0,597

0,950 1,053 1,089 0,927 0,702 0,611

-0,32 -0,15 0,08 0,40 0,50 2,32

0,610 1,072 1,181 0,972 0,475 0,699 0,608

0,610 1,065 1,177 0,968 0,478 0,702 0,625

-0,01 -0,68 -0,36 -0,44 0,58 0,50 2,75

1,195 1,291 1,311 1,179 0,972 0,923 0,864

1,182 1,282 1,304 1,174 0,968 0,927 0,877

-1,12 -0,69 -0,54 -0,44 -0,44 0,40 1,55

1,423 1,432 1,369 1,311 1,181 1,088 0,997 0,707
1,409 1,419 1,358 1,304 1,177 1,089 1,001 0,724
-1,00 -0,88 -0,80 -0,54 -0,36 0,08 0,36 2,36
1,283 1,398 1,432 1,291 1,072 1,055 0,974 0,753
1,266 1,384 1,419 1,282 1,065 1,053 0,978 0,762
-1,32 -0,98 -0,88 -0,69 -0,68 -0,15 0,40 1,25
0,729 1,283 1,423 1,195 0,610 0,953 0,958 0,773
0,726 1,266 1,409 1,182 0,610 0,950 0,961 0,781
-0,44 -1,32 -1,00 -1,12 -0,01 -0,32 0,33 1,00
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Valor de referéncia

Valor obtido pelo DFMGA

Desvio percentual (%)

Tabela 4 - Distribuicdo de poténcia normalizada para 1/4 do ndcleo e matriz 2x2

0,773 0,753 0,707

0,780 0,760 0,717

0,92 0,99 1,44

0,958 0,974 0,997 0,864 0,608

0,961 0,977 1,001 0,871 0,617

0,30 0,32 0,45 0,86 1,41

0,953 1,055 1,088 0,923 0,699 0,597

0,952 1,054 1,089 0,924 0,701 0,604

-0,13 -0,06 0,09 0,15 0,30 1,22

0,610 1,072 1,181 0,972 0,475 0,699 0,608

0,610 1,068 1,178 0,970 0,477 0,701 0,617

-0,03 -0,40 -0,25 -0,25 0,43 0,30 1,41

1,195 1,291 1,311 1,179 0,972 0,923 0,864

1,187 1,285 1,306 1,175 0,970 0,924 0,871

-0,67 -0, 47 -0,40 -0,36 -0,25 0,15 0,86

1,423 1,432 1,369 1,311 1,181 1,088 0,997 0,707
1,414 1,424 1,362 1,306 1,178 1,089 1,001 0,717
-0,61 -0,59 -0,53 -0,40 -0,25 0,09 0,45 1,44
1,283 1,398 1,432 1,291 1,072 1,055 0,974 0,753
1,273 1,389 1,424 1,285 1,068 1,054 0,977 0,760
-0,81 -0,65 -0,59 -0,47 -0,40 -0,06 0,32 0,99
0,729 1,283 1,423 1,195 0,610 0,953 0,958 0,773
0,726 1,273 1,414 1,187 0,610 0,952 0,961 0,780
-0,42 -0,81 -0,61 -0,67 -0,03 -0,13 0,30 0,92
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Valor de referéncia

Valor obtido pelo DFMGA

Desvio percentual (%)

Tabela 5 - Distribuigdo de poténcia normalizada para 1/4 do nucleo e matriz 4x4

0,773 0,753 0,707

0,779 0,759 0,714

0,83 0,84 0,95

0,958 0,974 0,997 0,864 0,608

0,960 0,976 1,001 0,868 0,613

0,26 0,25 0,40 0,52 0,85

0,953 1,055 1,088 0,923 0,699 0,597

0,953 1,054 1,089 0,923 0,701 0,600

-0,05 -0,06 0,07 0,03 0,23 0,48

0,610 1,072 1,181 0,972 0,475 0,699 0,608

0,610 1,069 1,179 0,970 0,476 0,701 0,613

-0,03 -0,27 -0,18 -0,17 0,31 0,23 0,85

1,195 1,291 1,311 1,179 0,972 0,923 0,864

1,190 1,287 1,307 1,176 0,970 0,923 0,868

-0,46 -0,34 -0,27 -0,29 -0,17 0,03 0,52

1,423 1,432 1,369 1,311 1,181 1,088 0,997 0,707
1,417 1,426 1,364 1,307 1,179 1,089 1,001 0,714
-0,42 -0,40 -0,36 -0,27 -0,18 0,07 0,40 0,95
1,283 1,398 1,432 1,291 1,072 1,055 0,974 0,753
1,276 1,391 1,426 1,287 1,069 1,054 0,976 0,759
-0,57 -0,47 -0,40 -0,634 -0,27 -0,06 0,25 0,84
0,729 1,283 1,423 1,195 0,610 0,953 0,958 0,773
0,727 1,276 1,417 1,190 0,610 0,953 0,960 0,779
-0,23 -0,57 -0,42 -0,46 -0,03 -0,05 0,26 0,83
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A Tabela 6 apresenta o valor do fator de multiplicacdo obtido pelo método de
Diferencas Finitas de Malha Grossa Analitico e o desvio percentual tomando o valor do

benchmark IAEA 3D como valor de referéncia.

Tabela 6 - Fator de multiplicacdo efetivo e desvio percentual

DFMGA
IAEA 3D
1x1 2X2 4x4
Kefr 1,02903 1,02911 1,02910 1,02907
Desvio percentual (%) ref. 0,008 0,007 0,004

A simulacdo nos forneceu valores condizentes com os de referéncia, mostrando
que o método tem boa consisténcia, ja que ao reduzirmos a malha de 1x1 para 2x2 e
depois para 4x4, o maior desvio percentual de fluxo de néutrons passou de 2,75% para
1,44% e depois para 0,95%, e o desvio percentual do fator de multiplicacdo passou de
0,008%, que ja era extremamente baixo, para 0,007% e depois para 0,004%, quando
comparados com os valores obtidos do benchmark IAEA 3D.

As Tabelas 7 e 8 mostram, respectivamente, a configuracdo do computador
utilizado para obtermos a solucdo numérica dos problemas testes, e o tempo que o

computador levou em cada uma das simulages.
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Tabela 7 - Configuracdo do computador

Computador

Sistema

Intel(R) core(TM) i7 CPU

860 @ 2,80GHz

2,79 GHz, 3,18 GB de RAM

Microsoft Windows XP Professional

Versao 2002
Service Pack 3

Tabela 8 - Tempo de CPU

Matriz 1x1

Matriz 2x2

Matriz 4x4

Tempo de CPU (s)

14,89

46,42

308,98

6.2 — Benchmark LRA 3D

Este problema teste possui um ndcleo com trezentos e dose elementos
combustiveis, sendo duzentos e setenta e dois com barras de controle totalmente
inseridas. O elemento combustivel possui uma altura ativa de 300 cm e 15 cm de

dimensG@es radiais. O nlcleo é rodeado por cento e setenta e dois nodos de refletores

com 20 cm de espessura cada(E. BREGA & E. SALINA, 1981).
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Para este teste utilizamos a configuracdo de 1/4 do ndcleo. Na Figura 15
mostramos a simetria de 1/4 do nucleo do reator em Xy, assim como as dimensdes dos

nodos no plano xy.

y (cm)

165

135
120

105

75

15 75 105 120 135 165 x(cm)

Figura 15 - Configuracdo para simetria de 1/4 do benchmark LRA 3D

Na Figura 16 mostramos em um plano xz, a localizacdo dos bancos de barra de

controle (BBC) assim como as condicdes de contorno.
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Figura 16 - Configuracao do benchmark LRA 3D em um plano xz
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Na Tabela 9 apresentamos os parametros nucleares do benchmark LRA 3D, com
as seguintes classificacBes: Tipo 1 representa o combustivel 1 com BBC, Tipo 2
representa o combustivel 1 sem BBC, Tipo 3 representa o combustivel 2 com BBC,
Tipo 4 representa o combustivel 2 sem BBC e Tipo 5 representa o refletor superior,

inferior e lateral.

Tabela 9 - Parametros nucleares do benchmark LRA 3D

Tipo g Dg (cm) Tag (€M) | Zgg (cm™) | vEg (cm™h)

1 1,255 0,008252 0,02533 0,004602
2 0,211 0,1003 0,000 0,1091

2 1 1,268 0,007181 0,02767 0,004609
2 0,1902 0,07047 0,000 0,08675

3 1 1,259 0,008002 0,02617 0,004663
2 0,2091 0,08344 0,000 0,1021

4 1 1,259 0,008002 0,02617 0,004663
2 0,2091 0,073324 0,000 0,1021
1 1,257 0,0006034 0,04754 0,000
2 0,1592 0,01911 0,000 0,000

Para este problema teste foram geradas duas nodalizacGes, 2x2 e 4x4, ja que
quando rodamos o programa DFMG, em linguagem Fortran, para a nodalizagdo 1x1 ele
ndo convergiu. Na primeira, 2x2, o 1/4 de nucleo foi dividido em 11.616 nodos, com
suas dimensfes no plano xy sendo a metade da dimensdo dos elementos combustiveis

(7,5 cm) e em vinte camadas axiais de 15 cm de altura cada. J& na segunda, 4x4, o 1/4
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de nacleo foi dividido em 46.464 nodos, com suas dimensdes no plano xy sendo a
quarta parte da dimensdao dos elementos combustiveis (3,75 cm) e em vinte camadas
axiais de 15 cm de altura cada.

Para a solucdo numérica dos problemas teste, introduzimos no programa, criado
em linguagem Fortran, a geometria do reator nuclear e suas dimensdes, as condigdes de
contorno, os parametros nucleares e as tolerancias para os testes de convergéncia. Os
testes de convergéncia sdo feitos segundo as equacdes (6.1) e (6.2), e as tolerancias
apresentadas na Tabela 2.

As Tabelas 10 e 11 mostram, para uma simetria de 1/4 de nucleo, a distribuicdo
de poténcia normalizada. Nas tabelas a primeira linha representa o valor de referéncia, a
segunda linha representa o valor obtido pelo método de Diferencas Finitas de Malha
Grossa Analitico e a terceira linha representa o valor do desvio percentual relativo entre
os valores calculado e de referéncia. O elemento combustivel marcado indica 0 maior
desvio percentual encontrado.

Para calcularmos o desvio percentual relativo, para a comparagdo de resultados,
utilizamos a equacéo (6.3), onde o valor calculado é obtido do método de Diferencas
Finitas de Malha Grossa Analitico e o valor de referéncia é obtido do benchmark LRA

3D.
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Valor de referéncia
Valor obtido pelo DFMGA

Desvio percentual (%)

Tabela 10 - Distribuicdo de poténcia normalizada para 1/4 do ndcleo e matriz 2x2

0,924 | 0867 | 0827 | 0,853 | 0,932 | 0,972 | 0,848

0,923 | 0,867 | 0826 | 0,853 | 0,933 | 0,972 | 0,850

-0,07 -0,05 -0,08 -0,02 0,06 0,03 0,22

1,481 | 1,281 | 1,173 | 1,221 | 1,421 | 1,680 1,622 | 1,332

1,480 | 1,280 | 1,172 | 1,221 | 1,421 | 1,680 1,622 | 1,335

-0,06 -0,09 -0,06 0,00 0,02 0,02 0,01 0,19

1660 | 1,151 | 0,967 | 1,022 | 1,339 | 2,050 | 2,161 | 1,622 | 0,848
1,659 | 1,150 | 0,967 | 1,022 | 1,340 | 2,051 | 2,161 | 1,622 | 0,850
-0,09 -0,06 -0,04 0,04 0,07 0,03 0,01 0,01 0,22
1,384 | 0,940 | 0,783 | 0,843 | 1,152 | 1,851 | 2,050 | 1,680 | 0,972
1,383 | 0939 | 0,783 | 0,843 | 1,153 | 1,852 | 2,051 | 1,680 | 0,972
-0,04 -0,05 -0,06 0,05 0,04 0,03 0,03 0,02 0,03
0,79 | 0,670 | 0,618 | 0,678 | 0,864 | 1,152 1,339 | 1,421 | 0,932
0,790 | 0,670 | 0,618 | 0,678 | 0,864 | 1,153 1,340 | 1,421 | 0,933
-0,01 -0,01 0,01 0,04 0,02 0,04 0,07 0,03 0,06
0,512 | 0,490 | 0,492 | 0552 | 0,678 | 0,843 1,022 | 1,221 | 0,853
0,512 | 0,490 | 0,492 | 0,552 | 0,678 | 0,843 1,022 | 1,221 | 0,853
-0,05 0,05 0,00 0,08 0,04 0,05 0,04 0,00 -0,02
0,413 | 0,407 | 0424 | 0492 | 0,618 | 0,783 | 0,967 | 1,173 | 0,827
0,413 | 0407 | 0424 | 0492 | 0,618 | 0,783 | 0967 | 1,172 | 0,826
-0,01 -0,10 -0,01 0,00 0,01 -0,06 -0,04 -0,06 -0,08
0,440 | 0,399 | 0,407 | 0,490 | 0,670 | 0,940 1,151 | 1,281 | 0,867
0,440 | 0,399 | 0,407 | 0,490 | 0,670 | 0,939 1,150 | 1,280 | 0,867
0,04 0,07 -0,10 0,05 -0,01 -0,05 -0,06 -0,09 -0,05
0,612 | 0,440 | 0,413 | 0512 | 0,790 | 1,384 | 1,660 | 1,481 | 0,924
0,611 | 0,440 | 0,413 | 0,512 | 0,790 | 1,383 1,659 | 1,480 | 0,923
-0,10 0,04 -0,01 -0,05 -0,01 -0,04 -0,09 -0,06 -0,07
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Tabela 11 - Distribuicdo de poténcia normalizada para 1/4 do nGcleo e matriz 4x4

0924 | 0867 | 0827 | 0,853 | 0,932 | 0,972 | 0,848

0926 | 0868 | 0827 | 0,852 | 0,930 | 0,969 | 0,844

0,23 0,17 0,00 -0,12 -0,19 -0,25 -0,44

1,481 | 1,281 | 1,173 | 1,221 | 1,421 | 1,680 1,622 | 1,332

1,484 | 1,283 | 1,173 | 1,220 | 1,418 | 1674 | 1616 | 1,324

0,22 0,16 0,03 -0,09 -0,20 -0,26 -0,39 -0,57

1660 | 1,151 | 0,967 | 1,022 | 1,339 | 2,050 | 2,161 | 1,622 | 0,848
1664 | 1,153 | 0,968 | 1,022 | 1,336 | 2,044 | 2,153 | 1,616 | 0,844
0,25 0,19 0,06 -0,05 -0,20 -0,28 -0,37 -0,39 -0,44
1,384 | 0,940 | 0,783 | 0,843 | 1,152 | 1,851 | 2,050 | 1,680 | 0,972
1,388 | 0,942 | 0,784 | 0,843 | 1,150 | 1,846 | 2,044 | 1,674 | 0,969
0,32 0,22 0,07 -0,01 -0,19 -0,26 -0,29 -0,35 -0,35
0,79 | 0,670 | 0,618 | 0,678 | 0,864 | 1,152 1,339 | 1,421 | 0,932
0,793 | 0,672 | 0,619 | 0,678 | 0,863 | 1,150 1,336 | 1,418 | 0,930
0,36 0,32 0,18 0,04 -0,01 -0,05 -0,20 -0,20 -0,19
0,512 | 0,490 | 0,492 | 0,552 | 0,678 | 0,843 1,022 | 1,221 | 0,853
0,514 | 0,492 | 0493 | 0553 | 0,678 | 0,843 1,022 | 1,220 | 0,852
0,40 0,44 0,26 0,19 0,04 -0,08 -0,05 -0,09 -0,12
0,413 | 0,407 | 0,424 | 0492 | 0,618 | 0,783 | 0967 | 1,173 | 0,827
0,415 | 0,409 | 0426 | 0493 | 0,619 | 0,784 | 0968 | 1,173 | 0,827
0,58 0,42 0,38 0,26 0,18 0,07 0,06 0,03 0,00
0,440 | 0,399 | 0,407 | 0,490 | 0,670 | 0,940 1,151 | 1,281 | 0,867
0,443 | 0,402 | 0,409 | 0,492 | 0,672 | 0,942 1,153 | 1,283 | 0,868
0,75 0,73 0,42 0,44 0,32 0,22 0,19 0,16 0,17
0,612 0,44 0,413 | 0512 | 0,790 | 1,384 | 1660 | 1,481 | 0,924
0,616 | 0,443 | 0,415 | 0,514 | 0,793 | 1,388 1,664 | 1,484 | 0,926
0,71 0,75 0,58 0,40 0,36 0,32 0,25 0,22 0,23
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A Tabela 12 apresenta o valor do fator de multiplicagcdo obtido pelo método de

Diferencas Finitas de Malha Grossa Analitico e o desvio percentual tomando o valor do

benchmark LRA 3D como valor de referéncia.

Tabela 12 - Fator de multiplicacéo efetivo e desvio percentual

DFMGA
LRA 3D
2X2 4x4
Kegr 0,99639 0,99639 0,99636
Desvio percentual (%) ref. 0,001 0,003

As Tabelas 7 e 13 mostram, respectivamente, a configuracdo do computador

utilizado para obtermos a solugcdo numeérica dos problemas testes, e o tempo que o

computador levou em cada uma das simulages.

Tabela 13 - Tempo de CPU

Matriz 2x2

Matriz 4x4

Tempo de CPU (s)

78,25

289,59
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6.3 — Benchmark LMW 3D

Este problema teste possui um ndcleo com setenta e sete elementos
combustiveis, sendo quatro com barras de controle totalmente retiradas e cinco com
barras de controle parcialmente inseridas. O elemento combustivel possui uma altura
ativa de 160 cm e 20 cm de dimensd@es radiais. O nlcleo é rodeado por quarenta nodos
de refletores com 20 cm de espessura cada(LIMA, 2005).

Para este teste utilizamos a configuracdo de 1/4 do nucleo. Na Figura 17
mostramos a simetria de 1/4 do nucleo do reator em Xy, assim como as dimensdes dos

nodos no plano xy.

y (cm)
110
4 4 4 4 4
90
3 3 3 3 4 4
70
2 3 3 4
50
2 3 4
30 BBC 1
3 4
10 BBC 2
2 2 3 4 R
| >

10 30 50 70 90 110 x (cm)

Figura 17 - Configuracdo para simetria de 1/4 do benchmark
LMW 3D

97



Na Figura 18 mostramos em um plano xz, a localizagcdo dos bancos de barra de

controle (BBC) assim como as condig¢des de contorno.

z (cm) / \ ¢g _

200

180

T+tn _—
gxr — 0

100

20

10 30 50 70 90 110 y(cm)

¢, =0
Figura 18 - Configuracéo do benchmark LMW 3D em um plano xz

Na Tabela 14 apresentamos os parametros nucleares do benchmark LMW 3D,

com as seguintes classificagfes: Tipo 1 representa o combustivel 1 sem BBC, Tipo 2
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representa o combustivel 1 com BBC, Tipo 3 representa o combustivel 2 sem BBC e

Tipo 3 representa o refletor superior, inferior e lateral.

Tabela 14 - Parametros nucleares do benchmark LMW 3D

Tipo g Dg (cm) Yag (€M) | Tgg (cm™) | vEg (cm™)

1 1,423913 0,01040206 0,0175555 0,006477691
2 0,356306 0,08766217 0,0000000 0,1127328

2 1 1,423913 0,01095206 0,0175555 0,006477691
2 0,356306 0,09146217 0,0000000 0,1127328

3 1 1,423913 0,01099263 | 0,01717768 | 0,007503284
2 0,350574 0,09925634 0,00000000 0,1378004
4 1 1,634227 0,002660573 | 0,02759693 0,0000000
2 0,264002 0,04936351 0,00000000 0,0000000

Para este teste foram geradas trés nodalizagdes, 1x1, 2x2 e 4x4. Na primeira,
1x1, este 1/4 de nicleo foi dividido em 360 nodos, com suas dimensdes no plano xy
sendo a mesma dimensado dos elementos combustiveis (20 cm) e em oito camadas axiais
de 20 cm de altura cada. Na segunda, 2x2, o 1/4 de nucleo foi dividido em 1.210 nodos,
com suas dimensdes no plano xy sendo a metade da dimensdo dos elementos
combustiveis (10 cm) e em oito camadas axiais de 20 cm de altura cada. Ja na terceira,
4x4, o 1/4 de nacleo foi dividido em 4.840 nodos, com suas dimensdes no plano xy
sendo a quarta parte da dimensdo dos elementos combustiveis (5 cm) e em oito camadas

axiais de 20 cm de altura cada.
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Para a solucdo numérica dos problemas teste, introduzimos no programa, criado
em linguagem Fortran, a geometria do reator nuclear e suas dimensdes, as condigdes de
contorno, 0s parametros nucleares e as tolerancias para os testes de convergéncia.

Os testes de convergéncia sdo feitos segundo as equacGes (6.1) e (6.2), e as
tolerancias apresentadas na Tabela 2.

As Tabelas 15, 16 e 17 mostram, para uma simetria de 1/4 de ndcleo, a
distribuicdo de poténcia normalizada. Nas tabelas a primeira linha representa o valor de
referéncia, a segunda linha representa o valor obtido pelo método de Diferencas Finitas
de Malha Grossa Analitico e a terceira linha representa o valor do desvio percentual
relativo entre os valores calculado e de referéncia. O elemento combustivel marcado
indica o maior desvio percentual encontrado.

Para calcularmos o desvio percentual relativo, para a comparagdo de resultados,
utilizamos a equacéo (6.3), onde o valor calculado é obtido do método de Diferencas
Finitas de Malha Grossa Analitico e o valor de referéncia é obtido do benchmark LMW

3D.
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Valor de referéncia
Valor obtido pelo DFMGA
Desvio percentual (%)

Tabela 15 - Distribui¢do de poténcia normalizada para 1/4 do nucleo e matriz 1x1

0,713 0,695 0,617 0,423

0,717 0,700 0,622 0,428

0,55 0,65 0,76 1,28

1,075 1,071 0,970 0,849 0,423
1,075 1,069 0,969 0,853 0,428
-0,04 -0,15 -0,06 0,44 1,28
1,426 1,382 1,233 0,970 0,617
1,420 1,377 1,230 0,969 0,622
-0,40 -0,36 -0,22 -0,06 0,76
1,640 1,575 1,382 1,071 0,695
1,631 1,568 1,377 1,069 0,700
-0,53 -0,46 -0,36 -0,15 0,65
1,708 1,640 1,426 1,075 0,713
1,701 1,631 1,420 1,075 0,717
-0,43 -0,53 -0,40 -0,04 0,55
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Valor de referéncia
Valor obtido pelo DFMGA
Desvio percentual (%)

Tabela 16 - Distribui¢do de poténcia normalizada para 1/4 do nucleo e matriz 2x2

0,713 0,695 0,617 0,423

0,717 0,700 0,620 0,430

0,60 0,65 0,50 1,60

1,075 1,071 0,970 0,849 0,423
1,075 1,069 0,968 0,849 0,430
-0,05 -0,17 -0,25 0,05 1,60
1,426 1,382 1,233 0,970 0,617
1,422 1,378 1,230 0,968 0,620
-0,29 -0,30 -0,21 -0,25 0,50
1,640 1,575 1,382 1,071 0,695
1,633 1,569 1,378 1,069 0,700
-0,41 -0,35 -0,30 -0,17 0,65
1,708 1,640 1,426 1,075 0,713
1,703 1,633 1,422 1,075 0,717
-0,29 -0,41 -0,29 -0,05 0,60
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Valor de referéncia
Valor obtido pelo DFMGA
Desvio percentual (%)

Tabela 17 - Distribuicdo de poténcia normalizada para 1/4 do nucleo e matriz 4x4

0,713 0,695 0,617 0,423

0,717 0,699 0,620 0,429

0,60 0,65 0,46 1,52

1,075 1,071 0,970 0,849 0,423
1,075 1,069 0,968 0,849 0,429
-0,04 -0,16 -0,26 -0,01 1,52
1,426 1,382 1,233 0,970 0,617
1,422 1,378 1,230 0,968 0,620
-0,27 -0,28 -0,21 -0,26 0,46
1,640 1,575 1,382 1,071 0,695
1,634 1,570 1,378 1,069 0,699
-0,39 -0,33 -0,28 -0,16 0,65
1,708 1,640 1,426 1,075 0,713
1,704 1,634 1,422 1,075 0,717
-0,26 -0,39 -0,27 -0,04 0,60

A Tabela 18 apresenta o valor do fator de multiplicagdo obtido pelo método de
Diferengas Finitas de Malha Grossa Analitico e o desvio percentual tomando o valor do

benchmark LMW 3D como valor de referéncia.
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Tabela 18 - Fator de multiplicacéo efetivo e desvio percentual

DFMGA
LMW 3D
1x1 2X2 4x4
Kefr 0,999467 0,99958 0,99952 0,99951
Desvio percentual (%) ref. 0,011 0,005 0,004

As Tabelas 7 e 19 mostram, respectivamente, a configuracdo do computador
utilizado para obtermos a solugdo numérica dos problemas testes, e 0 tempo que o

computador levou em cada uma das simulagdes.

Tabela 19 - Tempo de CPU

Matriz 1x1

Matriz 2x2

Matriz 4x4

Tempo de CPU (s)

3,77

6,52

217,47




Capitulo 7

CONCLUSAO E CONSIDERACOES FINAIS

Existem varios métodos de solucdo da equacdo da difusdo de néutrons, como o
método de Diferencas Finitas Classico (ALVIM, 2007), Método de Expansdo Nodal
(NEM sigla em inglés)(FINNEMAN, BENNEWITZ, & WAGNER, 1977) e o método
de Diferencas Finitas de Malha Grossa Analitico, entre outros. O método proposto neste
trabalho, método de Diferencas Finitas de Malha Grossa Analitico, que é baseado na
metodologia desenvolvida por Y. A. Chao, reescreve a equacdo de difusdo de néutrons
integrada transversalmente, utilizando a Matriz de Transformacdo de similaridade e a
Técnica de Transformacao Linear, de tal forma que apds expandirmos o termo relativo a
fuga de néutrons podemos chegar a uma solucdo analitica desta equacao.

Este método, Diferencas Finitas de Malha Grossa Analitico, também pode ser
considerado um método nodal, ja& que os nodos utilizados para discretizar o reator
nuclear possuem suas dimensdes da mesma ordem de grandeza das dimensdes radiais
de um elemento combustivel, diferentemente do método de Diferencas Finitas Classico,
que tem as dimensdes das malhas limitadas, para uma boa acurécia, pelo comprimento
de difusdo, porem, o método de Diferencas Finitas de Malha Grossa analitico, procura
manter a mesma estrutura, em relagdo ao arranjo dos fluxos adjacentes, do DFC,com
isso, podemos aplicar os mesmos procedimentos computacionais utilizados no método

de Diferengas Finitas Classico.
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Na implementagdo do método aqui proposto foram criados dois programas em
linguagem Fortran. O primeiro, chamado de Nodalizagcdo, gera a nodalizacdo do
problema teste em trés dimensdes espaciais e em geometria cartesiana, onde o usuario
poderd optar pelo tipo de simetria (1/4 ou 1/8 ). O segundo, chamado de DFMG,
resolve iterativamente o problema de autovalor e autovetor obtido da equacdo de
difuséo de néutrons.

Com o intuito de demonstrar a eficiéncia do programa computacional
desenvolvido com base no método de Diferencas Finitas de Malha Grossa Analitico,
apresentamos trés casos testes de problemas benchmark encontrados na literatura, quais
sejam: o problema benchmark IAEA 3D, o problema benchmark LRA 3D e o problema
benchmark LMW 3D. E para testar a consisténcia do método, usamos trés tipos de
nodalizacdo, a nodalizagdo 1x1 que assume o nodo com a mesma dimensédo radial do
elemento combustivel, a 2x2 que assume o nodo com a metade da dimenséo radial do
elemento combustivel e a 4x4 que assume 0 nodo com a quarta parte da dimenséo radial
do elemento combustivel.

O processamento numérico com o maior tempo computacional foi para o caso
teste do benchmark LRA 3D com nodalizacdo de 4x4, com um tempo de 289,59
segundos (em um computador intel core i7 de 2,80 Ghz de processamento, 3,18 GB de
memoria RAM e plataforma Windows XP Profissional), como se era de esperar, pois
foi a simulacdo com o maior nimero de nodos (46.464 nodos). O processamento
numérico com o menor tempo computacional foi para o caso teste do benchmark LMW
3D com nodalizacéo de 1x1, com um tempo de 3,77 segundos. Com relacdo ao fator de
multiplicacdo, todas as simulagdes obtiveram excelentes resultados quando comparados
com seus Vvalores de referéncia, com o maior desvio percentual obtido, de 0,011%, para

0 caso teste do benchmark LMW 3D com a nodalizacdo de 1x1.
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A distribuicdo de poténcia normalizada foi similar as obtidas dos benchmarks,
com um desvio percentual maximo de 0,95% para o benchmark IAEA 3D com a
nodalizacdo de 4x4, de 0,22% para o benchmark LRA 3D com a nodalizagdo de 2x2 e
1,28% para o benchmark LMW 3D com a nodalizagdo de 1x1, em nodos localizados
proximo ao refletor. E exatamente nesta regido que foram obtidos os maiores desvios
percentuais

Por fim, como sugestdo para trabalho futuro, proponho a utilizagdo do DFMGA
para acelerar o método nodal NEM, proponho também que se investigue outros perfis

de fuga.
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Apéndice A

Para determinar a solucdo particular da equacao de difusdo de néutrons integrada
transversalmente desacoplada em grupos de energia, equacdo (4.9), é realizada uma
expansao polinomial de segunda ordem no termo correspondente a fuga transversal,
obtendo a equacdo (4.13). Isso implica que a solucdo particular também serd um
polinbmio de segunda ordem e terd a forma da equacdo (4.14), sendo que 0s
coeficientes by,,, b1, € b}, serdo obtidos por identificagdo de parametros.

Substituindo as funcdes de base na equacao (4.14), temos que:

u u\? u
& upac(W) = Do + bl [2 (a—) - 1] +b2n l—6 (a—) +6 (a—) - 1] , (A1
u u

u

e aplicando a derivada segunda em funcédo de u na equacgéo (A.1), obtemos:

d? 12 by,
707 Srupac(W) = - (A.2)

ay

Substituindo as equacdes (A.2), (4.13) e (4.14) na equacdo (4.9) obtemos, apds

alguma manipulacao algébrica, a equacao abaixo.
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[ i g wu] [ b3 (55) |+ [ b2 e (55)| =
[c{)‘['u] + [Ci‘whl (%)] + [c?auhz (%)] : (A.3)

Para que a igualdade da equacdo (A.3) seja verdadeira, os termos associados ao
polinémio do lado esquerdo da equagdo devem ser iguais aos do lado direito da mesma
equacao.

Através dos termos associados ao polinémio de grau um, obtemos a equagao
(A.4), através dos termos associados ao polinémio de grau dois, obtemos a equacao
(A.5) e através dos termos associados ao polinémio de grau zero, obtemos, apds alguma

manipulacdo algébrica, a equacgéo (A.6).

n _ Cil/,,u
1/u =~ an (A- 4)

20u
Sm=—§ : (A.5)

. c{}f’u N 12 c?m A.6)
RS VT |
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Substituindo as equacdes (A.4), (A.5) e (A.6) na equacdo (4.14), obtemos a
equacdo (4.15) que é a solugdo particular da equagdo de difusdo de néutrons integrada

transversalmente desacoplada em grupos de energia.
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Apéndice B

Derivando as equac0es (B.1) e (B.2), obtemos as equacdes (B.3) e (B.4).

nf _ 3 n
S (BE {u _al)) _ sen (Bk {u — 7}) se Ag>0 -
senh <Bﬂ {u — az_ﬂ}) se A <0
) =Cn(3ﬂ{u_a_) _ cos(Bﬂ{u—z—g}) se Ax>0 5.2
cosh (BE {u - az_ﬂ}) se A <O
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SIES = ) (B 3)

d n
I [cos ( ﬂ{u — a?u})] se Ag>0
Chs = d al ’
T [cosh (Bﬁ {u — ?u})] se A <0
n
—BR sen (BE {u — au}) se Ag >0
Cis = (B.4)

Aplicando as equacdes (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4) na face esquerda do nodo n, ou

seja, fazendo u = 0, obtemos:

n
sen (—BE ?u> se AR>0
u/ = an ) (B 5)
senh (—B{: 7“) se Ap <0
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n 3 n
cos (—Bk ) se Ag >0
n _

2
ul = ag N , (B- 6)
cosh <—Bﬁ ?> se Ax <0
an
BE cos (—Bﬂ 7“) se Ax>0
’36 = n ’ (B' 7)
Bl cosh (—B“ a—“) se A <0
k k5 k
€
n
—BR sen( Bp —u) se Ag>0
ue = (B.8)

Agora aplicando as equacdes (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4) na face direita do nodo

n, ou seja fazendo u = ay, obtemos:

Sur = , (B.9)
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ch. = , (B.10)

n
Br cos (BE a?u) se Ag>0
s = ‘. , (B.11)
Br cosh (Bﬂ ?u> se A <0
an
—BR sen (Bﬂ 7“) se Ax>0
cn = . . (B.12)
BE senh (Bﬂ %) se Ax<0

Como:

sen (0) = —sen (—0)
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senh (0) = —senh (-0) ,

obtemos, comparando a equacao (B.5) com a equacao (B.9) e a equacdo (B.8) com a

equacdo (B.12), as equacbes (B.13) e (B.14).

ur = —Sur vV A} com k=1,2 (B.13)
e
= —Chr V i com k=1,2. (B.14)
e como:
cos (0) = cos (—0)
e
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cosh (0) = cosh (—0) ,

obtemos comparando a equacdo (B.6) com a equacdo (B.10) e a equacdo (B.7) com a

equacdo (B.11), as equacbes (B.15) e (B.16).

W =Ch vV Ax com k=1,2 (B.15)

m

n, =8 Vv Ap com k=1,2. (B.16)

Substituindo a equacdo (4.48) na equacéo (4.45), obtemos a equacao (B.17)

P =Ry (S Nius + Chs NB o) REL. (B.17)

Sabendo que
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9]
=
1]

as equacdes (4.35) e (4.34) se transformam em

NAius=(=SU)" (B.19)
e
Bus=0- (B.20)
Logo, substituindo as equacdes (B.19) e (B.20) na equacdo (B.17), obtemos a equacao
(B.21)

Clus =R (SBs (=SB ™) Ry (B.21)

Aplicando a equacdo (B.21) nas faces esquerda e direita do nodo n, obtemos,

respectivamente, as equacdes (B.22) e (B.23)
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Clue =Rn (S, (=STD™H RY! (B.22)

Clur =Rn (S (=T ™D R, (B.23)

de onde podemos concluir, observando as equacdes (B.13) e (B.16), que:

Aj,uf - T Yjur- (B' 24)

Substituindo a equacao (4.47) na equacao (4.44), obtemos a equagao (B.25)

CIE,IuS = Rn (Slr,lls MR,US + Clr}S 1’Bl,l.lS) Rﬁl ’ (B' 25)

Sabendo que S, = 0, equacéo (B.18), as equacdes (4.36) e (4.33) se transformam em

—1
M‘R,us =(— Slgs)_l C’gs Cn (B.26))
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g,us = Ln - (B.27)

Logo, substituindo as equacdes (B.26) e (B.27) na equacdo (B.25), obtemos a equagédo

(B.28)

~ I | ——1\
Cgus = Rn (SHS (_ S gs) 1 C Es Cn + Clrlls Cn ) Rnl ) (B. 28)

Aplicando a equacdo (B.37) nas faces esquerda e direita do nodo n, obtemos,

respectivamente, as equacdes (B.38) e (B.39)

-1
n

A l; — m =1 = —
Cly =Ry (S5 (-SM)71C, Ty + CH Ty ) Ry (B.28)

~ s e =1 ——1\ __
CElur = Rn (Slr,llr (_ S Er) 1c Er Cn + C{}r Cn ) Rn1 ’ (B' 28)
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de onde podemos concluir, observando as equacdes (B.13), (B.14), (B.15) e (B.16), que:

Chur = CRY,. (B.24)
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