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Resumo da Dissertagdo apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtencdo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

RECONSTRUCAO DE FUNCOES CONSTANTES POR PARTES UTILIZANDO A
TRANSFORMADA DO RAIO X

Alberto Ramon Ferreira Teixeira

Agosto/2010

Orientador: Nilson Costa Roberty

Programa: Engenharia Nuclear

Uma metodologia para reconstrucdo de fungdes constantes por partes é
apresentada para identificar as fases de um escoamento multifasico estratificado (6leo —
agua - gas) no interior de um duto. O principio fisico esta baseado na deteccdo de um
feixe transmitido pelo duto. A radiacdo interage com 0s materiais causando uma queda
na intensidade dos raios X. Cada raio gera uma equacao algébrica e o sistema pode ser
resolvido pelo método dos minimos quadrados ou por alguma técnica de reconstrugdo
algébrica, tais como os algoritmos ART, MART ou g-ART. Os resultados mostram que
ao utilizar uma vista, o escoamento ndo pode ser reconstruido, porém, quando se utiliza

duas vistas, é possivel reconstruir o mesmo.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

RECONSTRUCTION OF CONSTANTS BY PARTS FUNCTIONS IN X RAY
TRANSFORM

Alberto Ramon Ferreira Teixeira

August/2010

Advisors: Nilson Costa Roberty

Department: Nuclear Engineering

A method for reconstruction of functions listed in sections is presented to
identify the phases of a stratified multiphase flow (oil - water - gas) inside a duct. The
physical principle is based on the detection of a beam transmitted through the duct. The
radiation interacts with materials causing a drop in the intensity of X-ray. Each beam
generates an algebraic equation and the system can be solved by the least squares or
some algebraic reconstruction technique, such as the ART, MART or (-ART
algorithms. The results show that when using a view, the flow can not be rebuilt,

however, when using two views, you can rebuild it.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO E OBJETIVO

1.1 — INTRODUCAO

Muitas aplicagcbes médicas e industriais envolvem a reconstrucdo de fungdes
com um pequeno numero de vistas (par fonte-detector) dado por uma quantidade
suficiente de projeces relacionadas com a transformada de Radon, “fan bean” e “cone
bean” associados com a propagacdo dos raios X. Estas fungbes no processo de
reconstrucdo ao qual representa o coeficiente de atenuacdo da radiacdo sao
frequentemente associados com caracteristicas do subdominio dentro do dominio das
funcdes.

As partes homogéneas devem resultar de processos manufaturados, ou de
alguma estratificacdo natural, ou da segregacdo dos componentes dentro do corpo.
Com a informacdo a respeito do suporte e o valor destas partes caracteristicas, 0
nimero de pardmetros constantes necessarios para resolver o problema de
reconstrucdo é reduzido.

O procedimento consiste em inspecionar as descontinuidades e a retro
projecdo. O suporte das possiveis partes esta localizado dentro do dominio poligonal
convexo resultado da intersecédo das linhas.

O mesmo método deve ser aplicado para o feixe divergente em duas ou trés
dimensGes. Neste caso, precisamos conhecer a posi¢do da fonte em relacdo a retro
projecdo dos raios. O tipo de software apropriado para implementar a forma da sombra

dos raios X, estd baseado na geometria decomposta do sélido.



A segunda parte do método de reconstrucdo por partes esta baseada no tracado
do raio. Pela determinacdo do comprimento da intersecdo do raio comecando na fonte
e terminando no detector, devemos pesar a contribuicdo de cada parte caracteristica da
funcdo para a medida da intensidade no detector.

Cada raio gera uma equacdo algebrica que ird compor um sistema com a
intensidade desconhecida da fonte. O sistema deve ser resolvido, pelo método dos
minimos quadrados ou por alguma técnica de reconstrucdo algébrica tal como os
algoritmos ART, MART ou g-ART.

A técnica de atenuacdo dos raios X é muito usada na industria do petrdleo
porque é muito rica, apresenta uma natureza nao invasiva e pode ser realizada sem
mudancas nas condi¢cdes operacionais.

As duas vistas estdo posicionadas a noventa graus uma da outra, a intengédo é
medir a atenuacdo do feixe que é influenciado pelas mudancas na composicdo do
escoamento. As informacdes a respeito do escoamento normalmente sdo obtidas por
uma interpretacdo das observagdes visuais levando a uma compreensao do problema.
Por isso, um sistema ndo invasivo que identifica um regime de escoamento € muito

importante.

1.2 - OBJETIVO:

Este trabalho apresenta uma metodologia para reconstrucéo de funcGes constantes
por partes. O foco do trabalho é aplicar esta metodologia para identificar as fases de

um escoamento multifasico estratificado (6leo — agua - gas) no interior de um duto.



O principio fisico esta baseado na atenuacao dos raios X quando estes atravessam
0 duto. Os elementos que compdem o sistema apresentam uma sec¢do de choque

especifica, contribuindo com a diminuicdo da intensidade dos raios X.

Neste trabalho, foi utilizado uma vista de feixe paralelo e duas vistas de feixes

divergentes.

Para o caso tridimensional, o problema de determinar a descontinuidade das
projecdes € substituido pela determinacdo do contorno das imagens projetadas. Cada

raio gera uma equacdo algébrica.

O experimento mostra que com uma unica vista, ou seja, um par fonte-detector, é
possivel obter informacdo sobre o escoamento, contudo, ndo é possivel reconstrui-lo.
A medida que se utiliza duas vistas, obtemos informacdes suficientes para reconstruir

0 escoamento sob a hipdtese do mesmo ser estratificado.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1-BREVE HISTORICO

No inicio do século XX também foram desenvolvidas as bases matematicas de
construcdo de imagens que fundamentaram os calculos matriciais da TC. O
matematico austriaco Johann Radon (1887-1956), em 1917, desenvolveu as bases
algébricas de projecdes espaciais. Estas projecdes espaciais constituem-se de uma serie
de integrais em duas dimensfes, que ao serem projetadas ao longo de uma linha
definida, considerando um numero delimitado de linhas, fornecem uma formula de
inversdo que possibilitam a construcdo algebrica da imagem. As integrais conhecidas
como integrais de Radon (Kirsch, 1996) transformam as informacdes bidimensionais
em algoritmos para imagem plana.

Nos anos 30, com o uso de uma fonte de raios X e detectores de radiacdo,
colocados no lado oposto ao objeto, ja se obtinham imagens bidimensionais a partir de
objetos tridimensionais, estes detectores se movimentavam durante a formacdo da
imagem completando uma rotacao completa. As imagens nesta época eram obtidas por
meio de calculos matriciais, que além de mais demorados, compunham imagens com
muitos ruidos e em funcdo da pouca nitidez, eram impraticaveis para o uso médico
diagnostico.

Nos anos 70, com a introducdo dos sistemas computacionais associados as
técnicas tomograficas que ja vinham sendo desenvolvidas, foram introduzidos no
mercado os aparelhos tomograficos entdo primeiramente denominados de Computed

Axial Tomograph (CAT).



As teorias matematicas necessarias para formacdo de imagens tomogréaficas se
fundamentaram inicialmente nas técnicas de projecoes bidimensionais de Radon.

Comarck foi prémio Nobel de Medicina e Fisiologia em 1979 junto com
Hounsfield pelo desenvolvimento da Tomografia Computadorizada. Ele pressupds
(Comarck, 1963) que um feixe planar de radiacdo penetrante, ao ser projetado em
diferentes angulos sobre um determinado corpo, pode fornecer uma imagem muito
melhor do que as entdo conhecidas imagens radiograficas convencionais. A técnica
que ele entdo prop6s, mostrou-se mais eficiente porque com multiplas tomadas de
dados, as imagens sdo mais confiaveis uma vez que sdo formadas com maiores
quantidades de informacdes.

Hounsfield desenvolveu o primeiro tomdgrafo comercial com as bases
fundamentadas no trabalho de Comarck (1963).

As técnicas tomogréaficas propostas naquela época na obtencdo de imagens
consagraram-se no uso médico diagndstico e em outras areas de pesquisas, uma vez
que elas permitem uma visdo espacial do objeto estudado. Estas imagens foram se
tornando cada vez mais nitidas e como ja foi referida anteriormente, ndo invasiva.

Denominou-se tomografia por transmissdo, a técnica em que a fonte de
radiacdo € posicionada externamente ao corpo a ser estudado. A fonte também pode
ser introduzida no corpo a ser estudado utilizando-se as mesmas técnicas; esta versdo
tomogréafica foi denominada de tomografia por emissdo. Conforme foi demonstrado
por Edwards e Kuhl (Kuhl, 1963) pode-se obter imagens morfolégicas e funcionais
usando-se o SPECT (Single Photon Emission Computed Tomography). Depois, outro
tomografo foi desenvolvido utilizando emissores de positrons, por exemplo, o Flior
18 (18F), o sistema foi denominado de PET (Positron Emission Tomography). As

imagens morfoldgicas e funcionais mostradas pelo SPECT e PET, sédo de ampla



aplicacdo nos campos da neurologia, oncologia, cardiologia, urologia, musculo
esquelético, dentre outros.

John R. Mallard (2003) reforcou a importancia de seu trabalho em pesquisas de
TC e de seus colegas da seguinte forma: “A tomografia foi realizada inicialmente em
1964 por Dave Kuhl, um especialista em medicina nuclear na Filadélfia, por uma
técnica anadloga a que utilizamos em nossas pesquisas naquela época. Minha equipe em
Aberdeen construiu o primeiro TC digital para distribuicdes de radioisétopos entre
1967 e 1969. Desde entdo, diversas pesquisas em tomografia computadorizada vém se
desenvolvendo rapidamente em todo 0 mundo”.

Por outro lado, nos ultimos anos, as técnicas de obtencdo de imagens por TC
vém sendo desenvolvidas para campos de pesquisa cientifica e seu uso entendido em
diversos setores industriais.

Em 1997, o Departamento de Ciéncias Geoldgicas da Universidade de Austin,
Texas, inaugurou o primeiro laboratorio de TC com raios X de alta resolucéo, cujo

equipamento é dedicado as pesquisas académicas.

2.2 - A INTERACAO DA RADIACAO COM A MATERIA

Ao atravessar a matéria, a radiacdo pode ser absorvida por varios processos
conhecidos, dependendo da natureza e da energia do feixe e também das
caracteristicas do meio por onde se propaga.

A equacéo de atenuacdo do feixe de radiacdo incidente de intensidade | €:



[ = I,.e™ (2.1)

Sendo I, a intensidade inicial do feixe que por sua vez, diminui a intensidade

com a passagem deste pelo material dependendo do coeficiente de atenuacdo p e

espessura X.
Considerando, no caso real, que os feixes de raios X interceptam n regides de
espessuras variando de x; a x,, onde ha variacbes do coeficiente de atenuacdo de

U1 a u,,aEquacdo 2.1 se torna:

| = ]0_3—(M1x1+l12 X2+ ot fnXp) 2.2)

ou

| = Iy.exp (-Xizq Hix;) (2.3)

A reducdo de intensidade descrita pela Equagéo 2.3 ocorre por absorcéo e por
espalhamento pelos atomos da matéria. Essas interacbes dependem dos niveis de

energia aplicados, como visto na referida equacdo. No trabalho de COSHELL et. Al.



(1994) héa o destaque para o uso de energia de 125 keV e, portanto, para a obtengéo de
imagens que refletem a variacdo de densidade do material. Foi usado no trabalho a
técnica de tomografia para estudar e caracterizar materiais na area de engenharia de

petrdleo.

A Figura 2.1 mostra a atenuacdo dos fotons incidentes em funcdo da espessura

de um meio absorvedor de coeficiente de atenuagao p = 0,1/cm.

Feixe Feixe
Incidente Atenuado

000

1000 Fton)

Fétons Transmitidos
b =
1
|
I
|
|
|
/

500

I
c -
’ * E CSR
. = (Camada Semi-redutora)
oo S EEE R
0 45 7 & 9 10
Absorvedor Espessura do Absorvente [cm)
(a) (b)

Figura 2.1: Representacdo da atenuacao (a) fotons incidentes em funcéo da espessura
de um meio absorvedor de coeficiente de atenuagdo p = 0,1/cm e (b) gréafico que
representa esta atenuacao.
Fonte:ttp://www.ndted.org/EducationResources/CommunityCollege/Radiography



2.2.1 — Efeito Fotoelétrico

No processo de absorcdo fotoelétrica, o foton interage com um atomo
absorvedor, onde o féton desaparece completamente. Em seu lugar, um fotoelétron é
ejetado pelo atomo de uma de suas camadas eletrnicas, com energia cinética Ec bem

definida, como mostra a Equacéo 2.4 (TAUHATA et al., 2003).

Ec =hv - Be (2.4)

onde
h é a constante de Planck;
v ¢ a freqii€ncia da radiacao;

Be é a energia de ligacdo do elétron orbital.

A Figura 2.2 mostra a representacdo do Efeito Fotoelétrico.

Figura 2.2: Efeito Fotoelétrico (TAUHATA et al., 2003).



A direcdo de saida do fotoelétron em relacédo a incidéncia do foton varia com a
energia. Para altas energias (acima de 3 MeV), a probabilidade do elétron sair na
direcdo e sentido do foton é alta. Para baixas energias (abaixo de 20 keV), a maior
probabilidade é de sair com um angulo de 70°. Isto € devido a acdo dos campos
elétricos e magnético que, variando na direcdo perpendicular a de propagacdo do
foton, exercem forca sobre o elétron na direcdo de 90°, e se compde com 0 momento

angular do elétron.

2.2.2 — Espalhamento Compton

No efeito Compton, o féton é espalhado por um elétron de baixa energia de
ligacdo, que recebe somente parte de sua energia, continuando sua trajetoria dentro do
material em outra direcdo. Como a transferéncia de energia depende da direcdo do
elétron emergente e esta é aleatdria, de um féton de energia fixa podem resultar
elétrons com energia variavel, com valores de zero até um valor maximo. Assim, a
informacdo associada ao elétron emergente é desinteressante sob o ponto de vista da
deteccdo da energia do féton incidente. Sua distribuicdo no espectro de contagem é
aleatoria, aproximadamente retangular. Na Figura 2.3 é mostrada a ilustracdo deste

fendmeno (TAUHATA et al.;2003).
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E'

Efeito Compton

Figura 2.3: Efeito Compton (TAUHATA et al., 2003).

Quando a energia de ligacdo dos elétrons orbitais se torna desprezivel face a
energia do foton incidente, a probabilidade de ocorréncia de Espalhamento Compton

aumenta consideravelmente.

2.3 - PROBABILIDADE DE OCORRENCIA DAS INTERACOES

A probabilidade de ocorrer uma dessas interagcdes varia com o nimero atdbmico
da matéria e a energia do foton. O efeito fotoelétrico e Rayleigh predominam em
baixas energias. O efeito Compton ocorre mais intensamente em energias proximas de
1 MeV, especialmente para material de baixo nimero atbmico. Em energias proximas
de 5 MeV e para materiais de alto nUmero atdmico predomina o processo de producao

de pares. (John, 1983; Knoll, 1989).
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Quando um feixe de fotons incide em um meio absorvedor em geral, todos 0s
processos de interacdo podem ocorrer simultaneamente, sendo que em cada interacéo

ocorre um unico processo (efeito fotoelétrico, espalhamento Compton e producdo de

pares).

O ndmero de elétrons ejetados entdo deve ser calculado pela soma do nimero

de efeitos fotoelétricos (1), comptons (c) € produgdo de pares (7):

L=T+o+tn (2.5)

O coeficiente de absorcéo total de energia pen deve ser:

I'len =T + O-en + nen (26)

Este coeficiente u,, representa a fracdo de energia incidente por unidade de

espessura do meio absorvedor por todos os processos, enquanto que o efeito tem sua

prépria fracdo de energia absorvida.
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2.4 — ALCANCE E ATENUACAO DOS DIFERENTES TIPOS DE RADIACAO
NA MATERIA

Em virtude dos diferentes tipos de radiacdo interagir de diferentes modos com
a matéria, alguns tipos de radiacao resultam mais penetrantes do que outros. Radiacfes
eletromagnéticas sdo as mais penetrantes e quanto maior a sua energia, maior € 0 seu
alcance na matéria. Particulas carregadas, devido a sua massa e carga, interagem muito
intensamente com a matéria, tornando o seu alcance pequeno quando comparado ao da
radiacdo eletromagnética. Entretanto, para particulas idénticas, quanto maior a energia
maior o seu alcance.

Diferentemente do que o senso comum poderia levar a crer, a intensidade da
interacdo com a matéria (e a interacdo/dano causado por ela) ndo cresce com a sua
energia. Feixes de radiacdo com altissima energia podem passar praticamente
despercebidos pela matéria, enquanto radiagdes com energias mais baixas (da ordem
das diferencas de energias dos niveis atdbmicos) sdo altamente absorvidas pela matéria.
A Figura 2.4 mostra o coeficiente de atenuacdo de massa (cm2/g) em funcdo da

energia dos fotons incidentes para dois meios diferentes: ar e agua.
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Figura 2.4: Coeficientes de atenuacao parcial e total na agua.
Fonte: <http://physics.nist.gov/cgi-bin/Xcom/xcom>,

2.5 - DETECTORES DE RADIACAO

Uma unidade fundamental que influencia sobremaneira na qualidade dos dados
obtidos sé@o os detectores de radiagdo. Cada tipo de detector tem uma aplicacdo
especifica. No caso de aplicacdo em medicina, a importancia dos detectores comeca
pela medicio da dose de radiacdo que o paciente vai receber. E importante que se use
somente a radiacdo necessaria, evitando-se que o paciente receba uma dose excessiva.
No caso de outras aplicagcbes, como em engenharia, por exemplo, a importancia dos

detectores esta, principalmente, na qualidade dos dados obtidos.

No caso de uma Tomografia, os detectores mal condicionados, podem causar
problemas (ou anomalias) na imagem de um determinado objeto. Duas classes

importantes de detectores sdo as camaras de ionizagao e os detectores de estado solido.
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2.6 - EQUIPAMENTOS DE RAIOS X

Esses equipamentos sdo aparelhos que emitem radiagdo X quando energizados
através de uma tensdo e uma corrente estabelecida. Os aparelhos de raios X sdo
classificados de acordo com sua poténcia e com as aplicacdes para as quais sdo
projetados. Na area industrial, podem-se encontrar equipamentos que emitem raios X
com energias variando entre 80 a 500 KV. A Figura 2.5 apresenta um esquema de um

equipamento de raios X.

Comande

7 4 ,
/ = Feixe de raios X

Eca——————C AR

Figura 2.5: Representacdo esquematica de um equipamento de raios X

Os raios sdo gerados dentro de uma ampola especial de vidro. O tubo fica
inserido dentro de um cabecote, envolto num 0leo especial. Este 6leo serve como
isolante eletrostatico e como dissipador de calor da ampola. O cabecote possui um

revestimento de chumbo para blindar a radiacdo que ndo contribui diretamente na
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formacéo da imagem. No cabecote ha uma janela que permite a passagem do feixe de
raios X. O tubo de raios x é basicamente composto por uma carcaca de vidro, 0 anodo
e catodo (filamento). A Figura 2.6 apresenta um tubo de raios X e seus principais

componentes.

Placa de Tungsténio (Z=7 4 P fusdo: 3300°C)

Cobre /

1o ”

Quandao ativado, via corrente elétrica, havera um superaguecirmento
dos filarmentos de tungsténio. Havera transporte — disparos — dos elétrons
do catodo para o anodo.

Figura 2.6 Ampola de vidro de raios X.
Fonte: http:www.sistemanervoso.com/junho de 2010

2.6.1 — Carcaca de Vidro
Essa carcaca de vidro é a parte exterior do tubo de raios X, constituida de um
vidro especial, o qual deve atender a uma série de requisitos, conforme a seguir:
e Possuir boa resisténcia mecanica;
e Possuir boa resisténcia a variacdo da temperatura;
e Possuir boa vedagdo, para manter o alto vacuo;
e Possuir bom isolamento de alta tenséo;

e Ter transparéncia a radiagao X;
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e Ser quimicamente estavel, de modo que a passagem da radiacdo X nao
modifique suas caracteristicas;

e Possibilitar solda com metais das conexdes (catodo e anodo).

O vidro que atende estas caracteristicas € do tipo PYREX. Sua composicdo é

de 67% de SiO2 e 23% de B203.

2.6.2 — Catodo

O catodo é o pdlo negativo do tubo de raios X, sendo composto pelo filamento
e pela capa focalizadora.

O filamento possui uma forma de espiral, geralmente em tungsténio, com 2mm
de didmetro e com 1cm e 2cm de comprimento. Este é aquecido pela passagem de
corrente elétrica de 3 a 6A e a temperatura pode atingir a 3400C. A alta temperatura do
filamento proporciona o surgimento do efeito termiénico. O tungsténio é empregado,
devido a sua alta eficiéncia termidnica e ao seu alto ponto de fusdo. Apds a emissao
termionica, os elétrons permanecem na proximidade do filamento, criando uma carga
espacial nesta regido. Aplicando-se uma diferenca de potencial entre o catodo e o
ando, ocorre o deslocamento dos elétrons que se encontram na carga espacial, em
direcdo ao anodo, criando um feixe de elétrons (corrente anddica). Este feixe tende a
se dispersar devido a repulsdo eletrostatica entre os elétrons. Para evitar a dispersdo, é
adicionada uma capa focalizadora junto ao filamento. Esta é projetada num
determinado formato, que quando carregada negativamente possibilita colimar o feixe
de elétrons, por meio da forca de repulsdo. A eficiéncia da capa focalizadora depende

do seu tamanho, da sua forma e da carga aplicada, além de depender da dimenséo, da
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forma e do posicionamento do filamento no interior da propria capa focalizadora. Na
Figura 2.7 podemos observar o filamento e a influencia da capa focalizadora na

colimacéo do feixe de elétrons.

CAaltoalas

- Anoedse atosesesbPoe TS

- Carza segarivy

Feixe sie

Capa
Tocafizadors

Figura 2.7: Filamento e Capa Focalizadora.

2.6.3 — Anodo

O anodo é o terminal positivo do tubo de raios X, podendo ser fixo ou rotatdrio.
Este serve de suporte para o alvo. E feito de cobre para permitir a rapida dissipagdo de
calor, pois quando os elétrons se chocam com o alvo, cerca de 99% de suas energias
cinéticas sdo convertidas em calor.

O anodo fixo é utilizado em equipamentos de baixa poténcia, como 0s
odontoldgicos e alguns transportaveis. Para os equipamentos de raios X que trabalham

com média e alta poténcia € utilizado o anodo rotatdrio.
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O anodo rotatério é formado por um disco que gira durante a exposicdo. O alvo
se encontra na parte mais externa deste disco, formando uma trilha que possibilita
dissipar o calor produzido numa maior area. Originalmente, o alvo era confeccionado
de tungsténio. Atualmente, para aumentar a resisténcia da superficie contra a formacao
de pequenas fendas e buracos, é confeccionado com uma liga, geralmente composta de
90% de tungsténio e 10% de rénio. A Figura 2.8 mostra a ilustracdo dos dois tipos de

anodos.

(B)

Molibdénio

Caobre

Cobre Tungsténio Tungsténio

Figura 2.8: (a) anodo fixo e (b) anodo rotatdrio.

2.6.4 — Producao de raios X

Quando a ampola é colocada em funcionamento, em torno do filamento cria-se
uma nuvem eletrbnica, que € acelerada em direcdo ao anodo quando aplicada uma

diferenga de potencial. Quando esses elétrons, sdo desacelerados repentinamente por
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meio de interagdo com os atomos do alvo, ocorre uma transformacdo da energia
cinética que foi ganha durante a aceleragdo em radiacdo eletromagnética (raios X).
Dependendo do tipo de interacdo dos elétrons gerados com o alvo, os raios X podem

ser produzidos de duas formas que é freamento e colisao.

2.6.5 — Espectro continuo

Neste processo, os elétrons sdo defletidos pela carga elétrica positiva localizada
no nucleo dos dtomos do alvo, devido a interacdo coulombiana. Sabe-se que uma
particula carregada livre emite radiacdo eletromagnética quando tem sua trajetdria
alterada. Este fendbmeno é conhecido como bremsstrahlung ou radiacdo de freamento.

Aplicando o principio de conservacdo de energia, temos:

hv=k -k’ (2.7)

onde
k é a energia cinética do elétron antes da interacdo
k> ¢ a energia cinética do elétron ap0s a interagao

hv ¢ a energia do foton emitido.

Logo, é possivel observar que quanto maior a deflexdo sofrida pelo elétron,

maior serd a energia do féton de raios emitido. Assim, os comprimentos de onda dos
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fotons emitidos podem variar de um maximo (k=k’) ¢ um minimo (k’=0), originando

um espectro de radiacdo continua, como pode ser observado na Figura 2.9.

S0 s
Intensidade
<3O BN
bc_m I T ¥y
= i T ¥ g

Comprimento de onda

Figura 2.9: Espectro de radiagdo continua.
Fonte: HTTP: www.if.ufrgs.br/.../mod05/images/continspect.qgif

2.6.6 — Espectro caracteristico

Este processo ocorre quando um elétron energético interage com o dtomo do
alvo e arranca um de seus elétrons mais internos (por exemplo: do nivel K).
Consequentemente este nivel fica com uma vacancia. Entdo, um dos elétrons mais
externos se move para preencher esta vacancia, emitindo nesta transicdo um foton de
raios X. Esse féton é conhecido como raios X caracteristicos e sdo geralmente devido

as transicOes orbitais entre as camadas K, L e M. Quando o elétron que preenche o
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buraco vem do nivel energético L, temos a linha K,,. Quando vem do nivel M, temos a
linha K.
O espectro final da radiacio é o conjunto da radiacdo continua

(bremsstrahlung) e de raios X caracteristicos, como pode ser visto na Figura 2.10.

Raio X
Caracteristico

—_—

1630

i
il

120 KVp

Intensidade da radi

1
o 50 100 T 150

Energia Maxima

Figura 2.10: Espectro de radiacdo continua com seus respectivos raios X
caracteristico.

2.7 -ESCOAMENTO MULTIFASICO

O estudo de escoamentos multifasicos tem sido objeto de relevante interesse

para a mecanica dos fluidos, assim como para outros campos do conhecimento.

O escoamento multifasico € presenga constante na maior parte dos
equipamentos e processos industriais, sobretudo naqueles que lidam com geracéo de

energia, de refrigeracdo e de destilacdo. Entre esses equipamentos e processos,
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encontramos varios tipos de sistema multifasicos, tais como: gas e particulas solidas,
gas e gotas liquidas, liquido e bolhas de ar, liquido e gotas liquidas, liquido e

particulas solidas.

Entende-se por escoamento multifasico todo escoamento em que duas ou mais
fases de uma mesma substéncia ou de substancias diferentes ou ainda uma Unica fase
de duas ou mais substancias escoam em dutos ou canais, com ou sem transferéncia de
calor e massa. Esses dutos ou canais podem ser horizontais, inclinados ou verticais,
sendo que nos escoamentos verticais os fluxos podem ser ascendentes ou

descendentes.

No escoamento multifasico, tanto os componentes ou fases que compdem a
mistura podem se deslocar em sentidos contrarios (chamados de contracorrentes),
como também os deslocamentos dos componentes ou das fases podem se dar em um
s6 sentido (co-correntes). Como exemplos de escoamentos multifasicos, tem-se
escoamentos do tipo liquido-liquido, liquido-gas, liquido-vapor, liquido-solido, gas-

solido.

O estudo dos escoamentos multifasicos depara-se, inicialmente, com uma de
suas caracteristicas principais: uma regido movel e deformavel, comum as fases,
denominada de interface. A interface é uma regido de extrema importancia no estudo
dos escoamentos multifasicos, pois é nessa regido onde se processam as transferéncias

de quantidade de movimento, calor e massa.
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2.7.1 — Interfaces

Exceto no caso de escoamento de gases, onde hd uma total difusdo de fases,
observa-se em todos 0s outros tipos de escoamentos multifasicos o deslocamento em
um mesmo conduto ou canal de duas vias ou mais substancias (componentes),
geralmente em estados diferentes, separadas por interfaces (regido comum as fases ou
componentes). Essas interfaces podem ser continuas, como no caso do escoamento
anular e do deslocamento do tipo estratificado, ou seja, escoamento que ocorre em
tubulacbes horizontais e inclinadas, como podem aparecer de forma descontinua em
grandes quantidades e totalmente disseminadas por todo o fluxo, como no caso dos

escoamentos dispersos.

2.7.2 — Padroes de Escoamento

Dependendo da geometria das interfaces, ou seja, do agrupamento geométrico
das fases, os escoamentos bifasicos sdo classificados em padrGes. Conforme (Wallis-
1969), na tentativa de se solucionar, tanto analitica como experimentalmente, 0s
problemas referentes aos escoamentos multifasicos, dividiu-se esses escoamentos em
regimes. Esses regimes, além de possuirem as caracteristicas de serem laminares ou
turbulentos, estdo também associados a padrdes, que sdo as disposi¢cbes morfoldgico-

estruturais dos componentes do escoamento.

Hewitt (1978) agrupou os escoamentos multifasicos do tipo horizontal nos
seguintes padrdes: bolhas, pistonado, anular, anular com gotas agrupadas e gotas
conforme a quantidade crescente de ar, ou seja, considerando que 0 escoamento em

bolhas é o padrdo com menor quantidade de ar, como se segue:
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Bolhas — o0 escoamento em bolhas tem como caracteristica principal a
presenca de bolhas dispersas por toda a fase liquida. Essas bolhas
podem ser de diversos tamanhos. Existe uma grande variedade desse
padrdo, podendo ocorrer desde uma simples bolha até um grande
numero delas, chegando ao maximo de se ter escoamentos de espuma

contendo apenas uma pequena porcentagem liquida.

Pistonado (slug) — esse escoamento é fase seguinte do padrdo em bolhas
onde se aumentou a concentragdo do gas. Quando a concentracdo do
gas aumenta, comega a ocorrer a coalescéncia das bolhas. As pequenas
bolhas se unem formando uma grande bolha que toma a forma de um
pistdo. Esses pistdes chegam a ocupar quase todo o diametro da

tubulacdo e se encontram intercalados pela fase liquida.

Agitante (churn) — é a fase seguinte em termos de concentragdo gasosa.
Esse escoamento se caracteriza pela sua alta instabilidade provocando
os chamados refluxos por toda a parede da tubulacdo. Seu aparecimento
se da através da quebra dos pistes gasosos que passam a escoar
amorfamente envoltos em pequenas bolhas. Esse escoamento é dificil
de se caracterizar visualmente por apresentar um aspecto leitoso

ocasionado por numerosas refracdes sofridas pela interface.

Anular — o padrdo de escoamento do tipo anular tem como
caracteristica a estratificacdo, ou seja, interfaces continuas. No fluxo
vertical bifasico gas-liquido esses componentes estdo distribuidos

espacialmente da seguinte forma: o liquido encontra-se escoando junto
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a parede do conduto em filmes de variadas espessuras e 0 gas ocupando

a porcao central.

e Anular com gotas agrupadas (wispy-annular) — nesse tipo de padréo
bifasico, o liquido escoa junto a parede do conduto sob a forma de uma
lamina de espessura delgada e no centro da tubulacdo encontra-se 0 gas
contendo liquido disseminado em forma de gotas. Essas gotas se

encontram muitas vezes unidas, formando uma espécie de corrente.

e Gotas (Drops) — no escoamento gas-liquido esse padréo caracteriza-se
pelo fato do gas compor a fase continua e o liquido a fase dispersa. O
liguido assume formas de pequenas gotas de tamanhos diversos,
distribuidas randomicamente no interior da massa gasosa e deslocando-

se juntamente com ela.

e Core-flow — é um tipo de padrdo anular onde o liquido de maior
viscosidade efetiva (viscosidade turbulenta mais a viscosidade

molecular) escoa formando um anulo no centro do tubo.

Nas Figuras de 2.11 a 2.18 podem ser vistas a distribuicdo dos dois
componentes no interior de um tubo formando diversos padrbes de escoamento

horizontal.
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Figura 2.11- Escoamento multifasico horizontal gas-liquido do tipo estratificado liso.

Figura 2.12- Escoamento multifasico horizontal gas-liquido do tipo estratificado

ondulado.

Figura 2.13- Escoamento multifasico horizontal géas-liquido do tipo bolhas alongadas.

Figura 2.14- Escoamento multifasico horizontal gas-liquido do tipo pistonado (slug).
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Figura 2.15- Escoamento multifasico horizontal gas-liquido do tipo bolhas dispersas.

Figura 2.16- Escoamento multifasico horizontal gas-liquido do tipo anular ondulado.

Figura 2.17- Escoamento multifasico horizontal gas-liquido do tipo anular.

Figura 2.18- Escoamento multifasico horizontal agua-0leo do tipo core-flow.
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2.8 - TOMOGRAFIA COMPUTADORIZADA

2.8.1 — INTRODUCAO

O principio da tomografia computadorizada consiste na analise da atenuacéao
sofrida por um feixe de radiagdo conhecido, o qual atravessa um objeto. A partir desta
atenuacdo tém-se as medidas da integral na linha de distribuicdo da densidade de
massa, através do caminho percorrido pelo feixe. A resposta de varios feixes com
orientacOes diferentes, em relacdo ao volume estudado é que permite a reconstrucdo da
imagem de acordo com a distribuicdo espacial de densidade (Aird, 1988).

“Tomos” ¢ a palavra grega para corte (cut) ou secdo (section), e a tomografia
pode ser compreendida como uma técnica digital onde o feixe de radia¢do “corta” um
espécime para revelar seus detalhes interiores. Uma imagem de TC é chamada
tipicamente “uma fatia”, uma vez que corresponde a uma fatia de um corte axial do
objeto. Entende-se que uma fatia corresponde a uma pequena espessura. Uma fatia de
TC também corresponde a alguma espessura do objeto em que esta sendo feita uma
varredura.

Esse termo se aplica aos diversos procedimentos cujo objetivo principal é
construir uma imagem do interior de uma peca ou de uma sec¢ao do corpo humano. Em
outras palavras, reconstrucdo de imagens consiste em obter uma fungdo de duas
variaveis f(x,y) a partir de um conjunto finito de fun¢bes de uma sé varidvel h(s), onde
s=(X.cos 0) + (y .sin 0).

Consequentemente, visto que uma imagem digital tipica € composta de
elementos de retrato (pixels), e 0 numero associado a cada elemento da imagem é

denominado ndmero de Hounsfield (HU) ou numero de CT. Os elementos de volume
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(voxels) podem ser calculados pela multiplicacdo do pixel pela espessura do corte
tomografico. Na Figura 2.19, mostra-se a representacdo dos elementos de retrato e 0s

elementos de volume.

Z / %}(el:
L] }(.; d = I
FT ?‘d
vy |p_| pixel
(@ (b)

Figura 2.19: Representacdo dos elementos de volume e retrato: (a) voxels e (b) pixels.

Uma comparacéo inicial entre o conceito de imagem radiografica e imagem
tomografica é que enquanto a primeira vem de confusas informac@es tridimensionais
indicadas em uma superficie bidimensional, a imagem tomografica consiste em
métodos de se obter uma imagem de um plano original dentro do paciente ou do
objeto a ser estudado e com cada vez mais qualidade e nitidez (Aird, 1988).

Seja f(x,y) o coeficiente de atenuacdo do meio material em um ponto x, isto &,
fotons que atravessam uma pequena distancia Ax a x, sofrendo a relativa perda de

intensidade:
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2 = f(x). Ax (2.8)

Na qual lo é a intensidade do feixe inicial e |1 € a intensidade apds o feixe

passar pelo material. A direcdo por onde passa o feixe L é da seguinte forma:

% = exp{— fo(x)dx} (2.9)

Com a integral de linha da funcéo f ao longo de cada uma das linhas L pode-se
reconstruir a funcdo f(x). A transformada que traca uma funcdo em R2 em uma linha
integral é a chamada transformada de Radon bidimensional. Assim, o problema da
reconstrucdo de Tomografia Computadorizada € a chamada inversdo da transformada
de Radon em R2 (Radon, 1917).

A funcdo f ndo depende apenas de x, mas também da energia E dos raios-x,

assumindo T(E) a energia do feixe temos:

= | T(E)exp{— fo(x, E)dx}dE (2.10)

Ip
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2.8.2-Desenvolvimento

Em funcdo da importancia social da medicina, os aprimoramentos da
tecnologia dos tomdgrafos advém dos equipamentos projetados para o diagnostico
medico. Considerando que as dimensdes do corpo humano sdo razoavelmente
padronizadas, tornou-se possivel a producdo de aparelhos tomograficos em escala
industrial e, em funcdo dos aspectos de globalizacdo da macroeconomia, esses
equipamentos sdo produzidos atualmente por poucas empresas que dominam o

mercado globalizado (Siemens, Phillips, GE, Toshiba e Hitachi).

Cinco geragdes de tomografos foram desenvolvidas de acordo com as
necessidades operacionais. Os tomografos, de acordo com a varredura sao
classificados em 1?3 22 32 e 42 geragcdo. A 5% geracdo de tomdgrafos esta agora se
difundido e € fruto de muito investimento em pesquisas, decorrente da importancia de

sua utilizacdo na medicina.

2.8.2.1 — A Tomografia Computadorizada de 12 e 22 geracao

Os primeiros aparelhos, chamados de 12 geracdo mostrados na Figura 2.20 (a)
surgiram no inicio dos anos 70 e se constituiam de um feixe em forma de lapis e um

detector do lado oposto ao objeto a ser estudado.
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Figura 2.20: Representacdo dos tomografos: (a) 12 geracdo e (b) 22 geracao.

O tubo de raios X e o detector de radiacdo possuem, nos tomografos de 12
geracdo, movimento de rotacdo e translacdo, que demoram aproximadamente 5
minutos. Os aparelhos de 22 geracdo introduziram mais detectores e as fontes em
forma de leques também com movimentos de rotacéo e translacdo mostrados na Figura
2.20 (b). Entretanto, diminuiu o tempo de cada scan em aproximadamente 1 minuto e
meio.

O termo scan significa uma rotacdo completa do sistema de tomada de dados

em TC de forma a constituir uma varredura completa.

2.8.2.2 — A Tomografia Computadorizada de 3?2 geragdo

A terceira geracdo de tomdgrafos apareceu entre 1975 e 1977 e consta de um
feixe de radiacdo também em forma de leque mais largo e com um sistema de

multiplos detectores mostrados na Figura 2.21. A fonte e 0s detectores giram
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simultaneamente 360°. Consequentemente, a imagem € obtida mais rapidamente do

que os aparelhos de 22 geracéo.

fontes de radiagcio

detectores

Figura 2.21: Representacdo do sistema de tomografia de 3? geracéo, (a) objeto
centralizado em relacéo ao sistema fonte/detectores e (b) objeto descentralizado. Nesta
geracdo utiliza-se um sistema de multiplos detectores.

2.8.2.3 — A Tomografia Computadorizada de 42 geracao

Os tomografos de 42 geracdo mantém o feixe em leque e possuem um anel de
detectores, mostrados na Figura 2.22. O giro de 360° é ainda mais rapido do que nos
de 3? geracdo. Os pontos de cada projecdo sdao obtidos simultaneamente, reduzindo-se
ainda mais o tempo de varredura, gragas ao simples movimento de rotacéo e ao feixe
em leque cobrindo todo o objeto. Entretanto, o tamanho do corpo em estudo é limitado

pelo feixe em leque produzido pela fonte de raios X.
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Figura 2.22: Representacdo da tomografia de 42 geracdo mostrando a fonte de
radiacdo, o objeto centralizado e o anel de detectores (Quoirin, 2004).

2.8.2.4 — A Tomografia Computadorizada de 5% geracao

Este tomdgrafo possui um tubo de raios X cuja emissdo é feita em diversas
direcBes sem que a mesa do paciente ou o sistema fonte-detector se mova. O paciente
ndo precisa se movimentar, uma vez que um solenoide é colocado entre os elétrons
acelerados e o alvo, de forma a conseguir diferentes angulos de deflexdo do feixe e
consequentemente, diferentes dire¢cbes de emissdo, mostrados na Figura 2.23. O
sistema de detectores é em forma de anel e o tempo de exposicdo bastante reduzido.
Os tomégrafos de quinta geracdo sdo 0s Unicos que possibilitam medidas em tempos
bastante pequenos. No tomdgrafo de quinta geracdo, o canhdo de elétrons gera raios X
em vérias direcdes fazendo uma varredura sobre um alvo concavo, 0 que possibilita

tempos de aquisi¢do da ordem de milissegundos.
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sistema de aquisicio de
dados

bobina

defletora detectores

disparador

Imaca

alvos (anéis)

Figura 2.23: Representacdo esquematica de tomografia de 5 geracdo. Fonte:
<http://www.prorad.com.br/pro/Tomo.pdf>.

2.8.2.5 — Aplicacdes Cientificas e Industriais

Para ensaios industriais, as técnicas de tomografia mais utilizadas sdo as de 1% a
3% geracdo. Sdo tomografias por transmissdo de raios X onde os detectores sao
posicionados diametralmente do lado oposto. A escolha do tipo e geometria da fonte
radioativa (planar ou em forma de leque), assim como a dos detectores de radiacdo é

fundamental para as medidas de atenuacéo.

2.8.3 - Fundamentos Matematicos

2.8.3.1 - Introducéo:

Como foi dito, a tomografia se propde a encontrar a distribuicdo de

determinada caracteristica fisica de um objeto segundo um plano. Diferentes tipos de
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emissdo usados na aquisicdo de dados de projecédo interagem com o material do objeto

diferentemente de modo que a atenuagdo observada nos detectores reflete esse fato.

Para cada emissdo utilizada, existe um parametro fisico capaz de ser
identificado, ainda que parcialmente, cujo valor varia com o material do objeto
submetido a tomografia. Se a relacdo entre as projecdes e a fungdo caracteristica do
objeto for linear, como ocorre na maioria dos casos, a imagem reconstruida mantém a
proporcionalidade com a fungédo de origem dentro dos limites de resolucdo. Resultados
anteriores podem ajudar a identificar os materiais observados sem que valores

absolutos sejam empregados.

Em tomografia de transmissao, o tipo de emissdo mais usado € o raios X. Ele
possui caracteristicas muito vantajosas ja que ndo apresenta efeitos de difracdo devido
ao fato de ter pequeno comprimento de onda. Outros tipos de radiacdo possuem

caracteristicas semelhantes tais como raios gama e néutrons de alta energia.

2.8.3.2 — Aspectos de transmissdo e detec¢ao:

Em tomografia computadorizada de radiagdo monoenergética, cada medida é

resultado do fendmeno de atenuacdo da intensidade que tem a forma:

I'= Iy expif~ [ u(x,y)dl) (2.11)

ou ainda,
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(L[] = [, u(x,y)dl] (.12)

Onde | ¢ a intensidade final da radiacdo, lo é a intensidade inicial da radiacg&o,
s & a reta no interior do objeto por onde passa o raio e u(x,y) € o coeficiente de

atenuacao .

Essas expressdes fornecem a relacéo entre a medida em cada ponto da curva de

projecao e a distribuicdo espacial do parametro fisico p(x,y) que caracteriza o material.

Com a integral de linha da funcéo f ao longo de cada uma das linhas L pode-se

reconstruir a fungéo f(x_)). A transformacéo que traca uma funcdo em R2 em uma linha
integral € a chamada transformada de Radon bidimensional. Em R?, a transformada do
raio-X coincide com a transformada de Radon . Assim, o problema da reconstrucéo de
CT ¢ a chamada inversao da transformada de Radon em R2 (Radon 1917).

A transformada de Radon estabelece um mapeamento funcdo projecdo
enquanto a transformacdo inversa, chamada de retro-projecdo estabelece o

mapeamento oposto, projecao funcéo.

Como em cada vista sdo feitas varias medidas ao longo da reta de projecéo, o
problema de reconstrucdo de imagem a partir de projecdes (para um grande numero de
aplicacdes, usando emissdo de origem nuclear ou ndo) pode ser visto como um
problema inverso linear com dados discretos. Esse problema é tratado em (BERTERO,

1985).
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2.8.3.3 — A transformada de Radon:

Se f: R¥ — R é uma funcio Lebesgue integravel, definimos a Transformada de

Radon de f no ponto (8,s) e S¥~1.R (SOUSA,...) por:

R[f1(8,s) = [_,_ f(x)dx (2.13)

Em palavras, R( 8, s) € a integral de f sobre o hiperplano perpendicular a 6 que
passa no ponto sf, ou seja, é a integral de uma fungdo sobre um conjunto de retas

como mostra a Figura 2.24.

Figura 2.24: Hiperplano x.60 = s
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Se representarmos uma linha por xcosf+ ysind = s , onde S € a distancia

minima entre a linha e a origem, 6 é o angulo entre o0 eixo x com o vetor posic¢éo do

ponto sobre a linha mais proxima da origem, ent&o:

R[f1(6,s) = f_oooo f_oooof(x, y)6(xcosO + ysind — s)dxdy (2.14)
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CAPITULO 3

METODOLOGIA

A aplicacéo deste trabalho consiste na utilizacdo de uma e duas vistas de feixe
de raios X para identificar um escoamento multifasico gas — 6leo - 4gua dentro de um
tubo metélico.

Devido as diferentes densidades apresentadas pelos componentes da mistura, o
fato do escoamento ser estratificado, nos da uma informagdo muito importante para o
processo de reconstrucao.

Esta informacdo é utilizada para modelar o peso da matriz A usada com o

algoritmo de reconstrucéo.

3.1 — TRANSFORMADA DO RAIOS X: FUNCAO CONSTANTE POR
PARTES

Vamos considerar um dominio com suporte compacto Q c R%; d = 2, 3

particionado dentro de Q,, elementos disjuntos abertos; n = 1,..., N tal que:

1. Q= nglﬁn;

2. Q. N Q,, =ao; nm=1..,N; (3.1)
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onde o primeiro item é a unido de todos os dominios compreendidos por todos 0s
materiais que constituem o sistema. O segundo item refere-se ao fato de ndo existir

interseccdo entre os dominios.

Pela funcdo simples caracteristica associada com o elemento Q,,

determinamos a seguinte funcao:

1,sexeQ,,

Xx (%) = {O,sex e R*\Q, ,

n=1,., N (3.2)

Através da funcdo constante por partes associada a este dominio particionado

Q, dizemos que:

o(x) = gzl Op Xn(X)  n=1..N. 3.3)

Seja X = (x1,...,x,) € R e 6 =(cosby,..,x;cos0,;) eSS 1 | isto €,
Y4 cos(6,)*> =1 uma representacdo paramétrica da linha em R<. Pela transformada

do raio X para a fungdo ¢ temos:
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P[o](§,8) = [,10(§ +t8)dt (3.4)

Desde que a intersecdo do raio com a fronteira interna da particdo do dominio
associado com a funcdo constante por partes tenha um ndmero finito de tragos, ou seja,

para todo ¢ € m,, definimos:

Teg =Q N {{+1t0, —0 <t < o} (3.5)

Este arranjo consiste em um ndmero finito de intervalos abertos, isto é, existe

¥,0 <i <I,comy, < y; <, ...,y; variando com (&,8) tal que:

meg = Ul {E+10, i <t <y} (3.6)

Obviamente, a funcdo também seré constante por partes ao longo do raio como
mostrado na Figura 3.1 e a integral da transformada do raios X sera dada pela soma

finita:
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1(£,0
P[o](§,0) = XN_10, Zi(fl )5n,i(€,6)(yi(f,6) — Yigo)-1) G0
Onde:

1seQ, N{{+th,—0o<t< o} # ¢

On,i(s,0) = {o se Q. N{E+th,—0<t< o} = ¢ e

Variacédo da funcédo constante por partes ao longo do raio

Figura 3.1: Trago tipico da funcdo constante por partes ao longo do raio
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As regides estdo representadas com coeficientes de atenuacéo ficticio, 1 para
indicar vacuo, 2 para indicar aco, 3 para indicar gas, 4 para indicar 0leo e 5 para

indicar agua.

3.2 - MODELO FIiSICO

Ao longo do raio, a radiacdo pode ser absorvida por Varios processos
conhecidos, dependendo da natureza, energia e também das caracteristicas do meio ao
qual é propagado. Existe uma situacdo na qual o processo de espalhamento da uma
importante contribuicdo nas medidas dos detectores.

Neste caso, a modelagem apropriada da propagacdo da radiacdo € feita através
da equacdo de transporte da radiacdo. Neste caso especial, o problema é simplificado
consideravelmente, e a atenuacdo do raio ao longo da trajetéria € exponencial e

podemos identificar a transformada do raios X com o logaritmo da atenuagédo do raio

I(EZ,0
P[0](£,6) = —In (7 225) = b, 6) @9)

onde I,(E, & 0) é a intensidade inicial do feixe de radiacdo para uma energia
especifica do féton ao qual diminui ao longo da trajetéria do raio para I(E, &, 9).

A Figura 3.2 na escala log-log, mostra 0 comportamento da se¢do de choque
para cada valor de energia para os diferentes materiais utilizados na industria de

petréleo e gas (HUBBEL).
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Quando d=2, a transformada do raios X é equivalente a transformada de Radon
utilizada na tomografia. Em geral, podemos ter uma geometria de raios paralelos ou
divergentes.

Neste trabalho, consideramos somente um pequeno numero de vistas (duas
vistas) e cada raio coletado representa uma equacao algébrica formando um sistema
que sera resolvido permitindo entdo a reconstrucdo da fungédo constante por partes que

representa os materiais desconhecidos.

ail water
10 10
5 5
‘TE ‘_E
[ (]
0 1]
10 ] 10 20 -10 0 10 20
et hlety
air iran
5 15
0 10
5 = 5
[ (]
-0 1 0
-15 . . . -5 : . .
-15 -10 -5 ] 5 -5 1] 5 10 15
et hlet

Figura 3.2: Dependéncia da sec¢do de choque com a energia
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3.3— COLOCACAO DO PROBLEMA

Para uma energia de radiacdo E fixada, vamos considerar o seguinte problema:

dado um arranjo de dados

{b(¢,0),¢ e 8 associados com o arranjo de raios}, (3.10)

achar a funcédo constante por partes o.

Tendo em vista que foram utilizados uma e duas vistas, a pouca quantidade de
projecOes acarreta na necessidade de mais informagdes a respeito do suporte da
funcdo. A primeira possibilidade € analisar a derivada das projecdes. As projecdes sdo
sombras de raios X oriundos da secdo de choque com caracteristicas especificas da
fungéo constante por partes determinando que os coeficientes dos materiais devem ser
identificados pela analise dos contornos dentro das radiografias. As Figuras 3.3 e 3.4
exemplificam a situacdo bidimensional.

A atenuacdo (soma na direcdo do raio) estd variando na direcdo perpendicular

ao raio, como é observado na figura abaixo.
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OObjeto constante por partes em duas dimensdes
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Figura 3.3: Objeto constante por partes a ser projetado.
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Figura 3.4: Projecédo e derivada
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A fonte de feixe de raios paralelos usada para formar as projecdes deve ser
considerada no infinito. Podemos notar que a retro-projecdo da derivada local
determinara o tamanho de faixas variaveis onde os valores das fungfes estdo mudando.
Duas ou mais vistas possibilitara a determinacdo do envelope convexo dos elementos
constantes por partes das funcBes. Neste trabalho, temos uma informacao
independente das projecdes que € o fato da funcdo representar um escoamento
estratificado, sendo assim, mais facil a caracterizacdo da fungdo suporte. Com isso,

temos apenas que resolver o seguinte sistema linear algébrico:

Para um arranjo de raios associados com (¢, 8), dado:

{b(,0), bnicpoyediconi=1..,1(60)} @1

Achar g,, tal que:

15,6
Y1 Zi(:i )Jn5n,i(f,6)(yi(€,9) — Yico)-1) = b(§,0) 312
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3.3.1 — Inversao do Sistema Algébrico Linear

Seja a representacdo matricial para o problema da seguinte forma:

1(&,0
r(lf,e) = Zi(jl )6n,i(€,6)(yi(f,9) — Yi(z.0)-1) (3.13)

O problema é escrito da seguinte forma:

I(E,0
Dado b(£,0) = —1n(ﬁ) (3.14)

Achar g, tal que:

Yn=1 A?f,e) on, = b(§,0) (3.15)

Métodos classicos baseados nas técnicas de reconstrucdo tais como ART,

MART e outras (KAK, 1987), devem ser implementadas para solucionar o problema.
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Outras técnicas baseadas no truncamento de valores singulares devem ser adotadas

quando o sistema ndo é tdo grande.

3.3.1.1 - ART (Técnica de Reconstrucéo Algébrica)

ART foi primeiramente publicado como um algoritmo de reconstrucao em um
paper de GORDON, BENDER e HERMAN em 1970 e mais tarde foi reconhecido por
ser idéntico ao algoritmo de Kaczmarz’s para resolver sistemas de equagdes lineares
[KACZMARZ, 1937].

[Gordon et al., 1970] sugeriu um processo iterativo o qual comeca a partir de
uma aproximacao inicial x° e R™ para um vetor imagem. Em um passo iterativo, x* é
refinada, ou seja, é corrigida para uma nova iteragdo x**1,

A discrepancia entre a medicdo y; e os dados da pseudo-projecdo Yi_; a;; xjk
obtida da corrente da imagem x* é redistribuida entre os pixels ao longo do i-ésimo
raio proporcionalmente ao seu peso a;;.

Neste caminho, os valores dos pixels ao longo do i-ésimo raio sdo corrigidos
conforme a i-ésima medida sem mudar o restante da imagem.

Denotamos a‘ = (a;j)j=1 como um vetor em R™, este processo € descrito pelo

seguinte algoritmo:
Inicializacdo: x° ¢ R™ é arbitrario

k+1 = k+M i

Passo tipico: X X —
o]

(3.16)
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Aqui, é usada a notacdo de produto interno e norma Euclidiana, significando

que paratodo u, ve R"

n

(u,v) = =14 Y (3.17)

lull> = (u,v) (3.18)

Os raios sdo escolhidos ciclicamente, isto é,

=i, =k(modm)+1 (3.19)

Acontece que, além do raciocinio intuitivo incorporado em ART, o algoritmo
também tem uma interpretacdo geométrica significativa no espaco R"™ dos vetores

imagens.

Ao considerar um processo iterativo, algumas perguntas matematicas devem

ser feitas sobre a sequéncia de iterages {x*}7_,:

i. A sequéncia converge?

ii.  Qual é anatureza do limite do vetor x* = limy_,c, x?
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iii.  Qual é a taxa de convergéncia para este limite?

Uma questdo de suprema importancia pratica € a avaliacdo do comportamento
inicial da seqiiéncia infinita de iteracdes. Quao “boas” sdo as iteracdes entre si ao
invés do limite x*como aproximacao a um vetor imagem desejado.

Ao dizer algoritmo de reconstrucdo, refere-se usar uma solucdo aproximada
para o problema de reconstrucdo da imagem original ao qual pertence a uma sequéncia
de imagens que convergem para o limite da imagem onde supBem ter certas
propriedades. O limite da imagem nunca é alcancado, contudo uma boa questdo é
saber 0 quanto estas propriedades desejadas refletem na solucéo aproximada.

Outra questdo intrigante € como um algoritmo como ART se comporta quando
aplicado em sistema inconsistente de equacoes.

Tanabe [TANABE, 1971] respondeu esta questdo para ART sem relaxacdo. O
comportamento para este algoritmo para um sistema inconsistente quando 0s
parametros de relaxacdo sdo permitidos foram estudados por Eggermont et al.
[EGGERMONT, 1981] e Censor et al. [CENSOR, EGGERMONT e GORDON,
1981].

Pardmetros de relaxacdo sdo sequéncias {A;}r-, de ndmeros reais,

normalmente confinados em um intervalo

g <A <2- ¢y, €1, &>0 (3.20)

aparecendo no tipico passo de ART como:
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_ (ai ’xk>

[l

a' (3.21)

Eles permitem aumentar ou diminuir a projecao ortogonal prescrita por ART e

sdo extremamente importantes na implementacgéo pratica.

3.3.1.2 - MART (Técnica de Reconstrucdo Algébrica Multiplicativa)

Inicializagio: x°=e 11

ookl Vi NAa) ok
Passo tipico:  X; _(—(ai,xk)) X, F1,2,3..n (3.22)

Aqui, e € a base do logaritmo natural, 1 é o vetor e 4, sdo os parametros de
relaxacdo ao qual o < ¢ < 4, < 1. As equacdes sdo retomadas ciclicamente, isto é, i =
i, kK (mod m)+1.

Na reconstru¢do de imagem, os dados coletados e uma informacgdo a priori
compreendem as restricbes sobre as quais a Entropia € maximizada. Um problema

tipico deve ser:
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Maximize (- 2}1:1 x; Inx;)
sujeito a (ai,x) = Y, i=1,2,...m > (3.23)
e x> 0.

O algoritmo MART foi primeiramente sugerido como um algoritmo de
reconstrucdo para o problema apresentado acima em [GORDON et al., 1970].

Uma condicdo necessaria para a convergéncia de MART para a solucdo de
(3.23) é que o arranjo possivel seja ndo vazio, ou seja, que Ax=y tenha solucdo nao
negativa.

O comportamento do algoritmo na situacao realistica quando as equagfes sao
inconsistentes ndo é conhecido.

O esquema de otimizacédo geral de Bregman [BREGMAN, 1967] foi estudado
por Censor e Lent [CENSOR e LENT, 1981]. Este método utiliza, em particular,
problema de otimizacdo de entropia. Um novo algoritmo iterativo de otimizacdo de

entropia foi introduzido por Minerbo [MINERBO, 1979].
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Neste trabalho, foi adotado o método de regularizagdo por Tikhonov que é
baseado no seguinte problema de otimizacdo (SILVA NETO E MOURA NETO,
2005);

Fixada a energia E dos fotons, para um arranjo de raios associados com (¢, 0)

achar o termo || x || ao qual € solugédo do seguinte problema de minimizacao:

min{ || Ax-b|[ + € || x| } (3:24)

onde:

|| Ax-b || controla o ruido, onde Ax € o que se esperava e b € o dado.

|| X|| controla a imagem
O parametro € é o parametro de regularizacéo de Tikhonov (razdo sinal ruido)
e € escolhido de tal maneira que o erro devido a modificacdo do problema original ndo

comprometa a estabilidade dos beneficios introduzidos pela melhoria do nimero de

condic¢des numeéricas do problema matricial algébrico.

3.3.2 — Esquema de Regularizacéo

Incertezas no dado y na equacdo Kx =y sdo, no maximo, multiplicadas por

|K~1| (SILVA NETO E MOURA NETO, 2005). Este fator de multiplicagdo pode ser
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bastante elevado, o que sé depende do menor valor singular da matriz K, uma vez que

K~ = 1/0,(K).

Se a incerteza nos dados for, principalmente, na direcdo associada aos menores
valores singulares de K, isso pode significar uma ampliacdo muito grande na incerteza
da solucdo x da equacdo. Uma forma de encontrar esta situacdo € regularizar o

problema considerado.

Sejam

K,R* - R",eb, € R",a >0,

Respectivamente, uma familia de matrizes inversiveis (operadores lineares) e
uma de vetores, parametrizadas por @ > 0. Assuma, ainda, que y € R". Considere 0

problema dado por

Kyx=y+b,, a >0 (3.25)

e denote a solucéo deste problema por x = x* (indicando a dependéncia em «).
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3.3.2.1 — Regularizagéo de Tikhonov:

A andlise serd aplicada ao problema dado em K x =y e dependerd da teoria
espectral (SILVA NETO E MOURA NETO, 2005). Podemos substituir a Equacéo

acima pelo problema equivalente de minimizacéo do funcional

f) =5 IKx— y|? (3.26)

K e y sdo conhecidos. Calculemos a equacdo de ponto critico da funcéo f,

Vf(x) = 0. A derivada direcional de f no ponto x, na direcéo h, é:

df; (h) = lim, o L@
= lim._o 5-((K(x + €h) — 3, K(x + €h) — ) — (Kx — y,Kx — y))

= lim,_ é((l(x —y,Kh) + (Kh,Kx — y) + €(Kh, Kh))

= (Kx_nyh> = <Kt(Kx_y)rh)1
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onde se usou a bilinearidade do produto interno. Da definigéo do gradiente de f, Vf- o

vetor que representa a derivada através do produto interno -, devemos ter

df,(h) = (Vf(x),h),

Para todo h € R™. Concluimos, entdo, que

Vf(x) = K'(Kx —y), (3.27)

e que a equacdo de ponto critico é:

K'Kx = K'y. (3.28)

Se K for inversivel, K* também o sera, (Kt)™! = (K~1)¢, e, entdo, x satisfaz a
equacdo de ponto critico se, e so se, x satisfaz a K x =y. A Eq.(A.8) é conhecida como

equacdo normal.

Uma forma de evitar a ampliagdo do erro na solucdo de K x =y é penalizar a

distancia da solucdo a um valor de referéncia ou a norma do vetor solugéo (distancia
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em relacdo a origem). Denotaremos o valor de referéncia por x,. Esta idéia é
implementada por meio do método de Tikhonov, que, para o problema K x =y,

consiste em resolver a equacao de ponto critico do funcional

1
fa@) =5 IKx = y|* + = |x — x.|>, @ > 0. (3.29)

Aqui, a é o pardmetro de regularizacdo. O ponto de minimo x“ satisfard a equacéo de

ponto critico

a(x* —x,)+ K'Kx* = Kty,

é reescrita como:

(al + K'K)x* = Ky + ax,. (3.30)

Verificaremos que (A.10) fornece, de fato, um esquema de regularizacdo do
problema (A.8). Observe que, estritamente falando, o problema regularizado foi o

(A.8) e ndo K x =y. Sejam
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A, = al+ K'K e b, = ax, a>0. (3.31)

Conclui-se que A, € b,, determinam um esquema linear de regularizacéo para

o problema linear, K'Kx = K'y.

Comparando com o problema original, K*Kx = Ky, vemos que este esquema tem 0s
autovalores transladados por « e, portanto, como séo todos reais e ndo negativos,
afastados da origem por, pelo menos, a (inclusive o de menor médulo que determina a

condigéo de (KtK)~ L.
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CAPITULO 4

RESULTADOS E DISCUSSOES

Os dados numéricos foram produzidos através da simulacdo do problema

direto (3.11) e (3.12) em duas situacGes. Primeiramente, foi considerado somente uma

vista e os dados foram coletados na direcdo paralela ao nivel do escoamento

estratificado. As espessuras épticas (quantidade de raios X atenuados) sdo mostradas

na Figura 4.1 para a energia de 9 keV e a Figura 4.2 para a energia de 180 keV.

alr ail
1 200
0.5 /‘ ; 100
1] 0
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
water without duct
S00 500
] . . . . . 0 . . . .
A0 100 150 200 260 50 100 140 200 250
« 107 iran w107 composite
5 5
] 0
A0 100 150 200 250 50 100 140 200 250

Figura 4.1: Espessura Optica para energia de 9 keV.
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0 : ; : : : 0 : : ; :
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
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s00 s00
0 : : ' i 0 : : : : :
S0 100 150 200 250 S0 100 150 200 250

Figura 4.2: Espessura Optica para energia de 180 keV.

O eixo X representa a diregdo perpendicular aos raios X e 0 eixo Y representa

a atenuacdo para as Figuras 4.1 e 4.2.

A Figura 4.3 mostra o caso tri-dimensional utilizando duas vistas de feixes

divergentes.
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Fonte 1

Fonte 2

\ detector 1

Detector 2

Figura 4.3: Arranjo experimental para feixes divergentes

Os dados foram realizados para fotons de energia de 180 keV. As Figuras 4.4 e

4.5 mostram respectivamente as espessuras opticas para as fontes 1 e 2.

-

”’ff/ff/fff’/’/’ il %!,f,f,////! A

Espessura optica-180 keV-vista 1

3
el
)

f//ﬂ////// “‘\\\\w\\\x\\\\\\ e

200 200

axis y

Figura 4.4: Espessura 6ptica para fonte 1
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Espessura optica-180 keV- vista 2

i, -
ll////////ff””f!fffﬁf/’/’?ﬁ/fm ,,,,,,,,,,/; /AN

+

Mgy

axis z -200  -200 e

Figura 4.5: Espessura Optica para fonte 2.

Para a Figura 4.4, o eixo Z é o eixo do duto, o eixo Y € 0 eixo do campo

gravitacional e 0 eixo X € o eixo do cone perpendicular ao campo gravitacional.

Na Figura 4.5, 0 eixo Z é o eixo do duto, o eixo X € o eixo perpendiculaar ao
campo gravitacional e o eixo Y é o0 eixo do cone perpendicular ao campo

gravitacional.

4.1 - FEIXE DE RAIOS PARALELOS (UMA VISTA)

Quando trabalhamos com uma Unica vista, a imagem ndo pode ser
reconstruida, mas algumas informagdes podem ser obtidas, tais como a verificagdo da

existéncia de diferentes materiais, descontinuidades e derivadas.
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A funcdo utilizada distingue 0s componentes do experimento através da
atenuacdo do feixe de raios X. Uma vez que os raios paralelos sdo posicionados em
concordancia com a estratificacdo do escoamento que é conhecido a - priori, a
derivada da espessura Optica mostra a posicdo aproximada das fronteiras dentro do

duto, distinguindo as trés fases.

A Figura 4.6 mostra a derivada da espessura Optica da Figura 4.1 para uma

vista de feixe de raios paralelos com energia de 9 keV.

air ail
02 200

, |

0l gl .
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
water withiout duct
500 500
D L T
s | am : :
S0 100 150 200 250 ] 100 200 300
T iron « 10t compogite
1 1
] ]
-1 -1
] 100 200 300 ] 100 200 300

Figura 4.6: Derivada da espessura optica para energia de 9 keV.

As Figuras 4.7 e 4.8 mostram a espessura Optica e a respectiva derivada para

fotons com energia de 180 keV. Observa-se uma boa concordancia nas interfaces.
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Figura 4.7: Espessura Optica para energia de 180 keV.
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Figura 4.8: Derivada da espessura Optica para energia de 180 keV.

67



4.2 — CASO TRIDIMENSIONAL COM DUAS VISTAS

Neste caso, foi construido um sistema algébrico como foi postulado no

problema:

Para um arranjo de raios associados com (¢, 8), dado:

{b(&,0), 8nico)ebicpni=1,..,1(,0)} (4.1)

Achar g,, tal que:

1(£,60
Yo=1 Zi(:i )Un5n,i(§,9)()/i(f,e) — Yigo)-1) = b(,0) (4.2)

A fim de tornar possivel o calculo, foi associado um peso aos parametros da
matriz A, isto é, calcular 0 y; ), COMo € mostrado na Figura 4.9. Este peso é o

comprimento percorrido pelo raio dentro das regides ao atravessar o duto.
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Figura 4.9: Determinacéo do peso.

Podemos refinar a distincdo dos niveis considerando mais camadas.
Obviamente, a direcdo da estratificacdo € respeitada na definicdo das camadas. Este

trabalho considera apenas vinte e cinco camadas.

Pelo fato do sistema algébrico utilizado no processo de reconstrucdao ser mal
condicionado, devemos utilizar a técnica de regularizacdo Tikhonov obtendo assim
uma solucdo estavel para os coeficientes de absorcdo das trés camadas estratificadas

no escoamento de gas — Oleo - agua.
O parametro de regularizacio experimental encontrado é da ordem de 10710 .

A Figura 4.10 mostra o coeficiente de atenuagdo exato em azul e o coeficiente
reconstruido com a regularizacdo de Tikhonov em vermelho para fétons com 180 keV

de energia.
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Figura 4.10: Reconstrucdo do escoamento para energia de 180 keV.

A curva verde mostra a instabilidade do problema se este fosse resolvido sem a

regularizacdo de Tikhonov.

O mesmo problema foi repetido com outro arranjo de dados, ou seja, fotons
com energia de 9 keV. Neste caso, a diferenca de valores entre os coeficientes de
atenuacdo da agua e do 6leo é mais acentuada, porém, as fronteiras entre as fases, com
a utilizacdo do método mostrado neste trabalho, apresenta o mesmo resultado em

ambos 0s casos.

A Figura 4.11 mostra a reconstrucao para fétons com energia de 9 keV.
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Figura 4.11: Reconstrucdo do escoamento para energia de 9 keV.
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CAPITULO5

CONCLUSOES

Os resultados mostram que esta metodologia aplicada ao processo de

reconstrugdo de imagem de um escoamento estratificado é valida.

O procedimento empregado para 0 arranjo com uma unica vista, mostra que
ndo é possivel a reconstrucdo da imagem, porém, podemos observar a existéncia de
diferentes materiais através da atenuacao dos feixes de raios X apresentando assim, as

descontinuidades.

As derivadas das espessuras Opticas mostram a posicdo aproximada das

fronteiras dentro do duto, permitindo assim distinguir as fases.
Uma boa concordancia foi observada nas fronteiras.

Para o arranjo tridimensional com duas vistas, o sistema algébrico utilizado no
processo de reconstrucdo é mal condicionado. Por causa deste problema, foi utilizada a
técnica de regularizacdo Tikhonov obtendo assim uma solugdo estavel para os
coeficientes de absorcdo das trés camadas estratificadas no escoamento de gas — 6leo -

agua.

Comparando fotons de 9 keV com fétons de 180 keV, observamos que para
fotons de 9KeV, a diferenca de valores entre a secdo de choque da agua e do 6leo é
mais acentuada, porém, as fronteiras entre as fases, apresentam a mesma qualidade em

ambos 0s casos.

A medida que aumentarmos 0 nimero de vistas, a reconstrugdo da imagem

podera ser obtida de maneira mais fiel possivel a imagem original.
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A utilizacdo deste método continuard a ser empregada em escoamentos
multifasicos em dutos, em especial do sistema agua — Oleo — gas da industria

petrolifera.

Também sera utilizado em escoamento multifasico em sistema &dgua — vapor na
inddstria nuclear com vista a uma melhor determinacdo de parametros como

porosidade e velocidade das fases.

Possivel utilizacdo deste método em projeto de implante assistido com
tomografias tridimensionais reconstruida com poucas vistas radiograficas na industria

odontologica.
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APENDICE 1

FATOR DE MULTIPLICACAO DA INCERTEZA

Considere o problema linear

Kx= Y, (Al)

onde K e y sdo dados e x € a incognita (SILVA NETO E MOURA NETO, 2005).
Considere, ainda, uma perturbagdo de y, y¢, tal que |y — y¢| « € e definida x€ a

solucdo da equacéo perturbada:
K x€ = y©. (A.2)
Entéo,
Kx —x)=y-y e x—x=K'(y- y)
donde
lx — x| =K' (y — ¥9)I
e, usando Eq.(A.15), obtemos:

lx— x| < [K~'I(y — ¥9)I (A3)

Isto €, 0 erro, - por ndo se conhecer y, apenas uma aproximacgdo y¢ - €, no

méaximo, ampliado por |K~!|, como se pode concluir da Eq. (A.3).
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Consideremos 0 mesmo problema linear, porém, vamos assumir que K é
inversivel; entdo, x = K~'y. O que se quer é analisar a condi¢io da avaliagio
y — K~1y. Este caso, quando considerado na relagdo do erro absoluto na avaliagio
com o erro absoluto no dado, tem niimero de condicdo |K~1y|/|y| que é limitado por

|K~1|, como pode ser visto recorrendo-se novamente & Eq.(A.15).

Agora, essa ampliacdo maxima é atingida em determinadas circunstancias, uma

vez que, pela defini¢do dada na Eq.(A.14),

|K~'z|
|z|

|[K~!| = sup

|z| =€
Donde existe z, com |zy| = €, tal que
|K~* = |K~"2o|/|Z0].
Se escolhermos y¢, de forma a que y — y€ = z,, teremos
Ky — ¥l = 1K~ (v — ¥,

mas

Kly=x e K ly®= x€
Por definicdo de x e de x¢ (A.1 e A.2), donde:
K~y — ¥l = |(x — x| (A.4)

Resumindo: para qualquer y existe uma perturbacdo y¢ = y + z, (ou seja, um ponto a

uma distancia € de y), para a qual o erro sera ampliado por |K‘1|. Aqui, a solucgao

x¢ = K lys=K Yy +2zy)=x+K g,
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E o erro cometido tem tamanho

K™ zo| = K™ €.
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APENDICE 2

NORMAS, PRODUTOS INTERNOS E ADJUNTAS

Em R", denotaremos por

[
el = o + 25+ +

a norma euclidiana do vetor x = (x4, ...,x,)". Se y € R™, o produto interno é

denotado por

(x,¥) =x1y1 + ...+ x,v, = xty (A.5)

Dada uma matriz real A, m por n, denotaremos A* matriz ou operador adjunto

de A, isto é, a matriz que muda de posicao no produto interno de forma que

(Ax,y) = (x,A"y),Vx e R",Vye R™ (A.6)

Observamos que o produto interno indicado ao lado esquerdo da Eq.(A.13) é

calculado em R™, e 0 no lado direito é calculado em R™. Como

(Ax,y) = (Ax)'y = x' A’y = (x, A'y)
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para todo x € R" e y ¢ R™, pelas propriedades da transposicdo de matrizes,
concluimos que o operador adjunto de A é simplesmente a transposta de A: A* = A°.

Relembramos que a norma induzida de A ¢ dada por:

|Ax| |Ax|
Al =su —=-su —
| | p x+0 |x| lezr |x|

re#

=Sup  |xj=1 |AX] (A7)

E possivel mostrar que |A| = (maior autovalor de A'A) /%, e se B é uma

matriz e X um vetor de tamanhos apropriados,

ABI< |4]|B] e |AX| < |Al|x] (A8)

Dados dois vetores u e v em R™ (que estamos sempre pensando como matrizes
de n linhas e uma (1) coluna, isto é, “vetores na vertical”), define-se 0 produto
tensorial u®v como sendo a matriz, cuja entrada i j é dada por u;v;, isto é, U®V =
u vt. Note a semelhanca, mas também a diferenca, em relagdo a definicdo do produto

interno, Eq.(A.12).

Denotamos por L?(Q) o conjunto das fungdes f de quadrado integravel, e por

(f,g) = fﬂf(x)g(x)dx o produto interno definido em L2(Q).
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APENDICE 3

TEOREMA ESPECTRAL

Seja vy, ..., v, uma base de R™. Dizemos que esta & uma base ortonormal se 0s
vetores forem ortogonais dois a dois e tiverem norma igual a 1, isto é, se 0s vetores

satisfizerem as seguintes relacdes de ortogonalidade:

lsei=j,i,j=1,..,n

vy, ) = 6 :{ Osei#].

Seja V a matriz, cuja coluna de nimero i é o vetor wv;. Entdo, a base é
ortonormal se e s6 se VtV=I, onde | é a matriz identidade. Neste caso, a matriz V é

chamada de ortogonal.
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APENDICE 4

DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES

Seja K uma matriz real mXn e p = min{m,n}. Entdo, existem bases
ortonormais uy, ..., u,de R* e vy, ...,v,, de R™ e 0y = -+- 0, = 0, tais que, com A,

uma matriz mXn dada por

01
A= Oy semz=n
o - 0
(F} 0
Ou A= : sem<n

e com V = (vq,V3, ..., Vyy), Uma matriz mXm, U = (uq, uy, ..., u,) uma matriz nXxn,

tem-se

K=V AU (A.9)

Os valores singulares de K sdo 0os nimeros g;, que denotaremos por g;(K) >
-+ =2 0,(K) = 0, fazendo mencéo explicita a matriz K. Quando o indice i cresce, o

valor singular decresce.
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A Eq.(A.16) pode ser escrita de diferentes formas.

Observacgéo: Autovalores e valores singulares.

i. Se K é uma matriz real, simétrica e A;(K) == A,(K) sdo 0s seus

autovalores, entdo, o conjunto dos seus valores singulares é
{4 Kool A (KO}
ii. Tem-se que [K] = g, (K) e, se K for inversivel, [K~!| = [0, (K)] 7.
iii.  Seja A uma matriz real e simétrica. Entdo, [A] = max;|4;(4)].

iv. Se A = K'K, os autovalores de A, 2;(K‘K), sdo relacionados aos valores

singulares de K, a;(K), por 1;(K*K) = 6 (K).
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