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Para repositério definitivo dos rejeitos radioativos de alta atividade tém-se
considerado os depositos geoldgicos profundos, de baixa permeabilidade e estaveis.
Um problema comum encontrado é a modelagem da migragao dos radionuclideos em
um meio fraturado. Neste trabalho, o sistema fisico adotado consiste na rocha matriz
contendo uma fratura discreta em um meio poroso saturado de agua. As equagdes
diferenciais parciais que descrevem o movimento dos radionuclideos foram
discretizadas por diferencas finitas, sendo adotados os métodos: Euler Explicito, Euler
Implicito e Crank-Nicolson. E, para cada um destes métodos, o termo convectivo foi
discretizado pelos seguintes esquemas numéricos: diferengas atrasadas, diferengas

centradas e diferengas progressivas.

O objetivo deste estudo foi avaliar como e em que condigdes estes tratamentos sao
representativos do problema em questdo. E fazer uma comparagao, para determinar
qual discretizagcdo temporal e espacial tem o melhor desempenho em relagédo a uma

solugao de referéncia.

Os resultados obtidos mostram que o Método de Euler Explicito com discretizagao

progressiva no termo convectivo tem uma boa acuracia.
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RADIONUCLIDE MIGRATION IN FRACTURED MEDIA: NUMERICAL STUDY OF
ADVECTION/DIFFUSION IN A FRACTURE AND DIFFUSION IN THE ROCK MATRIX,
AND NUMERICAL SOLUTION FOR A SOLUBILITY LIMITED DISSOLUTION MODEL
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February/2008
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Final repositories of high-level radioactive waste have been considered in deep,
low permeability and stable geological formations. A common problem found is the
migration modeling of radionuclides in a fractured rock. In this work, the physical
system adopted consists of the rock matrix containing a single planar fracture situated
in water saturated porous rock. The partial differential equations that describe the
radionuclide transport were discretized using finite differences techniques, of which the
following methods were adopted: Explicit Euler, Implicit Euler and Crank-Nicolson. For
each one of these methods, the advective term was discretized with the following
numerical schemes: backward differences, centered differences and forward

differences.

The proposal of this work is to evaluate how and under what conditions these
treatments can be considered a representative of the problem, and to make a
comparison to determined which temporal and space discretization has the best result

in relation to a reference solution.

The obtained results show that the Explicit Euler Method with forward discretization in

the advective term has a good accuracy.
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CAPiTULO 1

INTRODUGAO

Com o advento da tecnologia nuclear, os paises que a empregaram receberam muitos
beneficios com o aumento na produgdo de energia, porém como em qualquer
atividade relacionada com a industrializagdo, ha inevitavelmente a produgdo de
residuos. A produgdo de residuos radioativos € muito pequena, em termos de volume,
quando comparada com outros residuos industriais. As meias-vidas relativamente
longas de alguns radionuclideos presentes nesse material, bem como a alta atividade
e toxidade quimica, fazem com que a questdo assuma uma importancia pertinente,

tanto para a geracao atual quanto para as futuras.

Parte destes residuos, os de alta atividade resultante de reprocessamento e
combustivel irradiado destinado a eliminacdo direta (HLW — High Level Waste),
permanecem perigosos durante milhares de anos e, por isso, devem ser
cuidadosamente armazenados, utilizando barreiras que retardem o retorno dos

radioisétopos a biosfera.

Dessa forma, o maior desafio envolve o gerenciamento dos rejeitos de longa vida e
alta atividade, que devem ser isolados do meio ambiente, sendo os locais de
disposicdo desses rejeitos escolhidos de modo a garantir seguranga por muitos
milhares de anos, OECD (1999).

Embora ndo se conheca precisamente até que profundidade a biosfera possa atuar - a
profundidade é necessaria para eliminar riscos de intrusdo humana, animais, plantas,
etc; a tendéncia atual consiste em dispor os rejeitos radioativos em depdsitos
profundos e geologicamente estaveis. Nesse contexto, passa a assumir grande
relevancia o enfoque dado a questdao do processo de movimentacdo da agua
subterranea, pois o mecanismo pelo qual os radionuclideos em um repositério com
fraturas poderiam retornar a superficie € justamente o sistema de circulacdo das

aguas subterraneas.



Desse modo, verifica-se que, além dos aspectos hidrolégicos da possivel area de
disposicdo de rejeitos radioativos, € necessario conhecer como as litologias
caracteristicas do local podem absorver/adsorver os radionuclideos transportados e
estabelecer a sua composi¢cdo mineralégica e quimica, uma vez que 0 proprio
ambiente geoldgico pode atuar como uma barreira quimica. Ademais, como a maioria
das rochas permitem a passagem de agua, a barreira quimica que elas possam
eventualmente apresentar torna-se mais importante que qualquer barreira fisica que
venham a oferecer, CORWM (2005).

O principal requisito para um depdésito geoldogico de rejeito radioativo € a baixa
permeabilidade e baixa porosidade da matriz rochosa. Assim, as mais variadas
alternativas litolégicas tém sido sugeridas e testadas, tais como granitos, depésitos e
minas de sal, espessos pacotes argilosos, sequéncias vulcanicas, basaltos, gnaisses e
xistos, DAY et al.(1985). Porém, o consenso & que possivelmente nenhuma delas
constitua uma barreira fisica perfeita para isolar o repositério do seu ambiente
circundante, considerando-se, em vez disso, que um tipo seja mais apropriado do que

o outro, dependendo do contexto em que esteja inserido.

Atualmente, a principal concepg¢ao para um reservatério final do combustivel nuclear
gasto é baseada no método KBS-3 (KBS-3, 1983), o qual implica que os
radionuclideos de alto nivel de atividade sao colocados num repositério a profundidade
de 500m em rocha cristalina com varias barreiras de engenharia como mostra a figura
1.1.

Combustivel Argila
Revestimento gasto (bentonite) Porgao superior do repositdrio

y

Pastilha de Latdo de cobre com  Rocha Porgao inferior do

diéxido de uranio insercéo de ferro cristalina repositério
fundido

Fig.1.1 - O Método KBS-3 para armazenagem do combustivel nuclear gasto.
A avaliacdo de desempenho do reservatorio final para o combustivel nuclear gasto

inclui avaliacdo do transporte dos radionuclideos que acidentalmente escapem através

das barreiras locais de engenharia. A geosfera servird de barreira exterior, que



retardara a migragao dos radionuclideos para a biosfera. Um minucioso entendimento
dos mecanismos de migracdo e o efeito da heterogeneidade espacial das
propriedades da rocha no transporte dos radionuclideos na fratura €&, portanto,

essencial para a avaliagcado desse desempenho, JACOB (2004).

O combustivel nuclear gasto é enclausurado em latées de cobre com a insergao de
ferro fundido. Os latdes sdo colocados em aberturas do piso no tunel de deposicéo.
O latao é circundado por bentonite que ira isolar o latao do fluxo da agua subterranea,
mantera o latdo no lugar e retardara o transporte de radionuclideo do latdo para a
rocha circundante. No pior cenario a se desenvolver, as barreiras de engenharia
falharao e a eficiéncia da barreira para possiveis liberagbes de radioatividade para a

biosfera, apenas dependerdo do ambiente rochoso como mostra a figura (2).

Infiltragdo
de agua

Vazamento do latdo

Difusdo de nuclideos
para a rocha matriz

Fig.1.2 - Processo de transporte a partir do repositorio.

O limite de solubilidade ¢ um importante fator na liberacdo do radionuclideos das
barreiras de engenharia, pois limita eficazmente a liberagdo de muitos radionuclideos.
E conforme SULLIVAN (2004), GARISTO (1987), CHAMBRE (1982), o quanto de
radionuclideo sera liberado para o ambiente rochoso dependera de uma intrincada
interacdo entre a taxa de lixiviagdo do rejeito, a quantidade de rejeito que estara
exposto a agua, a meia vida do radionuclideo, o inventario do radionuclideo, e a

posicao do radionuclideo na cadeia de decaimento.



O modelo de liberacao de solubilidade limitada permite uma instantanea liberagao para
a solucado antes que o limite de solubilidade seja alcangado. Posteriormente, as
liberagdes serdo controladas pelas migracées dos radionuclideos do rejeito para a
solugdo. Um balango é alcangado entre a taxa de liberacdo e a taxa de migragao de
tal forma que a concentragao da solugdo permaneca no limite de solubilidade, ou seja,

constante.

Este modelo pode ser aplicado para um nuclideo especifico e, freqientemente ¢é
aplicado como taxa de controle no mecanismo de liberagdo para contaminantes que

tem baixa solubilidade em aguas subterrdneas, como uranio, pluténio, neptunio e

outros actinideos. O 237Np € um dos actinideos mais importante no rejeito nuclear,

devido a sua meia-vida longa e seu fator de dose alto.

O modelo de solubilidade limitada € freqientemente aplicado em conjunto com outro
mecanismo de liberagdo. Em tais casos, o0 mecanismo alternativo assume o controle
da liberagcdo a menos que, o limite de solubilidade seja excedido. Se isso ocorrer, a
precipitacdo do contaminante ocorrera de forma que a concentragao da solugao sera
igual ao limite de solubilidade. A massa do precipitado se dissolvera conforme os

mecanismos de transporte removerem o contaminante do rejeito para o meio rochoso.

Se o limite de solubilidade for negligenciado, isto acarretara a superestimacao da

concentragdo maxima deste nuclideo.

Este trabalho analisa alguns dos possiveis métodos numéricos que se aplicam as
equacbes diferenciais parciais (EDP) que modelam o problema de migragao, sendo

dominante na fratura o transporte convectivo/difusivo e nos poros o transporte difusivo.

O Capitulo 2 tem por finalidade posicionar o trabalho no contexto da literatura, fazendo
uma revisdo bibliografica onde s&o abordados alguns trabalhos que desenvolveram
solugdes analiticas e numéricas para estudar a migragéo de radionuclideos em fratura
de rocha porosa e cita também alguns trabalhos experimentais para melhor entender o

comportamento de mobilizagdo dos radionuclideos em fraturas de rocha.

No Capitulo 3 sdo expostas as equacdes diferenciais parciais que descrevem o
transporte de radionuclideos em uma fratura discreta, baseada em um modelo fisico

de solubilidade limitada na entrada da fratura.

No Capitulo 4, as equagbes governantes serdo discretizadas por diferengas finitas,
onde os seguintes métodos serao adotados: Euler Explicito, Euler Implicito e Crank-

Nicolson. Para cada um desses métodos, o termo convectivo sera discretizado pelos



seguintes esquemas numéricos: diferencas atrasadas, diferengas centradas e

diferencgas progressivas.

Ainda neste capitulo, para realizar a analise numérica, estudou-se a consisténcia dos
meétodos numéricos adotados, aplicando a expansdo em série de Taylor nos termos
discretizados, para obter o erro local de truncamento. Em seguida, para a analise da
estabilidade numérica das equacgdes, foi determinado o fator de amplificacao pelo
conhecido Método de von Neumann. E, finalmente, analisou-se a convergéncia pelo

Teorema de Equivaléncia de Lax.

No Capitulo 5 sdo apresentados os resultados numéricos para o 237Np onde uma

solucdo de referéncia é obtida para 10 e 100 anos, e assim, realizada uma
comparagdo das discretizacdes temporais e espaciais. E realizado um procedimento
de desacoplamento do termo fonte e, também, sao tragados graficos ilustrativos para
1000 e 10000 anos.

O Capitulo 6 finaliza com a apresentacdo das conclusées do trabalho e de

recomendacdes para estudos futuros.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

A migracao de radionuclideo em fratura discreta tem sido estudada desde a década de
70, sendo primeiramente idealizada como uma fratura singular, sem difusdo, o que se
assemelha ao escoamento em uma tubulagdo. A difusdo na rocha matriz foi entao
incluida nos modelos, como por exemplo, em NERETNIEKS (1980), RASMUSON
(1981), TANG et al.(1981), CHIOU (1992), LI (1993), que contribuiu para retardar a

migracao do radionuclideo na matriz de rocha porosa.

Em NERETNIEKS (1980) analisou-se a acessibilidade da rocha matriz para o
radionuclideo na extensao da fratura, que aumenta os mecanismos de retardo na
migragcéo de radionuclideo. Este autor ainda sugeriu que a migragcado dos nuclideos,
da agua na fratura para a agua nos poros da rocha matriz por difusdo nos poros, pode
aumentar o retardo em muitas ordens de magnitude quando comparado com o retardo
pela reacdo na superficie da fratura apenas. O retardo, por outro lado, pode ser
muitas ordens de magnitude menor que o valor maximo que poderia ser obtido se toda
rocha matriz estivesse acessivel. Isto dependera muito da largura da fratura e do

espagamento entre poros.

Em RASMUSON (1981) estendeu-se o modelo para incluir a dispersao radial e
discutiu-se 0 modelo de migragdo unidimensional com a solugdo analitica, a qual é
dada em termos de uma integral infinita. O integrando é, as vezes, uma funcao
altamente oscilatéria dos parametros do sistema. Um método especial de integragéo
foi desenvolvido para calcular a integral infinita. Os autores constataram que a
dispersao longitudinal pode afetar significantemente a quantidade de material
radioativo que alcanga a biosfera. Os radionuclideos, que podem decair
completamente sem dispersdo longitudinal, podem chegar a concentragdes
insignificantes. Os efeitos de dispersdo de magnitude podem reduzir

significantemente os efeitos de retardo da difusdo na matriz.

Uma solucao analitica geral foi desenvolvida em TANG et al. (1981) para o problema



da migragao do soluto ao longo de uma fratura discreta numa rocha matriz porosa. Os
referidos autores mostraram que a difusdo na matriz pode ser vista como um valioso
mecanismo de seguranga nos problemas de contaminagdo em potencial envolvendo
uma fonte concentrada em rocha fraturada. Este mecanismo de seguranca dependera
fortemente dos parametros de migracao; por exemplo, em um sistema com uma matriz
largamente porosa e pequena velocidade no fluido da fratura, isto sera muito mais
efetivo que um sistema com baixa porosidade na matriz e alta velocidade de fluido na

fratura.

Em CHIOU (1992) foi desenvolvida uma solugéo analitica baseada na transformada de
Laplace com condi¢do de contorno de entrada tipo fluxo (flux-type boundary condition).
Uma comparagao entre os perfis de concentragdo com uma condi¢cdo de contorno de
entrada tipo fluxo e aquelas com uma condicdo de contorno de entrada tipo
concentracao mostrou que o perfil da concentracdo é fortemente influenciado pela

condicao de contorno de entrada quando o fator de retardo da rocha matriz é alto.

Em LI (1993) foi desenvolvida uma solugdo analitica baseada na transformada de
Laplace, utilizando como condicdo de contorno de entrada o modelo cinético de
solubilidade limitada. A medida que a taxa de dissolucdo constante se aproxima do
infinito, a condigdo de contorno de entrada do modelo de dissolu¢do de solubilidade
limitada pode ser substituida pela condicdo de contorno de concentragao constante.
Reafirmando, a condigao de contorno de concentragao constante representa um limite
superior conservativo para a taxa de dissolucdo de solubilidade limitada. Difusao na
matriz aumenta a taxa de dissolugdo, ainda que este possa também aumentar o

retardo no transporte do soluto na fratura.

Todos estes modelos foram baseados em aproximacgdes analiticas. Para representar
numericamente a migragdo de radionuclideos, citam-se aqui alguns modelos que
foram apresentados por GRISAK (1980), BUCKLEY (1994, 1992a, 1992b, 1993a,
1993b) e BOBBA (1989).

Em GRISAK (1980) foi desenvolvido um modelo de elementos finitos para simular a
migracao do soluto reativo e ndo-reativo num campo de escoamento unidirecional. O
efeito liquido dos coeficientes de difusdo na matriz e/ou dos coeficientes de
distribuicdo na matriz foi reduzir significantemente a velocidade efetiva do soluto na

fratura.

Em BUCKLEY (1994) foi modificado o coeficiente de dispersdo padrdo para que a

solugédo da equacdo média lateral apresentasse concordancia com a mais detalhada



analise. Em particular, os efeitos da difusdo lateral com reagbdes ocorrendo na
interface fratura-matriz foram investigados. Os autores realizaram uma analise
numérica detalhada do problema utilizando uma técnica explicita de diferencgas finitas
envolvendo geometria cilindrica ndo-reativa e pratos paralelos. Este estudo forneceu

resultados satisfatorios quando comparados com outras publicagées.

Em BUCKLEY (1992a), os referidos pesquisadores exploraram varias técnicas
numeéricas para a solugcdo da equacgao de transporte. Os métodos utilizados foram:
upwind, método Smolarkiewicz e o esquema NND (n&o oscilatério, sem parametros
livres e dissipativo) de ZHANG (1992), todos explicitos. Estas técnicas foram também

aplicadas para o caso multidirecional onde a solugao exata ndo pode ser obtida.

Em BUCKLEY (1992b), estes autores descrevem a solugdo numérica da equagao de
transporte para os dois casos: um modelo “picket fence”, no qual f (fungao
redistribuicdo), € na forma de uma onda quadrada, e um modelo de fratura angular no
qual fe Z (funcdo de espalhamento), sdo dependentes do angulo no qual a particula

pode viajar.

Em BUCKLEY (1993a), estes pesquisadores comparam os resultados numéricos da
modelagem da equacgédo de difusdo com decaimento radioativo unidimensional com a
obtida com a equacéo de transporte, que inclui dependéncia direcional e, portanto, tem

aplicacao no poro e na fratura.

Em BUCKLEY (1993b), os autores utilizaram o esquema NND para a equagao
convectiva-difusiva na fratura junto com o esquema explicito de diferengas finitas
(primeira ordem no tempo e de segunda ordem no espago) para a difusdo no poro e
aplicaram em dois problemas tipicos: para a condicdo de contorno tipo fluxo sem
decaimento radioativo e para a condigdo de contorno tipo concentragdo considerando

o decaimento radioativo.

Em BOBBA (1989), o autor descreve um modelo matematico para determinar a
concentragdo do soluto num ponto dentro de um sistema simetricamente cilindrico de
matriz porosa (cylindrically symmetrical conduit-porous matrix system). A equacao de
transporte foi resolvida utilizando a técnica ADI (método implicito de diregdes

alternadas).

Nestes modelos um mecanismo exato da difusdo na matriz ndo foi plenamente
considerado devido a sua complexidade matematica. Em vez disso, estes modelos

focalizaram o efeito de um sistema de fraturas que interceptam outras fraturas para



criar caminhos para o escoamento de aguas subterrneas e a migracdo dos

radionuclideos.

Para representar investigacbes em laboratério, citam-se aqui alguns estudos
realizados visando determinar parametros basicos relacionados com as litologias
selecionadas, como barreiras fisica e quimica para a migragdo de radionuclideos e
para melhor entender o comportamento de mobilizagdo dos radionuclideos em fraturas

de rocha.

O objetivo do estudo de VANDERGRAAF et al.(1996) foi examinar migracdo de
radionuclideos em uma fratura natural, em bloco de granito, em laboratério. A
experiéncia demonstrou que a sorgdo e comportamento de migragdo de
radionuclideos quimicamente simples sdo muito complexos. E que, apds o
experimento, a analise do material que revestia a fratura demonstrou uma clara

associagao dos radionuclideos com outros grupos minerais.

HOLTTA et al. (1996) realizaram experimentos para examinar os efeitos da difusdo na
matriz e dispersdo hidrodindmica na migracdo de radionuclideos em escala de

laboratdrio.

WILLIAMS (1996) explica e compara os modelos matematicos usualmente
empregados para estudar a migragdo de radionuclideos em rocha com fraturas. As
vantagens e desvantagens destes modelos sdao abordadas e uma nova aproximagao

baseada em uma analogia com transporte de néutron é introduzida.

Em HOLTTA et al. (1997), as caracteristicas do escoamento e o comportamento do
transporte dos tracadores foram interpretados usando um modelo numérico de
compartimento (numerical compartment model) para a dispersdo. Também foi
calculado o efeito da difusdo na matriz usando uma solucéo analitica ao problema de
convecgao-difusao, onde a superficie de retardo foi levada em conta. O
comportamento do transporte de radionuclideos nas fraturas foi explicado com base

na estrutura rochosa.

Como a escala de tempo envolvida nos estudos de laboratério constitui uma limitacao,
diante da incerteza de que os resultados obtidos nas medidas de curto intervalo de
tempo possam ser extrapolados para os periodos de 10* a 10° anos, pesquisas
também foram direcionadas na avaliacdo de sistemas naturais constituindo analogos

da situacao ao redor de um repositério eventualmente fraturado.

A mina de uranio de Koongarra ao norte da Australia, a mina de uranio Osamu Utsumi



ao sudeste do Brasil, provéem um 'analogo natural' para processos que sao de
relevancia para avaliar a seguranga de depésitos de rejeitos radioativos. Em PAYNE
(2006) é abordado um projeto internacional que se estende por mais de duas décadas
onde Koongarra foi estudado para aumentar a compreensdo e o entendimento da
migracao de radionuclideos e dos mecanismos de absorg¢do/adsor¢ao que poderiam
acontecer nas proximidades de um repositério geoldgico profundo. Esta pesquisa
incluiu extensiva caracterizacédo das condigdes geologicas, hidrologicas e geoquimicas
do local. E também foram estudados padrbes da distribuicdo de radionuclideos nas

rochas e na agua subterranea.

Neste trabalho, o objetivo foi primeiramente fazer uma analise numérica das equacodes
de migracdo de radionuclideos dada em LI (1993), que utiliza como condicdo de
contorno de entrada o modelo cinético de solubilidade limitada. Na literatura,
encontraram-se trabalhos de analise de estabilidade para a equacdo convectiva-
difusiva para varios esquemas numéricos, WESSELING (1996), BECKERS (1992) e
CHAN (1984). Utilizou-se neste trabalho o tratamento mais simples possivel para as
equagles de migracdo, o meétodo de diferengas finitas nas discretizagdes, sendo os
métodos estudados: Euler Explicito, Euler Implicito e o semi-implicito de Crank-
Nicolson. E esta analise teve como foco principal o comportamento do termo
convectivo da equagéao na fratura, sendo este termo discretizado de forma progressiva,
centrada e atrasada. O objetivo deste estudo foi avaliar como e em que condig¢des
estes tratamentos sio representativos do problema em questdo. E fazer uma
comparacao para se determinar qual discretizacdo temporal e espacial tem o melhor
desempenho em relagdo a uma solugdo de referéncia dada por um software

computacional.
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CAPiTULO 3

MIGRAGAO DE RADIONUCLIDEOS

31 Descri¢ao do Modelo Fisico

A formulagido proposta neste estudo é similar ao modelo utilizado por LI (1993) e
TANG et al.(1981). A partir das consideracgoes feitas nestas publicagdes € que serao

realizadas as analises numéricas das equagdes governantes.
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Fig. 3.1 - Geometria do modelo com uma fratura singular, plana e de comprimento

infinito.
O sistema fisico foi idealizado como mostra a figura 3.1.

Considerou-se que a rocha contém uma fratura plana, com largura 2b. A rocha matriz
foi simplificada como sendo um ambiente poroso plenamente saturado, de porosidade

6. A velocidade da agua foi assumida constante com o tempo, espacialmente
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uniforme dentro da fratura e zero dentro dos poros da rocha matriz. Os mecanismos

de transporte na fratura e nos poros considerados no problema foram os seguintes:
1. transporte advectivo ao longo da fratura

2. dispersao hidrodindmica longitudinal na fratura, na direcao do eixo da fratura

3. difusdo molecular na rocha matriz

4. adsorgao sobre a superficie interna da fratura

5. adsorcao na rocha matriz

6. decaimento radioativo sem precursores (neste modelo a cadeia de decaimento nao

€ considerada).

A dispersao hidrodinamica significa a disseminagao das particulas, que é o resultado
da dispersdo mecanica e da difusdo molecular. A dispersao mecanica é causada pela
variacdo da velocidade, e a difusdo molecular é causada pelo gradiente da
concentracdo no espaco. No caso do fluxo uniforme e do meio isotrépico, o

coeficiente de dispersao hidrodindmico D; pode ser expresso como:
Di=a, v +D*,
onde:
a, = dispersividade na diregédo do eixo da fratura (m)
v = velocidade da agua na fratura ( m/ano )
D* = coeficiente de difusdo molecular na agua ( m%ano )

No interior da rocha matriz (poros), somente a difusdo molecular foi considerada, por
causa da baixa permeabilidade do meio. Igualmente, a difusdo longitudinal nos poros
da rocha matriz é tdo pequena que se assumiu nao contribuir para a migragao do
soluto no meio poroso. Visto que a fratura esta inteiramente repleta de agua, nao é
considerada a sorcdo na fratura, exceto na interface fratura com o meio poroso.

Dentro da rocha matriz, de certo modo, forte sorgao ocorre.

Resumindo, as consideragdes realizadas para a geometria do problema e suas

propriedades hidraulicas foram as seguintes:
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1. Alargura da fratura € muito menor que seu comprimento.

2. A agua da fratura estd bem misturada, de forma que a concentragao é uniforme

em qualquer plano perpendicular a dire¢cao do fluxo.

3. O transporte ao longo da fratura é muito mais rapido que o transporte nos

poros da rocha matriz.

4. A permeabilidade da rocha matriz € irriséria, de forma que o transporte nos

poros & dominado pela difusdo molecular.
5. O fluxo de agua na fratura é laminar.

Em vista das consideracdes 1 e 2, a transferéncia de massa ao longo da fratura pode
ser descrita por coordenada retangular unidimensional. Em vista das consideracbes 3
e 4, o fluxo de massa nos poros da rocha pode ser tomado na dire¢cao perpendicular
ao plano da fratura. A consideragao 5 permite o uso da lei de Darcy, CHAMBRE et al.
(1982). Do ponto de vista geoquimico, o equilibrio quimico é assumido entre a agua e
o soluto. O modelo matematico se encontra descrito no Apéndice A, sendo a partir da
equacao da conveccao/difusdo para a fratura e da equacéo da difusao para a rocha

matriz.

3.2 Formulagao do Problema

Da teoria do balanco de massa e das consideracbes feitas para o problema, a
equacao diferencial parcial que descreve o movimento dos radionuclideos em uma

fratura é dada por:

'y oC,(z,1) . 82Cf(z,t) +V5Cf (z,0)

q(z,1)
+ R, AC (z,0) + =0 3.1
/ ot / 0z> 0z ;o (2,0) b (3.1)

para z>0,t>0

onde:
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C,(z,t) — concentrag@o do radionuclideo na agua da fratura ( Kg-nuclideo/m*-agua)

R, — fator de retardo na fratura (adimensional), definido como:
K
R, =1+ L
b
K,  — coeficiente de distribuicéo superficial de soluto por unidade de area da

interface da fratura sobre a unidade de volume (m)
t — tempo (ano)

D,  — coeficiente de dispersao longitudinal ( m? /ano )

v — velocidade da agua na fratura (m /ano)
z — coordenada ao longo da fratura (m)

A — constante de decaimento (1/ano)

b — metade da largura da fratura (m)

Podemos definir:

q(z,t) — fluxo difusivo da fratura para rocha matriz (Kg-nuclideo/ m?. ano), como:

ocC,
q(z,t)=-6D, & (3.2)

y=b
para z>0,t>0

Esta ultima equacéao fornece o acoplamento entre as equagodes (3.1) e a do poro, que

sera vista mais adiante.

0 —porosidade da rocha (adimensional)

C,(z,y,t) — concentragéo do radionuclideo na agua do poro ( Kg-nuclideo/m3-agua)

D, — coeficiente de difusdo no poro ( m? /ano )
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b% — coordenada perpendicular ao eixo da fratura (m)
Similarmente, a equacao que descreve o movimento dos radionuclideos no poro é:

oC,(z,,1) 0’C,(z,,0)
R—— - D —F2 " "“4+RIAC (z,y,)=0 3.3
para |y|>b, z>0,1>0

onde:

R, — coeficiente de retardo na rocha (adimensional), definido como:

1-0
R, =1+==p,K

p

K,  — coeficiente de distribui¢do na rocha, ( m® /Kg )

p,  — densidade darocha, (Kg/m®)

As condicbes iniciais para as equacoes (3.1) e (3.3), sdo:

C,(z,0)=0 ,para z>0

C,(z,5,0)=0 ,para [y|>b, z>0

As condicbes de contorno na fratura sao dadas por:
oC,(z,1)
R I CO klc, - ¢, (z,0)] (3.4)

para z=0,t>0

C;(0,t)=0 , para, >0

onde:
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k —taxa constante (m/ano)
C,  —solubilidade do soluto (Kg/m®)

Na equacéo (3.4), os termos do lado esquerdo representam os fluxos de convecgao e
dispersao, enquanto o termo do lado direito representa a taxa de dissolugéo cinética

de solubilidade-limitada. As condi¢cdes de contorno na rocha matriz s&o:

C,(z,b,1)=C,(z,1) ,para z>0, t>0 (3.5)

C,(z,0,t)=0 ,para, z>0, >0

A equacao (3.5), que especifica a concentracao na interface fratura-poro, fornece um

outro acoplamento entre as equagoes.
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CAPIiTULO 4

METODOS NUMERICOS

4.1 Equacoes Diferenciais Parciais

De acordo com FORTUNA (2000), para estudar uma vasta gama de fendmenos da
natureza, sao utilizadas Equacgdes Diferenciais Parciais (EDP), nas mais diversas
areas de aplicagdes. Para a resolugdo numérica, € necessario discretizar o dominio,

com a criagdo de uma malha de pontos.

As EDP podem ser classificadas em trés categorias basicas: Elipticas (associadas a
problemas estacionarios, em estado de equilibrio), Hiperbdlicas e Parabdlicas,
evolutivas com caracteristicas difusiva e/ou convectiva. As equacdes estudadas neste
trabalho sao evolutivas, pois consideram o fendmeno da difusdo na matriz € na fratura,
o fenbmeno convectivo-difusivo, como fator de modificacdo do estado do sistema,

estando associados a denominacédo EDP parabdlica.

Os problemas evolutivos, transientes ou de propagacao, envolvem a variagao temporal

das grandezas fisicas de interesse. A partir dos valores iniciais dessas grandezas em

um certo tempo ¢, calculam-se, pela solugdo numeérica da EDP, seus novos valores

em sucessivos intervalos de tempo At , até alcangarmos o instante final tr:

Note-se que estamos caminhando (marchando) na dimensao temporal em “passos” de

tamanho Ar, desde 7, até tr. Por isso, problemas transientes s&o também

denominados “problemas de marcha”.

Os problemas transientes necessitam de valores para a variavel dependente em ¢ =0

(condigdes iniciais), além de condi¢bes de fronteira para ¢ > 0.
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Podemos escrever, esquematicamente:

Valor L Novo
o Variagéo espacial e temporal de Condigdes de
inicial de | + + _ = | valor de
¢, dada pela equacao diferencial fronteira
¢ ¢

em que ¢ € a variavel dependente.

Para tratar computacionalmente um problema diferencial € necessario expressar de
forma adequada a regido (dominio) onde o problema sera resolvido. Como
usualmente ndo é possivel obter solugdbes numéricas sobre o dominio, uma regiao
continua, devido a infinidade de pontos envolvida, inicialmente o dominio é
discretizado, isto €, substituido por um conjunto finito de pontos representativos.
Somente nesses pontos € que as solugbes serdo obtidas. Logo, intuitivamente,
percebe-se que, quanto maior for o numero de pontos da discretizagdo, mais fiel sera

o resultado numérico obtido. Obviamente, maior sera também o custo computacional.

As condicbes de fronteira que sdo comumente encontradas na solucdo de equacgdes

diferenciais parciais sao:
Condicao de fronteira tipo Dirichlet: especifica o valor da fungao no contorno.

Condicao de fronteira tipo Neumann: especifica uma derivada normal a fungdo no

dominio.
Condicao de fronteira tipo Robin: especifica uma combinacéo dos dois tipos anteriores.

Neste trabalho se analisam algumas solugdes para o problema de transporte de
radionuclideo numa fratura discreta baseadas no modelo de solubilidade limitada na
entrada da fratura. Esta condicao de fronteira é tida como condigao de contorno tipo
Robin.

4.2 Equacodes de Diferengas Finitas

Os métodos de diferengas finitas consistem em substituir as derivadas parciais
presentes na equacgao diferencial por aproximagbes por diferencgas finitas. O resultado

final desse processo € uma equacdo algébrica, denominada equacgdo de diferencas
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finitas (EDF) que tem em sua composi¢gao as expressoes em estudo em funcéo dos
pontos da malha. A EDF é escrita para cada ponto da regido discretizada em que se
deseja calcular a solugao do problema. Resolvendo-se a EDF, encontra-se a solugao

aproximada do problema. Esta solugcao nao é exata, devido a erros:
e inerentes ao processo de discretizagao.
¢ de arredondamento nos calculos feitos no computador.
e na aproximag¢ao numérica das condi¢cdes auxiliares.

Todavia, quando a malha é refinada, a solugdo da EDP se aproxima da solugao
analitica do problema, embora um grande numero de pontos possa acarretar um

elevado custo computacional.

4.3 Discretizagao Temporal das Equac¢coes de Movimento de Radionuclideos
Os métodos analisados neste trabalho foram:

e Método de Euler Explicito

e Método de Euler Implicito

e Meétodo de Crank-Nicolson

8C, (z,1)

5 , foram utilizados as seguintes
zZ

Sendo que para o termo convectivo, v
discretizacoes:
- por diferengas atrasadas (v>0 - upwind).
- por diferengas progressivas.

- por diferengas centrais.

Os termos difusivos, , foram discretizados por diferencas

asz(z,t) 82Cp(z,y,t)
2 e 2

0z oy

centrais de segunda ordem.
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oC,(z,t)  0C,(z,,1)
- e
ot ot

progressivas de primeira ordem no Método de Euler Explicito e discretizados por

Os termos temporais, , foram discretizados por diferencas

diferencas atrasadas de primeira ordem no Método de Euler Implicito (lembrando que

aquio r =t ). O Método de Crank-Nicolson é semi-implicito de segunda ordem.

n+l

A notacao utilizada para a concentragao na fratura sera:
C,(z,0)= Cf;’
e para a rocha matriz:
C,(z,y,0)= szj

onde o indice n se refere a discretizacao temporal e os subscritos i e j se referem aos

pontos de malha espaciais nas dire¢des z e y, respectivamente.

44 Discretizagoes Espaciais das Equa¢oes de Movimento de Radionuclideos

na Fratura e Rocha Matriz

Para as discretizagcbes espaciais das trés formulagcdes em estudo na fratura, Euler
Explicito, Euler Implicito e Crank-Nicolson foram generalizadas por uma expressao,

sendo que para a discretizagao do termo convectivo por diferengas centrais, tem-se:

n+l n n n n n n
Cri —Cy, _ (1 _ 0 D, (Cp,=2C;, +C v Crin—Cria _C" + 1 N
At R, Az? R, 24z MORBT

D, (c —2cmt 4 Cm crto—cm! 1
+ ®|:_f( fii-1 S 1L+l v 1L+l fii-1 _ //iC;,j;] + qin.]

2
R, Az R, 2Az Rb

(4.1)
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em que ® é uma constante real que variaentre 0 e 1. Para ® =0 e ® =1, obtém-se

os métodos de Euler Explicito e Implicito, respectivamente, que sédo de O(At). Para

1
0= 5 obtém-se 0 método semi-implicito de Crank-Nicolson de ordem de O(A¢)’ .

Para a discretizagcao do termo convectivo por diferencas atrasadas, tem-se:

crl-cn. D .(C. ,-2C. +C7%, c:, -C7.
£ fi_ (1 _e) 2| Zrm f2,: ravt | v Yy sim | acr, - 1 g |+
At R, Az R, Az R,b

/

D, (crt =200 + ! cit-crt!
+®[_f{ £l fi T | _ v S T | e g

2
R, Az R, Az

E para a discretizagdo do termo convectivo por diferengas progressivas:

citt -y, D (Ch.  =2C). +Ch., cr., —-Cn. 1
S 1 =(l—® il M 12,1 firl | V| Mrin fi —ZC‘;,[ . g’ |+
At R, Az R, Az R,b

f !
n+l n+l n+l n+l n+l
+ @[&(Cf,i—] - 2Cf,i + Cf»i"'] \J _ L(Cf,iﬂ - Cf,i } _ /1Cn+1 _ 1 qn+1]
2 S i
R, Az R, Az R,b
(4.3)
Lembrando que aqui também se realiza a aproximacéo:
- 6D
"rgh = L [ GLINY G
Q1 qz Ay ( P.i,2 f,z)

Para o poro a equacgéao geral para se obter os trés métodos é:
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cto_cn D (ct. . —2c". . +C"..

P pij p psi,j-1 Dl J Dsisj+l n

e =(1-0)-* o —AC) i |+
Y

(4.4)

D, (cutl  —2chtt +Cntl
P pii,j-1 DilsJ Dl j+l 1
+ @)[—( > - AC ;t ;
Ay

No Apéndice A encontram-se as discretizagcdes mencionadas na secéo 4.3 para cada

equacgao em cada método na fratura e rocha matriz, separadamente.

4.5 Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia

Aqui é feita uma analise que tem por objetivo determinar quando e sob que condi¢des
a solugcao das equacoes lineares formadas pelos Métodos de Euler (explicito e
implicito) e Crank-Nicolson, sao representativos da solucao real das EDP de migracao

dos radionuclideos.

Como sera apresentado, vai depender da consisténcia das equagdes de diferencas
finitas e da estabilidade a convergéncia do método numérico empregado. Estas trés
condigbes, segundo HIRSCH (1992), abrangem diferentes aspectos da relagédo entre
as equacgoes discretizadas, a solugdo numérica e a exata, a solucido analitica e a da
equacao diferencial. Os resultados preliminares deste estudo podem ser encontrados
em SILVEIRA et al. (2007a).

Na figura (4.1), estdo representados, em resumo, que a condicdo de consisténcia
define a relagao entre a equacgao diferencial e sua formulagdo discretizada; que a
condicao de estabilidade estabelece uma relacdo entre a solucdo calculada e a
solucdo exata da equagado discretizada; enquanto a condicdo de convergéncia

compara a solugao calculada com a solugao exata da equacao diferencial.

22



|| Consisténcia ||

4’" Condicao na estrutura da formulagdo numérica ||

Equacao discretizada <= Equacao diferencial

|| Estabilidade ||

4P|| Condigao na solugado do esquema numérico ||

Solucdo numérica <= Solugao exata da equacao discretizada

|| Convergéncia ||

4’" Condicao na solugao do esquema numérico ||

Solugao numérica <= Solugao exata da equagao diferencial

Fig. 4.1 - Relagoes entre consisténcia, estabilidade e convergéncia.

4.5.1 Consisténcia

Uma caracteristica importante de uma dada aproximacao de diferengas finitas € que
ela seja consistente com a equacao diferencial parcial que ela discretiza.
Desprezando erros de arredondamento nos calculos, quanto menor Az melhor a
aproximacao para as derivadas da funcéo. Isso equivale a afirmar que,
quandoAz — 0, o erro local de truncamento (ELT) tende a zero e recuperamos, a
partir da expressao discretizada, a EDP original, HIRSCH (1992).

Para que as discretizagbes do problema em questdo sejam consistentes com as

equacoes diferenciais parciais, seus ELT devem tender a zero quando Az,Ay,At — 0.

Para verificar a consisténcia de uma discretizagdo, expandiram-se os termos da

discretizagdo em série de Taylor e faz-se Az,Ay,At — 0. Caso o ELT tenda a zero, a

discretizagao é consistente com a EDP.
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Para a discretizagao do termo convectivo por diferencas centrais, partindo da equagao
(4.1), onde pela substituicdo dos valores de ®, obteremos discretizagbes explicitas,
implicitas ou semi-implicitas, e reorganizando seus termos para a substituicdo das

expansdes em séries de Taylor nas equacgdes, temos:

C;:'l — C.;,i — (l -0 & C;,i—l - 2C_;2,1' + C;,m _ (1 0 v C;,m B C_};,i—l n
At R, Az R, 2Az

D Cn+'1 _ 2Cn+'1 + Cn+'1
~(1-e)a)cy, +0] =L | L— L Loy (4.5)
’ R, Az
Cn+'1 _ Cn+-l 'n
_ @ L S+l Si-1 _ @(ﬂ/)c;tl _ qz
R, 20z ‘R

Para a discretizacdo do termo convectivo por diferengas atrasadas, equacgao (4.2),

tem-se:
n+l n n n n n n
cpl-cy, (-0 D, Y€l =2C),+Ch ) (—of Cri=Crin ),
At R, Az? R, Az
D Cn+.1 _ 2Cn+‘1 + Cn+_1
~(1-e)a)c), +o L | LIy (4.6)
’ R, Az

cH ol "

-0 L i Si-l | @(//L)C;Jrll _ q;

R, Az MRb

E para a discretizacdo do termo convectivo por diferencas progressivas, equacao (4.3):
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C;‘Til B C;"_i =(1-0 & Crin =2C5, + Chi -(1-0 v Crin —Ch +
At R, Az’ R, Az

D Cnf] _2Cn+.l +Cn+il
~(1-e)Ya)C), +@ —L | L T Ty (4.7)
PR, Az
v Cn+.1 —C”-+-1 n
-0 — S+l S _®(/1)C;l+ll _ qi
R, Az "Rb

Para verificarmos se as equagbes anteriores sao consistentes com a equacgao (3.1),
expandimos os termos C}', C7 .., Cl,,, C/i\, e /3, em torno do ponto (z;,t,):
5Cf A2 82Cf AL 53Cf

+ +

Cit =C}, +At
pe o0 2 o 6 or

aC 2 92C 3 9°C
Cl,=Cl tAz— A s 4 A2 !
T . 0z 2 07? 6 oz’

oC oC o°C o°C o°C
[NV RNE PV g +2AzA—L + A — L |+
Oz ot 2 oz 0z0t ot

n+l n
Crm=C Az

6 3 0z*

o’C o’C o’C o’C
Hear C% sanar s L 3nenr? LA — |+
Oz iz~ Ot ozot ot

e simplificando, tem-se:

Chi -Cp _oc,| +[£} oc,| {Aﬂ e, [

Ao L2der| L6 for|

i i

n n n 2 n
Cj 0 =2C), +Cju @ C,|

Az? 0z’ ‘

+...

i
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cit o =2cr vl otC, o’C,
fi-1 fi w9 A S

+
Az? 0z* 0z 0t

Para a discretizagdo do termo convectivo por diferengas centrais:

Chin=Clin _0C,|" [az2]0C,[

20z oz| | 6| ‘,-+

C;:Ll _C;:’l—l _ aCf +Atach Az? 83Cf At? 83Cf

+ + +
2Az 0z 0zOt 6 oz° 2 ozot?

Para a discretizagdo do termo convectivo por diferengas atrasadas:

Cla=Clen 26, [a)2°C,f {Azzwcfl"

Az az\i{zjazz\ 6 | oz |

+...

i i

Cril -Crl _ aC, Az o°C, A o’C, +AZZ o’c,

t
Az 0z 2 0z 0zot 6 oz°

AzAt O°C,  Ar? O°C,
- —+ ~+
2 oz*or 2 0Ozot?

Para a discretizagdo do termo convectivo por diferengas progressivas:

Clin—Cli _0C, [ [Aﬂﬁchr {Azz—‘ycfr +...

Az oz |, 6 | oz |
C;ﬂrl —C;:.l _ acf +£ 62Cf Y 62Cf . Az? 83Cf
Az 0z 2 072 0zot 6 oz°

AzAt 0°C,  Ar? O°C,
+ ——+ =+
2 oOz°ot 2 Ozot
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Fazendo as substituigdes anteriores na equagéao (4.5), obtém-se para discretizagédo do

termo convectivo por diferencas centradas:

n n

oc,
o |,

D, &°C

; v acf
Rf 0z*

Rf 0z i

EDP

n
S

+ /1Cf

n+_ g
i R q

+0[(Az) . (Az) At Az(ArY (A1) ]

Erro local de truncamento

(4.8)

Realizando as expansdes em série de Taylor e substituindo na equacao (4.6), tem-se

para discretizacdo do termo convectivo por diferengas atrasadas:

n

v 8Cf
L
Rf 0z )

n n

oc,
o |,

62Cf
0z2

n l n
+2Cfi

by
R,

EDP

n

ac,|" 2 o*c,|" 2 3le’c
+[-@iAr L + Ny At L+ _A —(MN—I i
o | 2 2o | 6 6 | o |
i o*c,| D, l&’c,| 2 18°¢, |
o —oar | T0r] @ AR ga L 1T | L@ AT Ty
R, | ozot | R, 2 R, |0z"0t| R, 2 |0zot”|

n

+0f(az)' (az)' ar, az(ar) (ar) ]

R, 2| oz°

3
. Rf 6 | oz

{LE}OZQ

’ { % Azz}ny
+__

i

Erro local de truncamento

(4.8)
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Fazendo as substituigdes anteriores na equagéao (4.7), obtém-se para discretizagcédo do

termo convectivo por diferengas progressivas:

n

n 1 n
5 +/1Cf“+—ql_=
Rf Oz L Rf Oz . Tl be

EDP

aCf|n D, achr v oC,
o | "R

1

n

oC
— @A L
+ ! ot 2 2 | o

’ ae
J{_g_@)m} ,

i 0’C
+| - OAr— !
0z0t |

+0|(Az), (Az) A, Az(Ar) (a)']

i

Erro local de truncamento

(4.10)

Assim, quando Az,Ar — 0 os erros locais de truncamento presentes nas equacgdes

(4.8),(4.9) e (4.10) tendem a zero e este fato nos mostra que, independente dos

valores de O, as equacgdes sao consistentes.

Para o poro, equagao (4.4), tem-se:

n+l n n n n
Crii = Crii _ (1 e & Cpim — 2C,,,2,-,_,- +Chin _ (1 _ @))(x%)C; L
At R, Ay .

4.11)

2 Poisj
Ay

V4

n+l n+l n+l
N ®[ D, ][ Crijm =2C50, + Cpiju j _e(i)cr

Para verificarmos se a equacéo discretizada para o poro é consistente com a equagao

Cn Cn+1 e

H o n+l n
(3.2), expandimos em série de Taylor os termos C C it Coiin

pi.j? pobsj+l?

C’"'._, em torno do ponto (zl.,yj,tn ):
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Cn = Cn _A P + P p
pii,j*l Pois] Y ay 2 ayz 6 8)/3
C C 0’ 0°C o0°C
Crla=Ch T Ay—L+At—" it Ay? — £ 20pAt— 4+ A1 —F
T )y o 2 oyot ot

e para simplificar as substituicdes, tem-se:

+|— +
N 6 | ot

n+l n n 2
Crt =Chii acp| {At}a C,

At o | L2] e -
by LJ i,j
n n n 2 n
Cpups=2Cy, +Cpop _O°C,[0
Ay |
i,j
n+l n 2 3
C'p,i’j —Cp,l.,j _ OCP +£8 Cp +At2 P Cp
At o 2 o 6 ot

Cn+1 _2Cn+lA +Cn+l 62Cp a3cp

piij-1 Piisj pii,j+l
+ At

+
Ay® oy® oy’ ot

Realizando estas substituicbes na equacao (4.11), obtém-se para o poro:
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n

At At eC,

Loz 2 | o 6 6

2 37093 C
{_A;_(MA_t}_;
ot

i,

n

+of(ary, ar(avy (av)']

Erro local de truncamento

(4.12)

Como pode-se observar, quando Az,Ay,At — 0 erro local de truncamento presente

na equacgao (4.12) tende a zero e nos mostra também que, independentemente dos

valores de @O, a equacgao do poro é consistente com a equacgao original.

4.5.2 Estabilidade

O conceito de estabilidade de um método numérico esta relacionado com os erros ou
perturbacbes que sao inseridos nos calculos e comprometem a solugdo. Nos
esquemas que tratam de problemas evolutivos, a estabilidade condicional proporciona
uma solugdo numérica limitada. Os erros mais comuns introduzidos na solugéo sao
provenientes de condigdes de fronteira ou iniciais aproximadas de forma incorreta, e
também, devido ao acumulo de erros de arredondamento cometidos pelo computador

durante os calculos.

Em relagédo a estabilidade dos métodos numéricos, segundo FORTUNA (2000), eles

podem ser classificados em:

Condicionalmente estaveis: para fornecerem solugdes numeéricas estaveis, devem

satisfazer uma condigcao de estabilidade. Métodos explicitos, em geral, sdo desse tipo.

Incondicionalmente estaveis: nao necessitam satisfazer quaisquer critérios de

estabilidade para produzirem solugcdes estaveis. Em geral, métodos implicitos
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(incluindo os métodos semi-implicitos) e alguns métodos explicitos muito particulares

pertencem a essa categoria.

Instaveis: nao existem valores de At que permitem a eles fornecerem solucbes

estaveis. Em principio, nao devem ser utilizados.

Neste trabalho sera utilizada uma das técnicas mais empregadas no estudo da
estabilidade de equacgdes de diferencas finitas, conhecida como analise de
estabilidade de von Neumann, que foi desenvolvido em Los Alamos durante a

Segunda Guerra por von Neumann, HIRSCH (1992). Este método € obtido a partir da

expansao em série de Fourier das solugdes, neste caso, de C;i para a fratura e,

C}’I

", para o poro:

c" = @neiQZ, e ok — (I)neinieiRJJj

i piij

onde i=+/—-1 e, ®" ¢éasuaamplitude noinstante n, Q e R sdo os numeros de
onda na direcéo z e y, FORTUNA (2000).

Para os demais termos, tem-se:

C}Hll — (DnJrlein[ e C;J;Ij — q)nHeinieiR,V,

iQz; *iQAz; iQz, IRy; =*iRAy;
Cloy =@ 0N g N = D™

+1 +1 iQz; +iQAz; +1 +1 _iQz; iRy, =*iRAy;
Cr =" e'%et M e Chijm =@ e e

Partindo da equacéo no poro, equagao (4.11), tem-se:

D At
crlo=cn (-0 ) —2—|cn. ., —2cn,  +Cr, L )+ (1-0)-aancy,  +
" R () |7 " " "

D At
' ®|:le(cz,i}j—l - 2C;,,-jj + C;J}i“ )+ (- ﬂAt)C””"lj
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Substituindo pelas expressdes anteriores:

(I)"”eiQZ"eiRyj :q)nein,.eiRy, +

D, At o e iy, - e ey
+ (1 _ ® )4 . (q)nezineR}]e RAy; _ 2q)nezQz,.eR, i 4 q)nezineR, jeRij )+
R, (A7)

+ (1 - ®)(— ﬁAt)@”ein' ™+

+0 DpAtz (CI)”HeiQZ"eiRy"'efiRAy/ _ 2q)n+1einieiRy_,- + (Dn+1ein,eiRy/eiRAy‘,- )+
R,(Ay)

+ ®(— lAt)CD"”e"QZ’ ™

0z;

T . ~ i iRy ;
Dividindo os dois lados da equacao pelos fatores comuns e’ e e’ e agrupando

os termos, obtém-se:

D A . ,
" {1 - ({—” t2 }(e’“yf — 24" )+ (MAt} =
R, (&)

D,A . |
" {1 +(1- @){”—Z](e"’w/ —24e" )+ (1-0)- AAz)}

R,(Ay)
Os termos com exponenciais complexas podem ser simplificados pela identidade:
e—iRAy, + ez‘Rij = 2¢os (R ij_)

Substituindo na expressao anterior e fatorando os termos comuns:

{1 ~(1- @){2 D”Aﬁ(l —cos(RAy, )+ (1-©)- /mt)}
o _ Rp )

(Ay
" D At
140 2—2— [(1-cos(RAy, )+ ©2A¢
R,(Ay)
n+l
Onde €& conhecido como fator de amplificacdo. Observe que depende dos
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parametros discretizados do sistema. A condicio a ser satisfeita é:

<1

@VH—I
‘ ®n

Sendo a condi¢ao a ser respeitada:

D, At
R,(Ay)

AAt 1
1-20)+—I(1-20)<—
(1-20)+ 2 (1-20)< !

Fazendo as substituicdes dos valores de ® , tem-se:

Tabela 4.1
Condigoes de estabilidade dos métodos numéricos para equagao do poro

Esquema Condigao de Estabilidade
D At
Euler Explicito (® = 0) { s+ AL 1
R, (&) 4 2
Euler Implicito (® =1) Incondicionalmente Estavel
Crank-Nicolson (® =1/2) Incondicionalmente Estavel

Para a fratura foi desenvolvida uma equacgao geral, por causa dos diferentes modos de

discretizar o termo convectivo e desprezou-se o termo do fluxo difusivo ¢; - pois seria

introduzido ¢ tornando dificil a substituicdo por uma forma trigonométrica - tem-se:
Crili(a)+Crl(B)+ Cl(e)=Cf i (d)+ €7 () + CF i (/)

onde os coeficientes (a), (b), (c), (d), (e) e (f) s&o dados na tabela (4.2).

Substituindo pelas expressdes anteriores:
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®n+leiQZ’e_iQAZ (a)_'_ch-Hein‘ (b)_'_q)nﬁ—lein‘eQAz (c):q)nein,.e—iQAz (d)+ q)neinl (e)+
+ (Dnein,eiQAz (f)

0z

Dividindo os dois lados da equagéo pelo fator comum e“* obtém-se:

o (ae_iQAZ +b+ce'?™ ): " (de‘iQAZ +e+ feiQAz)

e, agrupando os termos:

! 3 de % 4o+ fo'9
" ae 4 b+ e

Os termos com exponenciais complexas podem ser substituidos, ficando:

o _ d[cos(OAz) - isen(QAz)| + e + fcos(QAz) + isen(QAz)]
d” a[cos(QAz) - isen(QAz)] +b+ c[cos(QAz) + isen(QAz)]

reagrupando:

" e+ (d+ f)Ncos(QAz)) +i[(f — d)sen(QAz)]
®" b+ (a+c)cos(QAz))+ i[(c - a)sen(QAz)]

A condigao a ser respeitada é:

_ ler(d+ fYeos(@a2)]* +[(f ~d)sen(0On2))”

[6+ (a + c)cos(QAz))] ? 4 [(c — a)sen(0Az)] 2

®n+1
q)l’l
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Tabela 4.2

Parametros para a equacao do fator de amplificagao

Termos Diferencas Progressivas Diferengas Centradas Diferengas Atrasadas
DfAf D/,At VAL D/-Af vAt
a - 2 - 2 2 - 2 2
R, Az R,Az> R 2Az R,Az> R,Az
D At At D At
b 142022 AL e 1420+ @Al 11201~ 0 AL L or
R, Az R Az s Az R, Az
LAY D At VAt D, At D, At
C - ' B - - - -
RAz  RAz R,2Az  R,AZ° R,Az*
D At D At A D At A
@ |0t (1-0)-—L—+(1-0)—"5 | (1-0)-L—+(1-0)_"5
R Az R Az R, 2Az R, Az R Az
D At : At
e 11-20-0) L2 1 (1-0)2A _(1—e)iar | 1-2(1-0) L —(1-@)Ar | 1-2(1-0)—L —(1-0)YAL _(1-e)iar
Az R Az s f s
At VAL D, At ; D, At
£ | (-0)—~—=-(-0) (1-0)—~—-(1-0) (1-0)——
R, Az R, Az | R,2 )
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Efetuando as substituicbes listadas na tabela (4.2) e, em fungdo dos valores maximos
e minimos de cos(QAz) e sen(QAz), encontram-se as seguintes condigées a serem

respeitadas:

¢ Diferengas Progressivas:

DAt vAt  AAt

3 +
R,Az* RAz 2

>0

DAt yAr At

f V.

(2R et J(1—2®)31
/'AZ fAZ

2
D,A
{l_ﬁ(l_zg)}(—z 2| VA ﬂAtJ+( VAl ] (1-20)<0
2 R Az

: _
R,Az*  R,Az )

¢ Diferencgas Centradas:

D,A
[ ! t+£}(1—2®)s

1
R,AZ 4 2

y

2
D, At
[1_£(1_2@)}(_2 Lt —)LAt]+( VAl J (1-20)<0
2 R Az R, Az

o Diferencas Atrasadas:

D, At
P (BTG P
RA RAz 2

2
DAl
{1_£(1_2@)}[_2 2 vt 4&]{ VAl } (1-20)<0
2 R Az

2
R./ Az R./ Az A

Efetuando a substituicdo dos valores de ® em busca dos métodos em estudo,
montaram-se as tabelas (4.3), (4.4) e (4.5) das condi¢des de estabilidade, listadas logo

abaixo.
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Tabela 4.3
Condigoes de estabilidade dos métodos numéricos sendo o termo convectivo
discretizado por diferengas atrasadas

Esquema Condigao de Estabilidade

D At L VAL A
2
R, (Az) 2R;Az 4

]

<

1
2
Euler Explicito (® = 0)

Euler Implicito (® =1) Incondicionalmente Estavel
Crank-Nicolson (® =1/2) Incondicionalmente Estavel
Tabela 4.4

Condicoes de estabilidade dos métodos numéricos sendo o termo convectivo
discretizado por diferengas centradas

Esquema Condigao de Estabilidade

DAt At 1
—+ <
R, (Az) 4 2

2] -2 o

Euler Implicito (® =1) Incondicionalmente Estavel

Euler Explicito (® = 0)

Crank-Nicolson (® =1/2) Incondicionalmente Estavel
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Tabela 4.5
Condigoes de estabilidade dos métodos numéricos sendo o termo convectivo
discretizado por diferengas progressivas

Esquema Condigao de Estabilidade

2D,At yAt AAt
< 5= + <
R, (Az) RAz 2

Euler Explicito (® = 0) ‘

2
2D, Al
(l_ﬂAtj_ AL J{ vAtJ 0
2 Rf(Az) R Az R Az

2D At VAt +/1At>
R (Az)} RyAz 2

Euler Implicito (® =1)

2D At YAt AAt

- + >0
Rf(AZ)2 R,Az 2

Crank-Nicolson (® =1/2) {

4.5.3 Convergéncia

A convergéncia € uma qualidade importante e dificil de ser demonstrada diretamente,
e de acordo com FORTUNA (2000), em geral, utiliza-se uma técnica indireta para
demonstrar a convergéncia de um método numérico, baseada no Teorema de
Equivaléncia de Lax: para a solugdo de um problema linear de valor inicial bem posto,
por uma discretizacdo consistente, a estabilidade do método numérico é condigcdo

necessatria e suficiente para a convergéncia. Sintetizando:
Consisténcia + Estabilidade — Convergéncia

Desta forma, como foi visto, todas as discretizacbes sdo consistentes com as EDP e,
para os métodos estaveis e para os que tém critérios de estabilidade, se obedecidos,

todos os métodos numeéricos serdo convergentes.
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CAPITULO 5

ILUSTRAGAO NUMERICA

51 Resolugao das Equagdes

As equacdes resultantes do processo de discretizagdo descritos na segdo 4.4 podem

ser sintetizadas, obtendo:

crtt—cr, D,(C",  =2C +C". ch.., —Ch. .
£ [ =(1—® _f fi-1 f2,l i+l _L foitr 1 —ZC;I- _ 1 qln n
At R, Az R, (r+5)Az T OR.D

, Az’ R\ (r+s)Az TR

D ) Ci‘l+1— _ 2C”~+-1 + C}'l'-%-.l Cn.-l—'l .- Cn+l_ 1
+®[_f[ -1 S T g | v S T s | e
/

(5.1)

onde que para » =5 =1 o termo convectivo é discretizado por diferengas centradas,

para r =0¢s =1 é por diferengas atrasadas (upwind) e para »r =1¢ s =0 corresponde

ao diferengas avangadas, e onde pela substituicdo dos valores de ® (0, 1, %2), obtém-

se, respectivamente, discretizagdes explicitas, implicitas ou semi-implicitas (Crank-

Nicolson). Realizando a aproximacao, qlf”l ~ q}“ , € organizando os termos, obtém-se:

aCyil, +bCH +cCyil =dCyh, +eCy, + fC) 1., + gq] (5.2)

onde os coeficientes sdo assim definidos:
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D At
g=—@ 22 VAt ( s j
R‘/,Az2 RfAz r+s

D At At _
B 12 v r—s
b_1—®[—2R e AZ(HJ—/W]
S f

D At
R Wt . VAZ‘[ r j
D At
d=(1-0) ——+ VAt( s j
RfAZ RfAz r+s

D, At _
e_1+(1—®)[—2 [0 A (r Sj—/lAtJ

RfAZZ RfAz r+s

Para i =1,2,...,1, pode-se escrever o sistema linear na forma matricial:

b ¢ 0 off ¢! ] [e f 0 o] ¢, qr

a c : C}'+21 d e f S| Ca q;

0 a b c : : 0 d e f 3 : :

. . : | SR : ‘g

0l : 0

: a b c||C ;T,l_l : d e [f|Ch 97

0 o o 0 @ B O] L0 e 0 d el | L
(5.3)
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Ja para a equacao do poro tem-se:

n+l n n " ’
Coi = Cpis 4 @){& [ Criint Z2Cpii * Cpijo ] - 2C Zm/} +

2
At R, Ay
(5.4)
n+l n+l n+l
+ @ & Cpai’j_l B 2Cpal’J + Cp,l',j+1 _ lcn-%—l
R A 2 p,i,j
)2 34
organizando os termos:
hCnH kCn+1 ICVHI _ Cn Cn Cn (5 5)
pai¢j_1 + p’iaj + psi¢j+1 =m p’iaj_l + n pJ’j +O p’i=j+1 )

e seus coeficientes:

D, At

2
R,Ay

D At
k=1-0| -2—2 Y
R_Ay

p

D, At

R Ay*

p

D, At
m=(1-0)—~

2
R,Ay

D, At
n—1+(1®)(2 £ 2ZAtJ
R,Ay

D,A
0=(1-0)—"~ :

2
R,Ay

Para j=1,2,...,J , escreve-se o sistema linear na forma matricial:
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k1 0 of cxh | [n o 0 ol cnyy ]
hok 1 crl, m n o H Chiz
0 h k I : 0 m n o : :
: ’ = : : : (5.6)
0 . S .
C;:?,Jfl : m n o0 C;n),i,J—l
0 h k| c;;}, 0 0 m nfl Ch,

Os sistemas de equacgdes lineares em (5.3) e (5.6) sao resolvidos diretamente em

cada passo At no tempo, sendo:

e ®=0, tem-se 0 método de Euler Explicito que fornece um conjunto
independente de equacgdes que podem ser facilmente calculadas, FORTUNA
(2000).

e 0O=1e ®=1/2 tém-se, respectivamente, os métodos de Euler Implicito e de
Crank-Nicolson, que dao origem a sistemas tridiagonais que, na sua solugao
utilizou-se o algoritmo de Thomas - decomposigcdo LU e substituigdo

progressiva e regressiva, PRESS et al. (1992).

5.2 Tratamento da Condigdo de Contorno

Para a condi¢cao de contorno sera considerado o modo de faixa de liberagdo (band
release mode), LI. (1993), onde se assume que todo o material do rejeito comeca a se

dissolver no t =0. A dissolugdo se completa apds o tempo de lixivia, T(ano), (leach

time).

Assim, a condigédo de contorno de solubilidade limitada na entrada da fratura, equagéao
(3.4):

oC,(z,1)
Dy G (= K- ¢ 0]

para z=0,t>0
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pode ser reescrita em funcao do “leach time”:

oc,
-~ +vC, (0.0 =k[C, - CO.0]U@) - U -T)] (8.7)

z=0
para ¢t>0

onde U(¢) é afungao degrau, assim definida:

u()
0, £<0

Para a representacdo por diferengas finitas da condicdo de contorno, a derivada

espacial sera discretizada por diferengas avancadas:

0z

(€82 -C,(0.0)
z=0 ) AZ

onde
C,(0,0)=CY,
C,(Az,t)=CY
rearranjando a equacgao para C;’l , ha equacao (5.7) discretizada, tem-se:

D,Cl, + kAU -U(" -T))

D, +vAz+kAUGT) - UG - T))

para z=0,¢t">0

onde
t" é o tempo no ponto de malha temporal n, ou seja, t" = nAt.

e C} , sera aproximado pelo seu valor disponivel, isto &, C7} , ~ Cj’ijzl
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5.3 Implementagao

Para implementar os métodos em estudo foi criado um programa em linguagem

Fortran 90 que gerou os dados para analise, sendo os dados de entrada listados na

tabela (5.1) e o radionuclideo analisado o 237Np .

Tabela 5.1

Parametros fisicos para a fratura e matriz rocha

Espécie ST Np
D, (m*/ano) 1,0 b (m) 0,0005
D, (m*/ano) 0,01 0 (-) 0,01
R, (=) 1,0 k (m/ ano) 0,1
R, ) 1,0 Ty, (ano) 2,14x10°
v (m/ ano) 1,0 T (ano) 30.000

54 Resultados Numéricos

Para fins de comparacao, no trabalho de LI (1993), é dada uma tabela de valores da
concentracao normalizada em 100 anos para a fratura e rocha matriz a 1 metro do
inicio da fratura. A partir da solugdo numérica que os autores descrevem, e com
auxilio de um software computacional, foi possivel obter as solucbes de referéncia
para comparacdo em 100 anos com erros relativos aceitaveis, como mostram as
tabelas 5.2 e 5.3. Para tempos maiores, a solugédo é oscilatéria e, deduz-se dai, que
através deste software computacional ndo é possivel conseguir solugdes para tempos

maiores via equacgao da inversao numérica da transformada de Laplace.
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Tabela 5.2

Concentragdao normalizada na fratura

Distancia z Solugao Solugao Erro

(m) Analitica de Referéncia Relativo
1,000 7,26160E-02 7,26160E-02 0,000%
1,500 6,80490E-02 6,80490E-02 0,000%
2,250 6,14570E-02 6,14570E-02 0,000%
3,375 5,22190E-02 5,22210E-02 -0,004%
5,063 3,99850E-02 3,99930E-02 -0,020%
7,594 2,54900E-02 2,54900E-02 0,000%
11,391 1,16050E-02 1,16050E-02 0,000%
17,086 2,79600E-03 2,79600E-03 0,000%
25,629 1,96330E-04 1,96320E-04 0,005%
38,443 1,22040E-06 1,22030E-06 0,008%
57,665 6,17740E-11 6,17710E-11 0,005%
86,498 2,09090E-19 2,09130E-19 -0,019%

45



Tabela 5.3

Concentragdo normalizada na rocha matriz sendoz=1m

Distanciay Solugao Solugao Erro

(m) Analitica de Referéncia Relativo
0,00050 7,26160E-02 7,26160E-02 0,000%
0,00113 7,25850E-02 7,25850E-02 0,000%
0,00253 7,25170E-02 7,25170E-02 0,000%
0,00570 7,23650E-02 7,23650E-02 0,000%
0,01281 7,20210E-02 7,20210E-02 0,000%
0,02883 7,12490E-02 7,12490E-02 0,000%
0,06487 6,95210E-02 6,95210E-02 0,000%
0,14596 6,56800E-02 6,56800E-02 0,000%
0,32842 5,73220E-02 5,73220E-02 0,000%
0,73895 4,04110E-02 4,04110E-02 0,000%
1,66260 1,45500E-02 1,45500E-02 0,000%
3,74090 3,93620E-04 3,93610E-04 0,003%
8,41710 7,94830E-11 7,94830E-11 0,000%
12,62600 8,90370E-21 8,29780E-21 6,805%

Embora tenha sido encontrado um erro relativo de 6,805% na concentracao

normalizada na rocha matriz, este

resultado nao

ira

influenciar as analises

comparativas, uma vez que essas analises se limitardo a uma concentragao

normalizada na ordem de 10, como no trabalho de LI (1993).

5.4.1 Graficos Comparativos das Discretizagoes

Primeiramente, vamos tragar graficos comparativos para cada método em 100 anos,

onde o objetivo é observar o comportamento das diferentes formas de discretizar o

termo convectivo numa mesma malha, espacial e temporal, e comparar com a solugao

dada pelo software computacional.
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critérios de estabilidade dos métodos e estio listados na tabela 5.4.

Tabela 5.4

Malhas utilizadas nos graficos comparativos

Malhas espacial e temporal usadas

Az (m) 1,0
Ay (m) 0,1
At (ano) 0,1

Nas figuras 5.1 e 5.2 estdo os graficos comparativos para o Método Euler Explicito,
sendo o 5.1 para a concentracdo normalizada na fratura. Como se pode observar, a
discretizacdo progressiva no termo convectivo é a que alcanga valores similares a
solucao dada pelo software computacional, sendo o erro relativo maximo de 6,00%.
Para a discretizagdao centrada no termo convectivo, o erro relativo aumenta
monotonicamente, alcancando ao final da comparacao, -483,48%. Na discretizagcao
atrasada no termo convectivo tem-se 0 mesmo comportamento, alcangando ao fim da

comparacao, o erro relativo de -1576,90%.

Na figura 5.2 tem-se a concentragdo normalizada na rocha matriz, sendo os valores de
concentracao extraidos a 1 metro e a 10 metros do inicio da fratura. Na comparacéao a
1 metro do inicio da fratura, os trés tipos de discretizacdo no termo convectivo tém
comportamentos similares, sendo os maiores erros relativos, -12,66% na discretizacao
progressiva, -22,49% na discretizagao centrada e -29,76% na discretizagdo atrasada
no termo convectivo. Na comparagao a 10 metros, ja temos um distanciamento nos
valores, porém a discretizagdo progressiva continua com os menores erros relativos,
alcangando -13,01% nesta comparacgao, para a discretizagdo centrada alcanga o valor

de -99,32% e para a discretizacao atrasada chega aos 190,44%.

Como nos Métodos de Euler Implicito e Crank-Nicolson obtiveram-se os mesmos

comportamentos, para simplificar, os resultados foram apenas listados na tabela 5.5.
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Na tabela 5.5 estdo listados os maiores valores de erro relativos no Método de Euler
Explicito em conjunto com os valores de Euler Implicito referentes as figuras 5.3 € 5.4
(fratura e rocha matriz, respectivamente), e as de Crank-Nicolson referentes as figuras

5.5 e 5.6 (fratura e rocha matriz, respectivamente).

Tabela 5.5

Erro relativo percentual dos métodos de Euler Explicito, Implicito e Crank-
Nicolson com a solucgao de referéncia em 100 anos.

Erro Relativo Percentual

Discretizagao Discretizagao Poro Poro
Fratura

Temporal Espacial z=1m z=10m
Atrasada -1576,90% -29,76% -190,44%

Euler
Explicito Centrada -483,48% -22,49% -99,32%
Progressiva 6,00% -12,66% -13,01%
Atrasada -1406,20% -35,76% -187,76%

Euler
Implicito Centrada -412,61% -28,17% -97,05%
Progressiva 14,54% -17,91% -11,35%
Atrasada -1488,92% -32,75% -189,06%

Crank
Nicolson Centrada -446,71% -25,33% -98,16%
Progressiva 9.91% -15,28% -12,16%

Nas figuras 5.7, 5.8 e 5.9 estdo os mesmos dados s6 que separados de acordo com a
discretizacdo espacial. O objetivo destes graficos € mostrar que todos os trés
métodos tém valores similares de concentragcdo normalizada e que a discretizagao

progressiva é a que mais se aproxima da solugédo dada pelo software computacional.
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Fig.5.1 — Método de Euler Explicito — compara¢ao da concentragdo normalizada na

fratura nas discretizagoes do termo convectivo e a solugao de referéncia.
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Fig.5.2 — Método de Euler Explicito — comparag¢ao da concentragiao normalizada na rocha
matriz nas discretizagdes do termo convectivo e a solugao de referéncia, para z=1m e

z=10m.
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Fig.5.3 — Método de Euler Implicito — comparag¢ao da concentragiao normalizada na

fratura nas discretizag6es do termo convectivo e a solugao de referéncia.
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Fig.5.4 — Método de Euler Implicito — comparagao da concentragdao normalizada na rocha
matriz nas discretizagdes do termo convectivo e a solugao de referéncia, para z=1m e

z=10m.
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Fig.5.5 — Método de Crank-Nicolson — comparagao da concentragcao normalizada na

fratura nas discretizag6es do termo convectivo e a solugao de referéncia.
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Fig.5.6 — Método de Crank-Nicolson — comparagao da concentragcao normalizada na
rocha matriz nas discretizagdes do termo convectivo e a solugao de referéncia, para

z=1m e z=10m.
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Fig.5.7 — Diferengas Atrasadas no termo Convectivo — comparag¢ao da concentragiao

normalizada na fratura nos métodos e a solugao de referéncia.
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Fig.5.8 — Diferencas Centradas no termo Convectivo — comparagao da concentragao

normalizada na fratura nos métodos e a solugao de referéncia.
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Fig.5.9 — Diferencas Progressivas no termo Convectivo — comparac¢ao da concentragao

normalizada na fratura nos métodos e a solugao de referéncia.
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5.4.2 Tabelas Comparativas

Como foi visto, o software computacional nos forneceu dados confidveis para um
tempo de 100 anos. Desta forma, vamos considerar que para 10 anos também este
software produz valores de concentragdo normalizada confiaveis e, assim, vamos
encontrar uma malha com menor erro relativo possivel para um tempo de 10 anos e
100 anos. Para 1000 anos e 10000 anos a resposta deste software foi oscilatéria e,
deste modo, concluimos que este software computacional ndo é capaz de calcular

com eficacia nestes intervalos de tempo maiores.

Inicialmente, para o tempo de 10 anos, a discretizagdo progressiva no termo
convectivo foi a que obteve os menores erros relativos nas trés discretizagdes
temporais estudadas. Porém foi encontrada a mesma malha espacial e temporal nos
trés métodos: Az =1,0m, Ay=0,05m e At =0,001 ano. Se diminuir A¢, o erro
relativo percentual aumenta um pouco nos anunciando que chegamos ao limite dos
calculos, onde os erros de arredondamento da maquina comegam a interferir na nossa

solucdo. Conforme se altera Ay, o erro relativo diminui numa parte, mas aumenta

noutra, pois a solugao numérica cruza a solugdo dada pelo software computacional. E,

ao se alterar Az, obtém-se o0 mesmo comportamento nos resultados.

Nas tabelas 5.6, 5.7 e 5.8 estdo alguns pontos significativos, mostrando a evolugdo do

erro, sendo o ponto z = 8 metros, o de maior erro nos trés métodos em estudo.

Tabela 5.6

Erro relativo percentual na fratura para o método de Euler Explicito com a
solugéao de referéncia em 10 anos.

z (m) De IS?OeI:egraéZcia Euler Explicito Erro Relativo Tercr;g(l)J de
1 4,63E-02 4,61E-02 0,47%
4 9,99E-03 9,09E-03 9,05%
8 5,73E-04 4,85E-04 15,38% 19,25 seg.
10 9,79E-05 8,51E-05 13,12%
13 4,59E-06 4,65E-06 -1,43%
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Tabela 5.7

Erro relativo percentual na fratura para o método de Euler Implicito com a
solugdo de referéncia em 10 anos.

Solugao . . Tempo de
z (m) de Referéncia Euler Implicito Erro Relativo CIgU
1 4,63E-02 4,61E-02 0,50%
4 9,99E-03 9,08E-03 9,15%
8 5,73E-04 4,84E-04 15,57% 19,96 seg.
10 9,79E-05 8,49E-05 13,35%
13 4,59E-06 4,64E-06 -1,16%

Tabela 5.8

Erro relativo percentual na fratura para o método de Crank-Nicolson com a
solugao de referéncia em 10 anos.

z (m) Solugae Crank-Nicolson Erro Relativo Tempo de
de Referéncia CPU
1 4,63E-02 4,61E-02 0,48%
4 9,99E-03 9,08E-03 9,10%
8 5,73E-04 4,84E-04 15,47% 19,78 seg.
10 9,79E-05 8,50E-05 13,24%
13 4,59E-06 4,64E-06 -1,29%

Para o tempo de 100 anos, foi analisada além da fratura, a rocha matriz em z = 1
metro e z = 10 metros. A discretizacao progressiva foi a que mais préximo alcangou a
solugdo dada pelo software computacional, também a cruzando. Foi possivel a
utilizacdo de uma malha mais grossa espacial e temporal sem prejuizo ao resultado.
As tabelas 5.9, 5.10 e 5.11 s&o para a comparagao na fratura. As tabelas 5.12, 5.13 e
5.14 sao para a comparagao na rocha matriz sendo os dados retirados a 1 metro do
inicio da fratura. E as tabelas 5.15, 5.16 e 5.17 sdo para a rocha matriz sendo os

dados retirados a 10 metros do inicio da fratura.

A tabela 5.18 mostra as malhas espaciais e temporais utilizadas para obtencéo destes

resultados.
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Tabela 5.9

Erro relativo percentual na fratura para o método de Euler Explicito com a
solugao de referéncia em 100 anos.

z (m) de SR:Je(izzcia Euler Explicito Erro Relativo Terggade
1 7,262E-02 7,26E-02 0,03%
13 7,992E-03 7,67E-03 4,07%
22 6,535E-04 6,14E-04 6,00% 8,47 seg.
29 5,839E-05 5,60E-05 4,16%
35 5,411E-06 5,47E-06 -1,06%

Tabela 5.10

Erro relativo percentual na fratura para o método de Euler Implicito com a
solugao de referéncia em 100 anos.

Solugao . . Tempo de
z (m) de Referéncia Euler Implicito Erro Relativo CIgU
1 7,262E-02 7,25E-02 0,20%
13 7,992E-03 7,47E-03 6,49%
22 6,535E-04 5,90E-04 9,65% 6,58 seg.
29 5,839E-05 5,42E-05 7,22%
35 5,411E-06 5,44E-06 -0,49%
Tabela 5.11

Erro relativo percentual na fratura para o método de Crank-Nicolson com a
solucao de referéncia em 100 anos.

z (m) Solugae Crank-Nicolson Erro Relativo Tempo de
de Referéncia CPU
1 7,262E-02 7,26E-02 0,08%
13 7,992E-03 7,61E-03 4,79%
22 6,535E-04 6,07E-04 7,15% 6,14 seg.
29 5,839E-05 5,563E-05 5,29%
35 5,411E-06 5,43E-06 -0,45%
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Tabela 5.12

Erro relativo percentual na rocha matriz para z=1metro no método de Euler
Explicito com a soluc¢ao de referéncia em 100 anos.

y (m) Solugéo Euler Explicito Erro Relativo Tempo de
de Referéncia CPU

0,0005 7,262E-02 7,26E-02 0,03%

2,0005 9,187E-03 9,34E-03 -1,66%

3,4005 8,103E-04 8,45E-04 -4,23% 8,47 seg.

4,8005 2,960E-05 3,21E-05 -8,38%

5,8005 1,592E-06 1,79E-06 -12,66%

Tabela 5.13

Erro relativo percentual na rocha matriz para z=1metro no método de Euler
Implicito com a solugao de referéncia em 100 anos.

y (m) Solugéo Euler Implicito Erro Relativo Tempo de
de Referéncia CPU

0,0005 7,262E-02 7,25E-02 0,20%

2,0005 9,187E-03 9,28E-03 -0,97%

3,4005 8,103E-04 8,48E-04 -4,62% 6,58 seg.

4,8005 2,960E-05 3,37E-05 -13,86%

5,8005 1,592E-06 2,02E-06 -26,93%

Tabela 5.14

Erro relativo percentual na rocha matriz para z=1metro no método de Crank-
Nicolson com a solugao de referéncia em 100 anos.

y (m) Solugae Crank-Nicolson Erro Relativo Tempo de
de Referéncia CPU

0,0005 7,262E-02 7,26E-02 0,08%

2,0005 9,187E-03 9,31E-03 -1,36%

3,4005 8,103E-04 8,43E-04 -4,04% 6,14 seg.

4,8005 2,960E-05 3,23E-05 -9,21%

5,8005 1,592E-06 1,84E-06 -15,38%
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Tabela 5.15

Erro relativo percentual na rocha matriz para z = 10 metros no método de Euler
Explicito com a soluc¢ao de referéncia em 100 anos.

y (m) de SROeI;:;rZZCia Euler Explicito Erro Relativo Ter&gade
0,0005 1,57E-02 1,53E-02 2,90%

1,4005 2,04E-03 2,01E-03 1,42%

2,2005 4,42E-04 4,45E-04 -0,69% 8,47 seg.
3,2005 4,44E-05 4,66E-05 -4,96%

4,4005 1,56E-06 1,76E-06 -13,01%
Tabela 5.16

Erro relativo percentual na rocha matriz para z = 10 metros no método de Euler
Implicito com a solugao de referéncia em 100 anos.

y (m) Solugao Euler Implicito Erro Relativo Tempo de
de Referéncia CPU

0,0005 1,57E-02 1,50E-02 4,68%

1,4005 2,04E-03 1,96E-03 3,57%

2,2005 4,42E-04 4,39E-04 0,60% 6,58 seg.
3,2005 4,44E-05 4,74E-05 -6,80%

4,4005 1,56E-06 1,94E-06 -24,13%
Tabela 5.17

Erro relativo percentual na rocha matriz para z = 10 metros no método de Crank-
Nicolson com a solugao de referéncia em 100 anos.

Solugao
y (m) QA _ Crank-Nicolson Erro Relativo Terggade
de Referéncia

0,0005 1,57E-02 1,52E-02 3,42%

1,4005 2,04E-03 1,99E-03 2,16%

2,2005 4,42E-04 4,42E-04 -0,07% 6,14 seg.
3,2005 4,44E-05 4,66E-05 -4,97%

4,4005 1,56E-06 1,79E-06 -15,04%
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Tabela 5.18

Malhas utilizadas na comparagidao dos métodos com a solugao de referéncia em
100 anos.

Esquema Az (m) Ay (m) At (ano)
Euler Explicito 1,0 0,1 0,1
Euler Implicito 1,0 0,1 0,3
Crank-Nicolson 1,0 0,1 0,15

No método de Euler Explicito a diminuicdo do passo temporal nos leva aos erros
advindos do arredondamento computacional, onde o erro relativo aumenta levemente.

Mexer com Ay, a solugao que cruza a do software computacional fica pior, e mexer

com Az o resultado fica acima ou abaixo da solugao de referéncia, e o erro aumenta

monotonicamente.

Nos Métodos de Euler Implicito e Crank-Nicolson, ao aumentar o passo temporal a
solucao fica melhor em uma parte, mas piora em outra por causa do cruzamento das

solucdes. Para Ay e Az obteve-se o mesmo comportamento do Método Explicito.

Com relagdao ao tempo de CPU, por n&do ser possivel a utilizacdo de uma malha
temporal maior nos métodos de Euler Implicito e Crank-Nicolson sem comprometer a
resposta do sistema, e ficando todos praticamente com o mesmo tempo, o Método de

Euler Explicito € o melhor por utilizar menos operagdes por passo no tempo.

Com relacédo ao erro relativo, o método de Euler Explicito foi o que obteve o menor
erro relativo ndo so6 na fratura como também na rocha matriz a 1 metro e a 10 metros

do inicio da fratura.

5.4.3 Desacoplamento do termo fonte

Como foi visto anteriormente, a discretizacao progressiva foi a que obteve os melhores

resultados e tem condigdes de estabilidade que devem ser respeitadas nos métodos,
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nao so o de Euler Explicito, como também o de Euler Implicito e o de Crank-Nicolson.
Em FORTUNA (2000), para a equagao de convecgdo, o melhor tratamento € a
discretizacdo upwind, onde se leva em conta o sinal da velocidade do fluido para a
discretizacdo. Nos trabalhos de CHAN (1984) e BECKERS (1992) sobre analise de
estabilidade da equacgao de difusao-convecgao, estes autores utilizam a discretizacao
centrada no espago. Com o objetivo de melhorar a resposta dos métodos de Euler
Implicito e Crank-Nicolson vamos desacoplar o termo fonte, o fluxo difusivo, de forma
que ele atue o mais implicitamente possivel nestes métodos e, assim, se aproximar da

solugao de referéncia fornecida.

Inicialmente, o fluxo difusivo ¢(z,t), nos métodos de Euler Implicito e Crank-Nicolson
foi considerado constante, ou seja, em suas solugbes foi realizada a aproximacao:
g™ ~q!'. Para melhorar a agdo deste termo fonte, deve-se procurar torna-lo o mais

implicito possivel. Uma forma de fazer isto é desacopla-lo, CUNHA (1993), para isto,
o Método de Picard é o mais simples, onde a partir de um valor disponivel do fluxo
difusivo, é calculado o valor de uma fungado dependente deste fluxo, e este valor sera o
utilizado na proxima iteragcdo. A equacado generalizada deste método é apresentada a

sequir:

g = 1lg")

O procedimento adotado foi a extrapolagao do fluxo difusivo, onde a partir dos valores

n+l .
iext *

disponiveis de ¢/ e ¢ obtemos o fluxo difusivo extrapolado ¢

n+l n

qi,ext = 2QI _qin_l

n+l
i,ext

e, em seguida, fez-se a média aritmética do fluxo difusivo extrapolado ¢, , e o fluxo

difusivo no tempo anterior ¢, , obtendo assim a fungéo para q,.”+1 :

.n+1 — 3q1n _Qinil
’ 2

Os resultados preliminares deste procedimento estdo em SILVEIRA et al. (2007b),
onde foi analisado o comportamento do fluxo difusivo nos métodos de Euler Explicito,

Euler Implicito e Crank-Nicolson nas trés discretizagdes utilizadas no termo convectivo.

Nas tabelas 5.19 e 5.20 estdo listados os menores erros relativos encontrados e as
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respectivas malhas espaciais e temporais utilizadas no desacoplamento. Como se
pode observar, os erros estdo altos nos mostrando que este procedimento de
desacoplamento nao foi eficaz, pois superestima o fluxo difusivo, ou melhor, este

termo fonte ndo é tao expressivo na solugao destas equagdes.

Tabela 5.19

Comparagdao dos métodos de Euler Implicito e Crank-Nicolson desacoplados,
sendo a discretizagdao atrasada no termo convectivo, com a solugao de
referéncia em 100 anos.

Euler Implicito Crank-Nicolson
Solugo de Az =1.0m Az =1,0m
z(M)  Referancia A Erro Ay = 0,046 Erro
Ay =0,22m . y = 0,046m .
Relativo Relativo
At =0,01 ano At =0,01 ano
1 7,262E-02 6,80E-02 6,35% 7,03E-02 3,18%
10 1,572E-02 1,08E-02 31,57% 1,29E-02 17,69%
18 2,167E-03 1,33E-03 38,75% 1,68E-03 22,37%
28 8,446E-05 6,21E-05 26,47% 7,29E-05 13,71%
38 1,486E-06 1,96E-06 -32,14% 1,80E-06 -21,48%

Tabela 5.20

Comparagdao dos métodos de Euler Implicito e Crank-Nicolson desacoplados,
sendo a discretizagao centrada no termo convectivo, com a solugao de
referéncia em 100 anos.

Euler Implicito Crank-Nicolson
z(m)  Solugéode Az =1,0m Az =1,0m
Referéncia Ay=03m R Elrrto Ay =0,1m R Elrrto
At =1,0ano eatvo  Ar=0,65an0 elativo
1 7,262E-02 6,71E-02 7,55% 6,98E-02 3,86%
10 1,572E-02 9,81E-03 37,57% 1,23E-02 22,04%
19 1,626E-03 8,63E-04 46,96% 1,16E-03 28,54%
28 8,446E-05 5,40E-05 36,05% 6,84E-05 18,97%
38 1,486E-06 1,87E-06 -25,59% 1,88E-06 -26,35%
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5.4.4 Graficos para 1000 e 10000 anos

No intuito de demonstrar o comportamento dos métodos em estudo para tempos
maiores foi realizada a simulagao para 1000 e 10000 anos com as seguintes malhas

temporais e espaciais listadas na tabela 5.21.

Tabela 5.21

Malhas utilizadas na comparagao dos métodos em 1000 e 10000 anos.

At (ano)
Esquema Az (m) Ay (m)
Disc. Atrasada Disc. Centrada Disc. Progressiva
Euler Explicito 1,0 0,1 0,2 0,2 0,5
Euler Implicito 1,0 0,1 0,5 0,5 0,5
Crank-Nicolson 1,0 0,1 0,5 0,5 0,5

Nas figuras 5.10 e 5.11 estao os graficos comparativos para o Método Euler Explicito,
sendo o 5.10 para a concentragdo normalizada na fratura. Como se pode observar,
conforme aumenta o periodo de simulagio, as respostas dos trés métodos em estudo

sao bastante semelhantes.

Na figura 5.11 tem-se a concentracdo normalizada na rocha matriz, sendo os valores
de concentracdo extraidos a 1 metro e a 10 metros do inicio da fratura. Na
comparagao em 1000 anos notam-se as duas extragdes, ja em 10000 anos, os valores
de concentragao estdo bem proximos, pois o particulado se encontra bem difundido

pela rocha matriz.

Comportamentos similares foram encontrados para os Métodos de Euler Implicito,
figuras 5.12 e 5.13 (fratura e rocha matriz, respectivamente), e de Crank-Nicolson,

figuras 5.14 e 5.15 (fratura e rocha matriz, respectivamente).

Nas figuras 5.16, 5.17 e 5.18 estdo os mesmos dados s6 que separados de acordo
com a discretizacao espacial. O objetivo destes graficos € mostrar que os Métodos de
Euler Explicito, Implicito e Crank-Nicolson tém valores similares de concentragéo

normalizada quando realizada, principalmente, simulacédo para tempos longos.
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Fig.5.10 — Método de Euler Explicito — compara¢ao da concentragao normalizada na
fratura nas discretizagdes do termo convectivo em 1000 e 10000 anos.
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Fig.5.11 — Método de Euler Explicito — compara¢ao da concentragao normalizada na
rocha matriz nas discretizagdes do termo convectivo para z=1m e z=10m, em 1000 e
10000 anos.
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Fig.5.12 — Método de Euler Implicito — comparagao da concentragdao normalizada na

fratura nas discretizagoes do termo convectivo em 1000 e 10000 anos.
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Fig.5.13 — Método de Euler Implicito — comparagao da concentragdao normalizada na
rocha matriz nas discretizagdes do termo convectivo para z=1m e z=10m, em 1000 e
10000 anos.
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Fig.5.14 — Método de Crank-Nicolson — comparagao da concentragdao normalizada na

fratura nas discretizagoes do termo convectivo em 1000 e 10000 anos.
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Fig.5.15 — Método de Euler Implicito — comparagao da concentragdao normalizada na
rocha matriz nas discretizagées do termo convectivo para z=1m e z=10m, em 1000 e
10000 anos.
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Fig.5.16 — Diferengas Atrasadas no termo Convectivo — comparagao da concentragao

normalizada na fratura nos métodos em 1000 e 10000 anos.
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Fig.5.17 — Diferengas Centradas no termo Convectivo — comparag¢ao da concentragao

normalizada na fratura nos métodos em 1000 e 10000 anos.
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Fig.5.18 — Diferengas Progressivas no termo Convectivo — comparagao da concentragao

normalizada na fratura nos métodos em 1000 e 10000 anos.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E RECOMENDAGOES

Analisando os resultados obtidos na presente pesquisa, podem-se enunciar as

seguintes conclusdes:

Foi demonstrado que todos os métodos analisados, Euler Explicito, Euler Implicito e
Crank-Nicolson, nas discretizagbes progressivas, centradas e atrasadas do termo

convectivo, sdo consistentes com as equagdes diferenciais parciais originais.

Na anadlise da estabilidade dessas equacdes discretizadas, foram encontradas para a
discretizagcao progressiva do termo convectivo, condi¢oes de estabilidade que devem

ser respeitadas para os trés métodos estudados.

Na analise comparativa em 10 anos com a solugcdo de referéncia, a discretizacao
progressiva no termo convectivo foi a que alcangou os menores erros relativos nos
trés métodos em estudo, um pouco mais de 15%, contudo, foi com a utilizacdo da
mesma malha espacial e temporal e, sendo assim, o método de Euler Explicito é o
mais aplicavel nesta situacao, por formar um sistema de equacgdes independentes e,
assim, utilizar um menor nimero de operagdes por passo no tempo que os métodos

de Euler Implicito e Crank-Nicolson.

Na analise comparativa em 100 anos com a solucao de referéncia, a discretizagao
progressiva no termo convectivo foi a que também alcangou o0s menores erros
relativos nos trés métodos em estudo, menores que 10%, e embora as malhas
temporais dos métodos de Euler Implicito e de Crank-Nicolson sejam as maiores
possiveis, segundo FORTUNA (2000), estes métodos s6 sao aplicaveis quando suas
malhas podem ser de 10 a 20 vezes maiores que as do método explicito, sem
prejudicar a solugdo do sistema, e ndo foi o que encontramos. Assim, o método
explicito na discretizacdo progressiva no termo convectivo € o que melhor representa

o sistema.

No trabalho de BUCKLEY (1993), onde o autor utiliza o esquema NND no termo
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convectivo, e faz comparagdo com resultados analiticos até a ordem de 10* em 1000
anos, encontra erros menores que 10% na maioria das posicoes e afirma ser um bom
resultado, destarte, os resultados obtidos neste estudo podem ser considerados de

boa acuracia.

Na tentativa de desacoplar o termo fonte para que os métodos de Euler Implicito e de
Crank-Nicolson produzissem respostas significativas do sistema além da discretizacao
progressiva do termo convectivo, onde estes métodos tém restricdes quanto a
estabilidade, o procedimento adotado superestimou o termo fonte, ndo trazendo bons

resultados, ou seja, este termo nao é tao significativo para estas equacgdes.

Os graficos para 1000 e 10000 anos sdo meramente ilustrativos, pois nao temos
resultados analiticos para testar sua acuracia, porém demonstra quanto maior o tempo

mais similar é a resposta dos métodos estudados.

Com relagao a analise de seguranca, estes resultados nos mostram a quantidade de
radionuclideos que se difundem pela fratura e matriz porosa, e permite calcular a que
distdncia tem-se uma determinada concentracdo normalizada para uma dada escala

de tempo e, assim, planejar um monitoramento da regido.
Apresentam-se a seguir sugestdes para melhorias futuras deste trabalho:

Realizar uma analise dimensional nas equacgdes para estabelecer as relagdes entre as
variaveis, como por exemplo, uma analise no nimero de Péclet, que é um valor
adimensional que mede a razao entre as intensidades dos processos de conveccéao e

de difusdo. Quanto maior o numero de Péclet, maior é a intensidade da conveccao.

Realizar uma analise de sensibilidade no modelo para verificar o efeito da variacao

dos parametros de entrada nos perfis de concentracéo.

Uma solugdo analitica para tempos maiores, 1000 anos e 10000 anos, para que se

possa realizar a comparagao dos metodos nestes periodos de tempo.

Realizar a simulagao para periodos maiores que o tempo de lixivia (leach time) para

observar o comportamento da condigcao de faixa de liberagao (band release condition).

Considerar a cadeia de decaimento radioativo nas equacgdes de migracdo e, pela
simplificada geometria utilizada neste estudo, seria interessante considerar um

sistema mais complexo e realista para a descricdo da migragao dos radionuclideos.
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APENDICE A

MODELO MATEMATICO

Os processos de transporte no sistema podem ser descritos por duas equagdes
acopladas unidimensionais, uma para a fratura e outra para a rocha matriz. O
acoplamento é garantido pela continuidade do fluxo e pela concentragao ao longo da

interface.

A1 Fratura

A forma unidimensional da equacdo da conveccao/difusdo para constituintes

dissolvidos nao-reativos, meio saturado, homogéneo, isotropico e fluxo uniforme é:

aCf(z,t) _p, asz(zz,t) JrV@Cf(z,t) 0o
Ot Oz Oz

Em BEAR (1972), incluindo as condi¢des do problema em questdo, como: decaimento

radioativo, sorcao na interface e perda para o meio poroso, tem-se a equacao:

oC , (z,1) b, o'c, (zz,t) L0960 105,
ot oz 6z b ot

S
+;tcf(z,z)+7f+@=o (A.1)

onde

Cf (z,t) — concentragao do radionuclideo na agua da fratura ( Kg-nuclideo/m®-agua)
t — tempo (ano)

D,  — coeficiente de dispersao longitudinal ( m? /ano )

68



v — velocidade da agua na fratura (m /ano)

z — coordenada ao longo da fratura (m)
A — constante de decaimento (1/ano)
b — metade da largura da fratura (m)

S, — é a massa do soluto adsorvido pela superficie da fratura (Kg-nuclideo/ m?).

Assumindo que a sorg¢ao para a superficie da fratura é governado por uma isoterma

linear no equilibrio sob a forma S = f(Cf), desta forma, de acordo com o dissolvido e

as fases adsorvidas, sdo dadas as relagoes:

ds
S=2C. =K,C (A.2)
S S=r
dc,

d_S: ds oc, :K‘OC‘,-
dt dCc, o ' ot

(A.3)

onde

K,  — coeficiente de distribuicéo superficial de soluto por unidade de area da

interface da fratura sobre a unidade de volume (m).

Realizando as substituicdes de (A.2) e (A.3) em (A.1) encontramos:

oC ,(z,t 0°C ,(z,t oC ,(z,t oC,
s(z )—Df S )+v sz )+1Kf—f +1Cf(z,t)+£Kfo+Q(Z’t)=0
ot : 0z? 0z b ! ot b : b

agrupando os termos comuns, temos:
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oC ,(z,t K, 0°C . (z,t) 0C, (z,t K,
721 - -D; sz )+v /(2 )+/1Cf(z,t) 1+ -1 +—Q(Z’l):0
ot b oz 0z b b

e introduzindo o fator de retardo, definido por:

S =le—L (A.4)

e realizando a substituicdo, a equagao para a fratura torna-se:

oC (z,t o’C z,t oC (z,t
g 0CrE0 ) BN | 0C @
ot 0z oz

z,t

0<z<w

A.2 Rocha Matriz

A equagao diferencial parcial para a rocha matriz € obtida pelo mesmo caminho,
considerando o balango de massa total para a matriz porosa. Como na rocha matriz

apenas se considerou a difusdo molecular, a equacgao da difusao é:

oC,(z,1) _p, 62Cf (z,1) o
ot ‘ 0z?

Em BEAR (1972), incluindo as condicbes do problema em questdo, como o

decaimento radioativo e a sor¢do na rocha matriz, tem-se a equagéao:
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8Cp(z,y,t)_D 82Cp(z;y,t)+1_gp asp(z,y,z)+
ot ? oy o "7 ot

(A.5)

1-6
HAC, )+ == p,A8, (2,0.0) =0

onde:

C,(z,y,t) — concentragéo do radionuclideo na agua do poro ( Kg-nuclideo/m*-agua)

0 —porosidade da rocha (adimensional)
D, — coeficiente de difusdo no poro ( m? /ano )
y — coordenada perpendicular ao eixo da fratura (m)

p,  — densidade da rocha, (Kg/m®)

Sp —massa do soluto adsorvido por unidade de massa de solido na matriz porosa,

igual a S, (z,7,t), (Kg/Kg).

Para a adsorgdo na rocha matriz, assume-se uma segunda isoterma linear no

equilibrio sob a forma S, = g(C,). Assim temos as relagdes:

ds,
S, =—a-C,=K,C, (A.6)

ds, ds,oec,  oc,

= =K A7
dt dC, ot Pot A7)

Combinando as equacgdes (A.6) e (A.7) em (A.5), obtemos:
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aC,(z,y.1) b 0’C,(z,.0) N (1-0)p,K, 0oC,(z,y,1) N
ot g oy’ 0 ot

1-0
+AC, (z,p.0) + %M(},Cp (z,3.6) =0

Agrupando em fatores comuns:

oC,(zy.1) (. 1-0 0°C,(z..) 1-6
p@t (14‘ pprj_ngT+/1C”(Z’y’t) 1+7ppr =0

(A.8)

E lembrando que o coeficiente de retardo na rocha matriz, Rp , foi assim definido:

1-6
R, =1+==p,K,

Realizando a substituicdo na equacao (A.8), temos:

o Cayn | 2C,Ep

) Py , o +R,AC ,(z,y,1)=0

72



APENDICE B

Discretizagoes Espaciais da Equacao de Movimento de Radionuclideo

B.1 Fratura

Rearranjando a equacéo (3.1), tem-se:

0C,(z0) D, 8°Cy(z0) v 8C,(z0)

q( ’t)
+2C, (z,0)+ L2V B.1
ot R, & 70 R,b B4

1 % z %

Aplicando as discretizagdes mencionadas na sec¢éo 4.3 para a equacgao (B.1), obtém-

se:

B.1.1 Método de Euler Explicito

o Diferengas Atrasadas no Termo Convectivo (v > 0 = Upwind)

n+l n n n n n n n
i —Ch, _ ﬂ [Cf,il —2C5, +C J +L(Cﬁi —Chi J LAC" &+ g9, _ 0
Az S

At R Az? R

A A

agrupando os termos, obtém-se:
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(B.2)

o Diferengas Progressivas no Termo Convectivo

n+l n n n n n n n
Cf,i - C/’,i _&(Cf,il B 2Cf,i + C_/‘,m J +L( il T Cf,i ] LACT + g9 _ 0
Az S

2
At R, Az R, Rb

agrupando os termos, tem-se:

D, At 2D, At
crl=Cr | L [+ C | 1-——L—+ VAL _ A+
’ N\ R, Az ‘" RAZ RAz

(B.3)

n DfAt VAt n At
+ Cf i+l — 49|~
“\ R,Az R,Az Rb

o Diferengas Centrais no Termo Convectivo

n

n qi _
] +ACS, + =0

n+l n n n n n n
Cf,i B Cf,i _& Cf,i—l - 2Cf,i + Cf,i+1 n v Cf,i+1 - Cf,i—l
At R Az’ R 2Az Rb

A A

agrupando os termos, obtém-se:
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DAt wA 2D, At
(oY o/ B Pt A LA FGL b Pty YV WY
1TTR R A 2R Az ) TR A

.| DAL yAr W At
FCr Y e A
RfAZ f !

(B.4)

Na discretizacado da taxa de perda do fluxo difusivo através da interface fratura-rocha

p

oy

que foi expressa pela primeira Lei de Fick, fez-se discretizada por diferencas

progressivas de primeira ordem:

q'n =—6D ZJQ./*I _ C;J,/
1 P Ay -
j=

fazendo-se uso da condigao de contorno dada pela equacgao (3.5):

-6D (

P

Ay

n _ n el
9 = P2 Cf,i)

B.1.2 Método de Euler Implicito
o Diferengas Atrasadas no Termo Convectivo (v > 0 = Upwind)

n+l
+ACH! + 4 _
’ be

n+l n n+l n+l n+l n+l n+l
cyl=Cy, D, [c w20+ e J N L(c o

2
At R, Az R,

realiza-se a aproximagao:

¢ ~q =—2(ct,,-Cl) (B.5)



Esta aproximagao visa deixar as equagdes mais simples de serem trabalhadas, e é

realizada nos métodos de Euler Implicito e Crank Nicolson.

Organizando os termos, tem-se:

11 R »AZZ R AZ R -A22 i+l R AZZ I 1

D At 2D, At D At
Cn+1 _r _ Y +C"+.l 1+ S + VAt + AL +Cn+1 Rt A Cn+1 +qn _ﬂ
f RfAZ S

(B.6)
o Diferengas Progressivas no Termo Convectivo

n+l

]mc;;‘ﬂf—:o

At R AzZ? R R.b

A A

n+l n n+l n+l n+l n+l n+l
Cf,‘ B Cf,i _ Df [Cf,i—l - 2’Cf,i + Cf,i+1 J +L[Cf,i+l - Cf,i
i

agrupando os termos, obtém-se:

o Diferengas Centrais no Termo Convectivo

fli-1 Ji+l
At R AZ? 2Az

S be

n+1 n n+l n+1 n+1 n+l n+l
Cpl-Cy, D, ( cul =20 + O ] N L( crl -t
A

n+l
]+ acy + 4= o

agrupando os termos, tem-se:
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D At 2D At D At
Crtl ——L—- VAl +C T+ =L+ AAr |+ C1L VAL _ 5y Sl=Cr+qr _ AL
. R Az" 2R Az . R Az TN 2RAz R Az . R.b

! f f f f f
(B.8)
B.1.3 Método de Crank-Nicolson
o Diferengas Atrasadas no Termo Convectivo (v > 0 = Upwind)
n+l n n+l n+l n+l n n n
ij. — Cf,,. _l& Cf,i—l —2Cffi + Cffm N Cf,i—l —2Cf,i + Cf,,.+1 N
At 2 R, Az? Az?
Cn‘Jr.l _ C}H-l Cn o Cn .
+ll S fi-1 + fii -1 +l/1(c;+ll +C;1)+ 1 ( in+l +qln): O
2 Rf Az Az 2 ’ ’ 2be

agrupando os termos e realizando a aproximagao do termo q,-"H ~q, , obtém-se:

D At D At D At
T ToR A 2R Az ) T RAZ 2R Az 2 ) | 2R A

n D At VAt 0 DAt vAt ANt 0 D At S At
Crin 7t +C 1= 2 - +Ci| 5= [T | 5
PN 2R A 2R Az) T RAZ 2R Az 2 T 2R, Az R/b

(B.9)
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o Diferengas Progressivas no Termo Convectivo

+1 +1 +1 +1
il =€l 1D, (C;a--l 201+ Gl | Gl =2C1+ } N

Li+l
2 + 2
At 2R, Az Az

(g +q1)=0

n+l n+l n n
I v Ct' -C i C‘i -C i 1 n n
TR Pt FAL Sld SRS Si2 S ¢ +§/1(C,;1+C/,i)+

2R, A Az 2R,b

agrupando os termos e realizando a aproximagao do termo qlf’“ ~ ¢, , obtém-se:

" D, At - DAt vAt AAt) | vAt DAt
bl -—L— |+ O 1+ —L— - + 2= [+ O - =
2R, Az R,AZ 2RAz 2 2R,Az 2R Az

. [ DAt , DAt yAt At | DAL vAr o _ At
Crial 557 |TCrl 1= 2t - +Ch i 2 Ay
"\ 2RAz ’ R,Az" 2R Az 2 U\ 2R Az7 2R Az R.b

o Diferengas Centrais no Termo Convectivo

n+l n n+l n+l n+l n n n
Cri —Cyi 1D [Cf,i—l —2C + G G =265, + G j N

2 + 2
At 2R, Az Az

(g7 +47)=0

Cn+'1 _ Cn+-1 Cn o Cn '
+1L £+l fiml | S rin £l +11(C;+il + C; i)+ 1
2 Rf 2Az 2Az 2 ’ ’ 2be

agrupando os termos e realizando a aproximagao do termo q}”l ~ ¢, , obtém-se:
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D At D At A D At
’ 2R,Az" 4R Az v R Az 2 V4R, Az 2R Az
A f A f A

C/?'i—l s 7T val +C;l'i l_f—z_ﬁ +C;i+1 L 2 VAL +q:n _ﬂ
"\ 2R,Az" 4R, Az ’ R Az 2 "\ 2R Az 4R Az R/b

(B.11)
B.2 Rocha Matriz
Rearranjando a equacgéo (3), tem-se:
oC (z,y,t) D. 0°C (z,y,t
p(2.0 D, 0°C, () )+/1Cp(z,y,t):0 (B12)

ot R oy’

p

Aplicando as discretizagdes citadas na segao 4.3 para a equagao (B.12), obtém-se:

B.2.1 Método de Euler Explicito

=0

n+l n n n n
Crii=Coii Dyl Cpijn=2C,,,+Cp L aC
At R Ay? h

P

A expressao pode ser escrita na forma:
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n+l n DpAt n 2DpAt n DpAt
Cp,i,j = Cp,i,j—l R Ayz + Cp,i,j 1- RA 3 — AAL |+ Cp,i,j+1 W (B13)

B.2.2 Método de Euler Implicito

n+l n n+l1 n+l n+l
Cp,i,j B Cp,i,j _&(Cp,i,j—l B 2Cp,i,j + Cp,i,j+l J+ AC™ =0
2 pi.j
At Rp Ay
A expressao pode ser escrita na forma:
n+l D At n+l 2D At n+l D At n
Cri|l ——=t—= |+Co | 1+ ==+ At |+ C | ——— |=C) (B.14)
R, Ay R, Ay R, Ay
B.2.3 Método de Crank-Nicolson
n+l n n+l n+l n+l n n n
Crii =Ci 1 & Crijn =2C,, + G n Cpijn=2C,,, + Gy + A (C’”.l. el _): 0
At 2R, AY® AY? 20 o e

A expressao pode ser escrita na forma:

D At D At D At
C;:',lj—l - . 2 ] + CZ;}/‘ [1 +—+ > T A] + CZ;}/‘H[_ . 2 J =
ZRPAy RpAy 2 2RpAy

D At D At D At
Craiei 2RpA 2]+C;“‘f(l_ RpA 2 /12A t]+cz’f’f“[2RPA Zj
V4 y y P y

14

(B.15)
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