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A equacdo de transporte de néutrons em sua fortegraadiferencial é de
dificil solucao (analitica ou numérica) em virtudke complexidade da propria equacéo
de transporte, por esse motivo muitos métodos noo®isdo desenvolvidos para
soluciona-la. Nesse contexto o método dos elemefiti®s, em suas diversas
formulacdes, apresenta-se como uma das alterngiamas a construcdo de modelos

matematicos capazes de resolver a equacao dedrandp néutrons.

O objetivo deste trabalho € desenvolver uma egieatiéerativa baseada na
formulacdo de elementos finitos Petrov-Galerkinhsmida como GLS (Galerkin Least
Square), capaz de resolver problemas de fonte desxtritos a partir equacéo de
transporte de néutrons em ordenadas discretas,egig@martesiana bidimensional e
multigrupos de energia, independente do tempo, gpeesente boas taxas de
convergéncias e que possua boas propriedades dgimagcado a fim de garantir

solugdes com precisdo satisfatoria.
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The neutron transport equation in its integro-défeial form is difficult to solve
(analytically or numerically) due to the complexdl/the transport equation. Therefore
many numerical methods have been developed to sblVe this context the finite
element method, in its various formulations, isspreed as one of the alternatives for

the construction of mathematical models to soleertbutron transport equation.

The aim of this work is to develop an iterativeattgy based on Petrov -
Galerkin finite element formulation known as GLSa(&@kin Least Square), able to
solve fixed source problems described from the mautransport equation in discrete
ordinates, two-dimensional Cartesian geometry aretgy multigroups, in the steady
state. This strategy presents good convergence eaiteé having good approximation

properties in order to ensure solutions with satisfry precision.



SUMARIO

N 210151007V RS 1
1.1  DefinicAo do ASSUNTO da TESE...cciii i i 1
Y2 O B =1 = To [0 o [o 1) N 1 (SO PPPPPRR 3
1.3  Contribuicbes da Metodologia Proposta ......cccccceeeeeeeeeieeeiiiiiiceeee, 9
1.4 REIEVANCIA A TESE .. .uuiiiiiiiii ittt et ettt e e e e srnnnr e e e e e e e e anas 10
1.5 DesCriGA0 d0OS CapitUlOS ......cceeeeiiiiiiiceeeeciiieee e e e e e e e snnnne e e e e e enns 11

2 O PROBLEMA DE TRANSPORTE DE NEUTRONS ......ccoooiieeeeteeeceeeeee e, 14
2.1 A Equacado de Transporte de NEULIONS.......cccceeeerirmrriimiriiiiiiiiissee e eannns 14
2.2  Equacao de Transporte de Néutrons 2D na Formutieadultigrupos e $com
Aproximacao Ppara a Secdo de Choque Diferencial de Espalhamenta...................... 15

3 O PROBLEMA DA ITERACAO INTERNA E PRECISAO......... coceoveeeeeeeeeeeee, 21
3.1 Equacbes Oriundas da Aproximacdo Multigrupo e dooM&E Sy .........coooeeeeeeeeeennn. 21

4 UMA ESTRATEGIA BASEADA EM FORMALISMO PETROV-GALERKI N

PARA AS ITERACOES INTERNAS ......covivieitiectcte et eeene s 24
4.1  Problema MOGEIO ..........oiiiiiiiiiiiie e 24
4.2  Formalismo de Elementos finitoS......ccoooi oo 26
4.3 Formulacdo Galerkin Partial Least SQUAre (GPLS) . everrerrrrrrrrrrrirrririnrninnninnnd 92
4.4  Esquema lterativo para Desacoplamento do SiStema...........cccoevvveeviiiiiiieieeenneee. 31
4.5 Pos-processamento para a Condicao de Contornaidtil@t Fraca ....................... 35

45.1 Consideracdes Sobre a Condicao de Contorno deheti€raca..................... 35
45.2 P&s-Processamento da Solucao (Condicdo de Diti€héea) ......................... 37
4.5.3  ESHUMALVA U€ EITO ..ccceiiiiiiiiiiiiiiie e mmmee ittt ee e 38
45.3.1 Determinacéo da Desigualda@Bd4a) ............uuuuiiiieiiiiiiieeeiieeeee e e e e s seceeeeinnns 46

5 EXPERIMENTOS NUMERICOS......ccocoiiiitieieeeeete ettt saee e anens 50

5.1 Experimentos Numéricos com Fonte Fixa Hipotética...........ccccceveeviiiiiiiiiinnnnennn. 52
5.1.1  Andlise do Numero de lterac¢des Internas com Condig&Dirichilet Forte..... 52



5.1.2  Andlise do Numero de lteracdes Internas com CondigeaDirichilet Fraca..... 54

5.1.3  Analise de Convergéncia com Condi¢ao de Dirictitate .................cccvveeeee. 58
5.1.4  Andlise de Convergéncia com Condicdo de Diricliiteca.............................. 64
5.1.5 Analise do nivel de Refinamento da Malha (Condd@dirichilet Fraca)....... 69
5.2  Experimentos Numeéricos com Fonte FiXa Real cuweeeeervvvvvveniniiiiiiiiiiiieiieeeieeen, 70.
5.2.1  Analise do Numero de Iteragfes Internas com Coodig&Dirichilet Forte..... 71
5.2.2  Andlise do Numero de lteracdes Internas com CondigaDirichilet Fraca..... 73
5.2.3  Analise de Convergéncia com Condi¢ao de Diricitate .................cccvveeeee. 75
5.2.4  Analise de Convergéncia com Condi¢édo de Diriclitaca...............ccevveennne. 79
5.2.5  Andlise do nivel de Refinamento da Malha(Condigé®iichilet Fraca)........ 83
5.3  Validag@o do MétodO PropOStO ........ccoeviueiiiieiieeeeiiiiiiiiiiir e e e e e e e e s sireeeeeeeeennees 85

5.3.1 Comparacao das SolucBes Obtidas pelas Formulaedgehentos Finitos .... 85

5.3.2  Comparacao das SolucBes Obtidas pelas Formulaedglehentos Finitos e

pelo Método Diamond DIffEerEnCe. .........ooo oo 93
6 CONCLUSOES E SUGESTOES FUTURAS .....cooviiii et 98
6.1 CONCIUSDES ...ooeieiiiiiiiiiieiie e mmeeeer ettt e e e e e e e s et be e e e e s s bbb e e e e ea s 98
6.2  Sugestdes Para Trabalhos FULUIOS.........cccccecceeeiiiiiiii e, 99
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS .......coeiveueeeeteceeeeeeeee et eannens 101
Y 1= o Lo =PRSS 106

Xi



1. INTRODUCAO

1.1 Definigdo do Assunto da Tese

Em 1958 Kurt Otto Friedrichs introduziu sistemas atpiacOes diferenciais
parciais de primeira ordem (sistemas de Friedrichsg® englobam uma vasta
diversidade de problemas da ciéncia e da engenh@igm como, problemas de

transporte de fluidos, transporte de gas e tratesplercalor em um meio material.

Em engenharia nuclear temos os problemas de pe#éetrarofunda ou
problemas de fonte fixa, onde particulas sem cdégans ou néutrons) reagem com o
meio que possui propriedades absorvedoras e veBetiTais problemas séo
matematicamente tratados a partir da equacéo ilzaear de transporte de Boltzmann
gue nesse contexto modela o balanco de néutronséguproduzidos e removidos no
interior de um volume de controle. Esses néutrartem ser emitidos por uma fonte
externa e/ou podem ser gerados no interior do jrémume por interagcdes com o0s
nacleos dos atomos do meio material e/ou poderdiinod dominio pelos contornos, ja
a remocao desses néutrons pode ocorrer por umsgmcke absorcdo, espalhamento
para outros grupos de energia e/ou outras diremdesnda pela eventual fuga atraves
das fronteiras do volume. A equacao de transp@teéditrons em sua forma integro-
diferencial [1] € de dificil solugcdo (analitica nbumérica) em virtude da complexidade
das funcbes e do numero de variaveis independentedvidas. Por esse motivo muitos
métodos numéricos sdo desenvolvidos para solutdorigerém, é importante ressaltar
que em sua forma integro-diferencial a equacéoraesporte de néutrons ndo se

encaixa no modelo matematico de Friedrictjs Portanto para tratarmos do transporte
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de néutrons como um caso patrticular de sistemdgiddrichs, neste trabalho, foram

feitas as seguintes consideracgdes fisicas e matasiat

(i) Eliminamos a dependéncia temporal considerandegime estacionario;

(ii) Consideramos uma geometria plana a fim de Kiivgr o tratamento das variaveis

espaciais;

(iii) Discretizamos a variavel energia pela forngda de multigrupos;

(iv) Tratamos da dependéncia angular com o métedwdenadas discretas (método

Sv);

(v) Aproximamos a secdo do choque de espalhamentnaaexpansdo em termos de

polindbmios de Legendre (Aproximacap) P

Tais procedimentos tornam possivel representarmebdema de transporte na
forma de um sistema de EDP (Equacdes Diferencasdts) acoplado de grande porte
envolvendo um enorme numero de equacdes, que éasm particular do chamado

sistema de Friedrichs.

A solucédo direta de tais sistemas torna-se muitgzess inviavel devido ao
grande numero de graus de liberdade. Para a sollgs&e problema os métodos
iterativos [1], [3] tém-se apresentado como 0s gwtanais adequados. Todavia existe
uma baixa taxa de convergéncia no que é chamadterdgdo interna. Portanto, €
desejavel o desenvolvimento de esquemas iteratjues apresentem boas taxas de
convergéncias e que possuam boas propriedades@enagcdo a fim de garantirem
solugdes com precisédo satisfatoria. Nesse contextétodo dos elementos finitos, em

suas diversas formulacdes, se apresenta como gvateiaativas para a construgcéo de



modelos matematicos capazes de resolver a equagatradsporte de néutrons

iterativamente.

Tendo em vista que a estratégia aqui proposta draas da iteracado interna,
temos que o objetivo deste trabalho é desenvoluwe astratégia iterativa com as
propriedades descritas acima, baseada na formuldea&eementos finitos Petrov -
Galerkin para discretizacdo do dominio espaciglazale resolver problemas de fonte
fixa descritos a partir da equacédo de transport@é&lgrons em ordenadas discretas,
geometria cartesiana bidimensional e multigruposrdggia, independente do tempo. A
fim de demonstrar o bom desempenho do esquemaviédgdn, faz-se a apresentacao
de estimativas de erro, bem como comparacdes cdaxas de convergéncia de outros

meétodos. Experimentos numéricos confirmam a bdameance do esquema proposto.

1.20 Estado do Arte

Nos ultimos 50 anos, varias técnicas foram desgilad para resolver a
equacao de transporte de radiacdo. Entre as qodesmos citar o método de Monte
Carlo, método das ordenadas discretas, método domobhicos esféricos, método
espectral, método das diferencas finitas (MDF) enétodo dos elementos finitos
(MEF), por vezes também chamado de método de etemdmitos de Galerkin

classico.

O MEF foi desenvolvido entre as décadas de 50 podCengenheiros para a
resolucdo de equacdes diferenciais parciais (EDR) peoblemas de engenharia

estrutural. Em comparacédo com o MDF, o MEF exigemewor esfor¢co computacional

3



justamente por possuir uma formulacdo matematida rohusta e mais complexa, no
entanto o MEF possui a vantagem de suportar mabkasturadas e malhas néo-

estruturadas, enquanto o MDF limita-se a malhtnatasadas uniforme.

Ha mais de 3 décadas sabe-se que para algunsmesbitescritos por equacdes
diferenciais hiperbdlicas, as solucbes obtidas pdleF de Galerkin padrédo (ou
classico) podem apresentar oscilacfes espuriaS¢Bldo necessario um alto grau de
discretizacdo do dominio para de eliminar essagag8es. Diante dessa problematica
surgiram métodos de elementos finitos ndo padrdogeacapazes de eliminar tais
oscilacdes, entre 0s quais se destacaram o metmleleimentos finitos descontinuos
(MEFD), por vezes chamado de Galerkin Descontin@®)( o método minimos
guadrados de elementos finitos (MQEF), mais comleecdomo método LS(Least
Square) e ainda o método GLS (Galerkin Least Syutmmbém conhecido na

comunidade de elementos finitos como Streamlifieisddon Method.

A seguir descreveremos um breve histérico da a@wado método de

elementos finitos ao problema de transporte deroésit

O MEF foi inicialmente apresentado para solucianaguacao de transporte de
néutrons independente do tempo por Reed e Hill 8A8 J4]. Posteriormente foram
desenvolvidas diversas variagcbes do MEF e MEFD c¢quooexemplo, o método dos
elementos finitos descontinuos lineares (MEFDL)J46, 7 e 8] capaz de resolver o

problema de transporte de néutrons dependenteepandente do tempo.

Umas das grandes vantagens apresentadas pelo neé¢auentos finitos é sua
eficiéncia em representar sistemas com geometegular, condicdes de contorno nao
usuais e composicao heterogénea. Devido a esstgygas uma tendéncia natural das

pesquisas envolvendo o MEF e o MEFD, é a aplicdedses métodos na resolucédo da
4



equacao de transporte de néutrons considerandosavgeometrias. Seguindo essa
vertente podemos citar a recente aplicacdo do MEgDIgeometrias esféricas [9] e em
geometrias cilindricas [10], e ainda aplicacdo deHIAL juntamente com o método dos

elementos finitos quadrados (MEFQ) [11] em georaedsiférica.

Com o objetivo de desenvolver novas formulacdeslementos finitos, temos
que outra tendéncia evolutiva dessas pesquisasoénhinacdo do MEF e do MEFD
com outros meéetodos. Como resultado dessas comlemgpddemos citar o método
Galerkin descontinuo de ordenadas discretas (GD@mEsentado em [12], quando
Eichholz resolveu a equacdo de transporte considertanto néutrons quanto fétons

em geometria esfeérica.

Inicialmente elaborado para tratar problemas deasento de fluidos, o
método GLS é considerado um método de elementdssfiestabilizado que possui
propriedades de aproximacdo comprovadamente mesllgque o método de Galerkin
usual [2]. O método GLS é amplamente aplicado eoblpmas relacionados a
mecéanica dos fluidos, dindmica dos gases e propag#e ondasNo entanto, mesmo
apos exaustivas pesquisas bibliogréficas, aindavaéficamos nenhuma aplicacédo de
formulac6es do tipo GLS em neutrbnica. Porém \eanifios avancos nas pesquisas em
que formulacdes de elementos finitos do tipo GD, (L8ast Square) e SUPG
(Streamline Upwind Petrov - Galerkin) sdo aplicadasproblema de transporte de

néutrons.

Em 1998 uma formulacéo do tipo LS juntamente cametodo dos harmdénicos
esféricos (aproximaca®),) foi aplicado a equacao de transporte de néugongegimes
difusivos por Manteuffel e Resset d. [13]. Em 2000, motivado pelo fato de que o
meétodo dos harmdnicos esféricos, utilizado patarteadependéncia angular, apresenta
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oscilacdes no contorno do dominio espacial, Mafekat al propdem uma forma de

contornar esse problema por meio de uma nova fagéal do método LS, a qual
incorpora as condi¢cdes de contorno aos seus fumisi@m [14]. Durante esse mesmo
periodo o método de ordenadas discretas (mésgdofoi apresentado como uma
alternativa para a discretizacdo da dependéncialango transporte de néutrons,
havendo a partir desse momento um acentuado aumentaimero de publicacdes
envolvendo a aplicacdo de elementos finitos conetdosS,, entre as quais podemos
citar o trabalho de Barros [15]. Em seu artigo Bsrapresenta formulagbes de
elementos finitos descontinuos em combinacdo coméiedosSy e Py, as quais sao

capazes de resolver com elevada acuracia a equigcdimnsporte de néutrons em

dominio espacial heterogéneo.

Em 2006, apontando na dire¢do correspondenteiGaggd do método GLS a
equacao de transporte de néutrons temos o métadseapado na referéncia [16].
Nessa referéncia sao propostos diversos esquenias/-Balerkin tipo operador de
captura. E fornecida ainda uma maneira geral debse formalismos Petrov-Galerkin
GLS, SUPG e Operadores de Captura de diferenteseaufl7, 18, e 19]. Todavia
nenhum esquema, € proposto para a resolucdo dasbeguoriundas do métody.
Nesse trabalho uma formulacdo elementos finitoatggwos conhecida como método
Full Riemann SUPG é aplicada a equacao de tramsgerBoltzmann em harmonicos
esféricos e regime estacionario como uma eficigiternativa para eliminar as
oscilagbes espurias provenientes do método de KBalesual. As formulacdes SUPG
sugeridas nesse trabalho necessitam do que € dmloeeno matriz de estabilizagéo.
Conhecendo as propriedades de aproximacao, bemaastabilidade do método GLS,
Painet al. [16] fazem uso da matriz de estabilizacdo do né®@dS (bem como de

outros métodos) aplicando-a as formulacdes SUP@mN ade comparar e validar a
6



metodologia desenvolvida em seu trabalho. Entret@nimportante destacar que apesar
de conhecer as propriedades e vantagens do métdsee Gambém fazer uso de sua
matriz de estabilizacdo, Pagt al. [16] ndo utilizam esse método para resolver o
problema de transporte de néutrons, deixando essaionpara a posteridade. Dever ser

ressaltado ainda que o método a ser apresentada tes® ¢ um formalismo Petrov-

Galerkin que n&o é considerado na referéncia [@6hzer a explicitacdo d@, U, 4 e
P, na equacdo (14) da referéncia mencionada. Posténum formalismo Petrov-

Galerkin ainda n&o proposto para o métsgo

Em 2007, Hai-tao Jat al. em [20] utiliza a formulacdo variacional de minsgno
guadrados inicialmente desenvolvida por Mantewdfedl. [13] para propor um método
capaz solucionar a equacgédo de transporte de néugomn geometria cartesiana
tridimensional. Porém, diferente de Manteufélal. [13] que utilizou a aproximacao
Py para tratar da dependéncia angular, e também resga5] que fez uso de métodos
de elementos finitos descontinuos para discretizag@ular, o método proposto por
Hai-tao Juet al.[20] baseia-se em ordenadas discretas e em elesnfamtos continuos

para discretizacao espacial e em ordenadas disgata discretizacao angular.

Um ano depois, no ano de 2008, Mertnal. [21] retoma as formulac¢des
SUPG desenvolvida por Paet al. [16] e propde um esquema baseado em Galerkin
descontinuo para tratar a equacéo de transpoméwteons com discretizagdo angular
arbitraria. Todavia esquemas Galerkin descontimeayzem proliferacdo excessiva
dos graus de liberdade, o0 que causa um aumenttasaias do esforco computacional,
que é reforcado pelo uso da formulagdo apresert@df 6], que também produz um
aumento no custo computacional com relacdo ao psgI&LS. Em seu trabalho

Merton propde uma nova definicdo para a matriz stabdizacdo empregando um



termo de estabilizacdo que age na direcdo do cauectivo. Porém a forma proposta
da matriz de estabilizacdo implica em um extrenmoenio do custo computacional sem

um correspondente ganho na preciséao.

Assim como os métodos GD, LS e SUPG, o método Glsbém tem a
capacidade de eliminar as oscilacbes espuriasntesrao metodo de Galerkin classico,
mas com a vantagem de apresentar um menor esfomgputacional e uma maior
simplicidade de implementacédo. Diante de tudo o fguepresentado, temos que, o
principal objetivo desta tese , é a aplicacdo étodo GLS ao problema de transporte

de néutrons.

A formulagéo de elementos finitos Petrov-Galerkie gtilizamos na construcao
da estratégia iterativa que propomos para resal\auacao de transporte de néutrons
multigrupos em ordenadas discretas, geometriastani bidimensional e independente
do tempo, baseia-se no método Gf§Se é na verdade uma técnica hibrida que combina
0 método Galerkin classico com o método LS, atra@ésoma das formas bi lineares e
funcionais correspondentes a essas formulacoe$oromn pode ser visto em [22].
Devido as formula¢des anteriormente citadas estargimsicamente ligadas por meio
da relacdo GLS = Galerkin + L&,fim de demostrarmos as caracteristicas e vargagen
da formulacdo que propomos, utilizaremos como ltaseparativa a formulagcdo de
Galerkin classico apresentado em [3],aeformulacdo LS apresentada em [20].
Optamos por trabalhar com um método estabilizadona formulacdo de elementos
finitos continuos a fim de obtermos um esquematitear com boas propriedades de

aproximacao e de baixo esforco computacional.



1.3 Contribuicées da Metodologia Proposta

A estratégia iterativa que propomos para resoluenaticamente a equacao de
transporte de néutrons em ordenadas discretas,egi@@martesiana bidimensional e

multigrupos de energia em regime estacionario,asageguintes contribuicdes.

A primeira delas, e certamente a mais importange aglicacdo da formulacdo
Petrov-Galerkin conhecida como GLS a equac¢do aespmate de néutrons. Conforme
dissemos na sec¢do 1.2, exaustivas pesquisas bitfigag indicam que até o momento,
nao houve aplicagbes dessa formulacdo ao problentasporte de néutron, como a
gue sera proposta nesta tese. Portanto a estragfgiava aqui proposta é original com
relacdo a aplicacdo da formulacdo GLS. No entaritsmulacdo que propomos nesse
trabalho, a qual denominamos GpLS (Galerkin Pdrgalst Square), € na verdade uma
variagdo da formulacdo GLS. Usamos o termo “Padmido ao fato de que o Método
GLS completo definido em [22] considera em sua tdagéo a projecdo total dos
residuos em cada uma das equacgfes constituinteistdma de EDPs, sendo que em
nossa formulacdo GpLS essa projecdo é parcialudontdentro do loop iterativo o
GpLS assemelha-se ao GLS completo, ja que a téitaradiva utilizada € semelhante

ao método de Gauss- Seidel.

A segunda contribuicdo é a inédita aplicacdo doegqubamado de condicao de
Dirichilet fraca ao problema de transporte de rm#dr Esse tipo de condicdo de
contorno foi desenvolvido por Nitsche [28] é descrita em [22]. Sua principal
caracteristica € nao “exigir’ que a solucédo prometd de formulacdes variacionais
satisfaca exatamente os valores prescritos no runtésso ocorre devido ao fato de
que diferente da condi¢cdo de contorno de Diricliilmte (ou classica), a condicéo de
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contorno de Dirichilet fraca faz parte da equacdigagional associada ao problema de
valor de contorno, sendo portanto parte constguidbs funcionais inerentes as
formulacdes variacionais. A aplicacao desse tgpoahdicdo de contorno permite uma
melhor aproximacéo da solucéo exata (analiticapteoior do dominio espacial e ainda
fornece uma forma de avaliar se o0 nivel de distaegfio (refinamento) do dominio

espacial (malha) esta adequado ao problema e altgéo de elementos finitos

considerada. O esforco computacional extra devidotgrais no contorno pode ser

considerado pequeno.

Aplicar a condicdo de contorno de Dirichilet fra@a problema de valor de
contorno significa ndo exigir (dentro do loop itera) que a solugcédo obtida pela
formulacdo variacional considerada esteja em plamacordancia com os valores
prescritos no contorno, eles sdo valores aproximadodavia é desejavel que os
valores verdadeiros do contorno, ap0s a convergéudai esquema iterativo, sejam
incorporados a solugdo. Isso nos conduz a terceindribuicdo desta tese para as
pesquisas feitas em neutrénica, que é a constrigidicacdo de um mecanismo de
pbés-processamento capaz de corrigir a solugédo pmve da formulacdo variacional
considerada nos pontos pertencentes ao contordordinio espacial, onde a solucédo &

prescrita.

1.4 Relevancia da Tese

As contribuicbes acima citadas proporcionam o deseimento de um método
de elementos finitos iterativo geral, com boa @m&@aj de baixo custo computacional e

de simples implementacado, valido para qualquer diome que suporta malhas néo
10



estruturadas, permitindo refinamentos localizadagje € desejavel para os parametros

descontinuos da equacédo diferencial a ser resolvida

1.5Descricdo dos Capitulos

Dividimos esse trabalho em 5 capitulos e 1 apéndioen a intencdo de

fazermos uma apresentacéao clara dos objetivosika@ss obtidos.

A apresentacdo dos capitulos ocorre de forma acqbar os aspectos tedricos
envolvidos, as técnicas, as ferramentas de aréliseresultados obtidos. Os apéndices
sdo utilizados para apresentacdo dos parametroteamres utilizados e para

detalhamento do formalismo matematico e computatidas técnicas empregadas.

O desenvolvimento do caso estudado € detalhad@apitulos desta tese, de

modo a possibilitar um melhor encadeamento desdeia

Nestecapitulo 1, foi apresentada nas se¢fes 1.1 a 1.3 uma visabspbre as
propriedades fisico-mateméticas e as dificuldadesedesolver a equacgéo de transporte
de néutrons, fazendo mencéo aos diversos métodesfogam desenvolvidos para
resolvé-la. Declara-se o objetivo desta tese e egmida € apresentada uma revisao
bibliografica dos principais trabalhos publicadobre aplicacdo dos elementos finitos a
equacao de transporte de néutrons em que a dep@ndérgular é tratada com o
meétodoSy, evidenciando que até o momento ndo houve a gabcdo método GLS ao
problema de transporte de néutrons (como ele édals&do nesta tese), e por fim

apontamos os pontos de originalidade desta tese.
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O capitulo 2 descreve a equacédo de transporte de néutrons anfosua
integro-diferencial de primeira ordem, destacand® @nsideracbes fisicas e
matematicas mais usuais na literatura disponiveisua resolucdo e por fim
apresentamos a equacao de transporte de néutrona gibmulacéo $e multigrupos
com aproximacao [Ppara a secdo de choque diferencial de espalhamentue

corresponde a forma na qual iremos trata-la.

No capitulo 3 relatamos as implicacdes da aplicacdo conjuntapdaximacao
multigrupo e ordenadas discretas a equacao deptdasde néutrons, enfatizando a
relacdo convergéncia versus precisdo inerente agedos iterativos. Destacamos
ainda, algumas das condi¢cbes em que a convergéasideracdes internas e externas

torna-se problemaética.

No capitulo 4 apresentamos de forma detalhada todas as etapestrdgégia
iterativa proposta para resolver a equacao de poates de néutrons destacando, o
problema a ser resolvido, a formulacdo GpLS congste o0 esquema iterativo
implementado, as implicacbes da aplicagéo da caadle contorno de Dirichilet Fraca,
o desenvolvimento do mecanismo de poOs-processanaplitado a solucdo obtida e,

por fim, uma estimativa de erro da formulacao pstgpo

O capitulo 5 é reservado aos experimentos numericos que visamprovar a
funcionalidade e eficiéncia da estratégia iteratik@osta, bem como as caracteristicas

e vantagens da formulacéo Petrov- Galerkin GpL8samtada neste trabalho.

O capitulo 6 traz as conclusdes, recomendacdes e sugestbedraaaos

futuros.
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Os apéndicesapresentam os parametros nucleares utilizados imagagbes
realizadas ao longo do capitulo 5, e ainda o dlgoride integracdo de Gauss para

superficies utilizado ao final do capitulo 5.
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2 O PROBLEMA DE TRANSPORTE DE NEUTRONS

2.1A Equacéao de Transporte de Néutrons

Para elaboragcédo e execucdo de projetos de reamocksares é imprescindivel
conhecer o comportamento do fluxo de néutrons assilplita o funcionamento
adequado desses sistemas. Um dos principais prablem pesquisas de reatores
nucleares é determinar esse comportamento. Essema pode ser tratado pela teoria
de transporte de néutrons, que estuda o deslocamentéutrons em diferentes meios,
e que obtém a distribuicdo do fluxo neutrénico émpo, no espacgo e na energia. Para
tanto é necessario que se tenha conhecimento dawigolades e grandezas
microscopicas e macroscopicas do sistema fisiconodelo mateméatico que rege o
transporte de néutrons é uma equacdo linear derBain, deduzida a partir do
principio da conservagdo (ou balanco) do numermé&édrons em um elemento de
volume. A equacdo descrita abaixo é a equacdadspiorte de néutrons em sua forma

integro-diferencial [1].

1 9 ., 4 . o ) o
—V(E)a<p(r, EQ,t)+02-Vo(7E0,t)+ 2,7 E o7 E 0,t)
E) ([ i
:Xin_) ffV(E')Ef(F,E’,t)go(F,E’,_Q’,t)dE’d_Q'
4 0

+ jfZS(F,E’ > E N - 0,t)p(#E,Q,t)dE'dN’. (2.1)
4T 0
Aqui definimos:
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Q é o vetor unitario que define a direcdo de movimeo néutron;
V(E) é a velocidade do néutron com enefjia

o(7,E, 0,¢t) € o fluxo angular de néutrons ;

2.(# E,t) é a secdo de choque macroscépica total;

x(E) é o espectro de fissao;

v(E") é o nimero médio de néutrons que nascem na fess@&ada por néutron com

energiak’;
¥¢(%,E',t) € a se¢do de choque macroscopica de fissao;

I(FE'->EQN - 0,t) é a secdo de choque macroscopica duplamente niiferele

espalhamento.

2.2 Equacéo de Transporte de Néutrons 2D na Formulacade Multigrupos e S

com Aproximacao R para a Secao de Choque Diferencial de Espalhamento

A equacdo de transporte de néutrons em sua fortegraadiferencial € de
dificil solugcéo analitica em vista da complexiddds funcdes e do nimero de variaveis
independentes envolvidas. Encontrar solu¢coes mesmmumeéricas para a equacao de
transporte de néutrons, s0 é possivel se o sidi@mdealizado, de modo a permitir
substanciais simplificacdes. Apresentaremos a seggumas das mais tradicionais

hipoteses simplificadores da equacgéo de transgerte&utrons.
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Quando se deseja eliminar a dependéncia temparakidera-se o regime
estacionario, no qual o fluxo neutrénico indepeddeempo. A dependéncia espacial
do problema para geometrias gerais € de difictatmanto. Uma maneira de se
contornar esse problema é considerando uma geanmddma. Para o tratamento da
variacao energética do fluxo faz-se uma subdivigéia do intervalo de energia. Esses
subintervalos sdo chamados de multigrupos. Umadaentratar a dependéncia angular
€ aplicando o método de ordenadas discretas (oodmé&}) que caracteriza-se pela
discretizacdo da variavel angular em um nUmerdofide direcées,,, m=1,.., M.
Dessa forma apenas se contabilizam os néutronsequeovem em algumas diregoes,
nao abrangendo todas as direcbes existentes. €@mmsiel a isotropia ou a anisotropia
gue ocorre no espalhamento de néutrons, fazendmaexpansao da secao de choque
diferencial de espalhamento em termos de polinGmuidosegendre (aproximacad),
sendo que o truncamento da série depende do tipssgiEhamento (isotrépico ou
anisotropico) que se quer considerar. Aplicande tansideracdes e tratamentos a
equacao de transporte de néutrons, obtém-se adqdag¢ransporte de néutrons 2D na
formulacdo de multigrupos &, com aproximacdoP, para a secao de choque

diferencial de espalhamento [3], dada como segue:

d d
P—ma(pg,m(x: y) + nmafpg,m(x: y) + Ztg(x; y)(pg,m(x; y)

M G
1 (1
=7\ 2749 Z Wn Z vZ2g (6 ¥)0g ()
efs n=1 g'=1

M G L
+Z W Z ZFz(un,nn:um,nm) 25700 y) | gy b,

n=1 g'=1\1=0

(2.2)

16



g = 1..,G(grupos de energia),
m = 1, ..., M(dire¢cded),,),
[ =0,...,L (nimero de termos da expans&qg,P
onde:

un €1, S80 as componentes do vefdy, que define a dire¢cdo de movimento do

néutron;

¢g4m(x,¥) € 0 fluxo angular de néutrons do grupgque se movimenta na direcao
Zg(x,y) € a secdo de choque macroscopica total do grupo

kes € 0 fator de multiplicacéo efetivo;

Xg € 0 espectro de néutrons do grupo g;

w, € 0 peso de quadratura de simetria de nivel;

v € 0 numero meédio de néutrons emitidos na fisso;

24 (x,y) € a segdo de choque macroscopica de fisséo do deugnergig’;

S o Fi (s M 5 Mars ) 2;‘;"’5’ (x,y) € a secao de choque macroscopica de espalhamento

expandida em termos de polinGmio de Legendre (apampéo P).

SendoN o indice do métodoyStemos que o numero de dire¢cdes consideradas é
definido porM = w Para a correta construcao do sistema de EDPstdgssla

equacao (2.2), temos ainda dug N. Com relagéo a secao de choque macroscopica de

espalhamento expandida em termos de polinbmio ldegetemos que:
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L

a1

=0

L

R 2l+1 I
ZFl(ﬂn;nn;Hmlnm)zz g(x,y):z Pl(ﬂnrnn;umrnm)zfl g
=0

onde
l
a1 .
Pl (.un: Nn s Um, nm) = m Z Ylm (.un: nn)Ylm(lJ-ml nm)
m=-—1

com

( )(-kK) Z

21+1)(1=k)! -

nk(Uk;Uk)::(—;;a:;g—)zpf(ﬂ)em¢,

sendo

k
(1—u®z d**'(u? - 1)
21 dpk+l ’

Plk w =

U = cos 8, e k uma constante inteira positiva.

Paral = 0,1, 2,3 as fun¢cbe$; sdo definidas por:

1 "
)

PO(;un' N Umo nm) = z

3
P, (.um Ny U nm) =2 (Untm + Maim);

P, = (ﬂn' N Umo nm)

)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

5(1
= Z{Z [(Bpn? — D Btm? — 1) + 3(Mnm)? + lzﬂnﬂmnnnm]}; (2.9)
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P3 (Mn’ Ny W nm)

= e[, (5, - (5w, ) +3(r,m,)

+ 6(5,un2 - 1)(5um2 - 1)r)nr)m + 6Ounumnn2nm2 + 1Onn3nm3]}. (2.10)

Deve ser notado que na equacao (2.2), os fluxotaswm esquerdo ndo sao
conhecidos. Eles juntamente com os fluxos do ladstal formam um grande sistema

de equacdes diferenciais acopladas a ser resolvido.

A obtencao da equacao (2.2) na forma apresentddaegeacao (2.11) tem o

objetivo de facilitar a arquitetura do esquemaatigo que desacopla o sistema.

9] 9]
Mmafpg,m(x; y) + Um@fpg,m(x; y) + agm(x: Y)gog,m(x: :Y)

(
|
= g5 (x, ) + |

&

¢ 1
Z wnﬁgm (pg'n(x y)] &: vV (x,y) €Q,

w |

g+*g

iP]=
e

38

!

(2.11)
g = 1...,G(grupos de energia),
m =1, ..., M(direcded),,),
[ =0,..,L (ndmero de termos da expansag,P

onde por definicao:

Agm(%,Y) = g (X, ) — 0y Z Fy (s o5 Moo M) 2579 (3, ), (2.12)
=0
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B ) = D Filtas T s b ) 2570 (1, ), (2.13)

M
gz Wy, Zvlfgr(x,y)gogr'n(x,y) . (2.14)

n=1 '=1

SFissﬁo (x' y) —
gm eff 4‘7'[

Essa substituicdo de variaveis além de simplifcaotacdo da equacao (2.2),
permite o desacoplamento iterativo dos fluxos peiosida variavet, ,,, , que traz para
o lado esquerdo da equacéo (2.2) os espalhameatgédno que ocorre dentro do
proprio grupo de energig (in-group scaterring) e o espalhamento angulaa @ar

mesma direcaon.
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3 O PROBLEMA DA ITERACAO INTERNA E PRECISAO

3.1Equacbes Oriundas da Aproximacao Multigrupo e do Miévdo Sy

A formulacdo oriunda do método de ordenadas dexréh) para problemas
multigrupo é considerada como uma das mais usyaxianagdes convenientes ao
problema linear de transporte de néutrons. Ess@dmétonstitui-se da descri¢cao
matematica do transporte de néutrons em M diregfEscritas (ordenadas discretas) e
da utilizacdo de quadraturas angulares para a iapaQ&o das integrais do termo de
fonte de espalhamento e producao de néutrons.mufacdo multigrupo fundamenta-se
na definicdo de G intervalos continuos de energiapps de energia) nos quais sao
estimados valores médios dos parametros fisicorimigtee definidos os momentos
energéticos do fluxo angular de néutrons. Portanformulacdo de ordenadas discretas
para problemas multigrupo pode ser identificadacama transformacao do problema
integro-diferencial linear do transporte de néudratefinido no espaco de fase original,

em um sistema de G x M equacdes diferenciais psutoi@ares [24].

Uma das principais dificuldades de se resolver sstema, deve-se ao fato de
que suas equacdes constituintes sdo desacoplaqestaaconvectiva e acopladas na
parte reativa, conforme pode ser visto no probldmautovalor descrito pela equacao
(2.2), o que resulta em um sistema de grande podplado. Determinar a solucdo de
tal sistema por meio de métodos diretos € impnaticdevido ao grande numero de
graus de liberdade. Mesmo quando se utiliza métadagivos, tem-se o problema da

baixa taxa de convergéncia nas iteracfes intereasdal ao termo de fonte de
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espalhamento e também nas iteracfes externas devigomo de fonte de fisséo, o que

torna o esforgo computacional consideravelment®sas

Para solucionar satisfatoriamente a equacdo dspivete de néutrons, quando
esta representa um problema de autovalor, € newessdterminar critérios de
convergéncia adequados para as iteracdes intemtessde iniciar as iteracdes externas.
Se o critério de convergéncia aplicado as iteragiiesnas for mais “apertado” que o
necessario, havera um aumento substancial no telegrocessamento. Porém, Se o
critério de convergéncia aplicado as iteracfesrnage ndo for suficientemente

“apertado”, o processo de convergéncia das itesagxdternas torna-se instavel [3].

Em geral, o comportamento da taxa convergénciatelagoes interna varia de
acordo com as definicbes fisicas do problema enstdoePor exemplo, para meios
puramente absorvedores a iteragdo interna podeexgnem poucas iteracdes. Em
problemas em que a espessura Otica das sub-regiéeompdem o dominio espacial €
considerada grossa e ha também grande ocorrén@spdéhamento dentro do préprio
grupo de energia (in-group scattering), a convargétorna-se muita lenta. Essa baixa
convergéncia é notoria em problemas que considpoartos grupos de energia na faixa
térmica de 0 a 1 eV. Pois temos que 0s néutronsapeeguem chegar a faixa térmica
podem ainda sofrer diversos espalhamentos a meunesfajtes absorvedores de
néutrons térmicos estejam presentes. Mesmo paméwsons na faixa de energia
rapida, a convergéncia lenta pode ser um probl®oaexemplo, para o caso em que
apenas nuclideos pesados estao presentes no s, reutrons precisam sofrer um
grande numero de espalhamentos, até perderem &nerguficiente a fim serem

removidos do grupo de energia.
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A baixa taxa de convergéncia na iteracdo internen teotivado o
desenvolvimento de métodos iterativos capazes ekerac essa convergéncia, como
pode ser visto em [25], [26]. Entretanto temos @t@xa de convergéncia nao € o unico
ponto a ser avaliado quando se faz uso de métoel@givos, ela deve ser analisada
juntamente com a precisdo, de modo que haja um rcomgso entre a taxa de
convergéncia e a precisao no método iterativo agdiccom o intuito de garantir sua
eficiéncia e até mesmo a viabilidade de sua aj@caéor exemplo, se um esquema LS
ou Galerkin for usado para cada iteracdo que dpkaap sistema de equacdes
diferenciais parciais, as aproximacdes sdo da oakehf, ondeh é um parametro de

malha ek é o grau do polinbmio. Ja para o esquema proptetta tese, conforme

1

detalharemos na subsecdo 4.5.3, a aproximacao céddan deh**z, ou seja, mais

preciso.

Com isso, temos que 0 objetivo global dessa teggopor uma estratégia para
tratamento das iteracdes internas utilizadas nac&ol numérica da equacédo de

transporte de néutrons, que apresente boas taxasdergéncia e precisdo satisfatoria.
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4 UMA ESTRATEGIA BASEADA EM FORMALISMO PETROV-

GALERKIN PARA AS ITERACOES INTERNAS

4.1 Problema Modelo

Considerel como sendo um conjunto aberto®®. Sejam = 1,..., M(M > 1 um
inteiro) e Q,, uma familia de vetores dR? representando uma direcdo para 0s
néutrons. AssumindG@ grupos de energia, uma fonte de fisséo fixa (oauwal iteracao
externa) e uma fonte de espalhamento dependest@wda#io, aplicamos os métodRs
e Sy ha equacdo de transporte de néutrons [1, 3, 2428729, 30,31, 32 e 33],
conforme descrito na subsecdo 1.1. Nessas condgdeguacdo de transporte de
néutrons em sua forma integro-diferencial podeesscrita como um caso particular de

sistema de Friedrichs [2], como:

0 0
Umagog,m(x; y)+ nma_y¢g,m(x; y)+ agm(x: Y)(pg,m(x: y) =

( ]\
| ™ II
Sy 41 Y | wnBieg y)‘ LovGyen (@21

)

g = 1..,G(grupos de energia),
m =1, ..., M(dire¢cded),,),
[ =0,...,L (nimero de termos da expans&qg.P

Onde por defini¢ao:
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L
ag,m(x; y) = Ztg(x; y) — Wy Z Fy(Mms Mam 5 Wams M) Z;%_)g(x: y), (2.12)
=0

L
Bam (t,y) = Z Fy (s M 5 Wy M) 259 G, 9, (2.13)
=0
1 1 M G
SR = 1| grke ), 0n D, v Ey e | (214)

n=1 g'=1

Sejal’ o contorno deQ e ér = (e;r, e,r) 0 vetor unitario normal & e exterior

a(). Para a solucdo desse sistema impomos duas psssindicdes de contorno:

a) Condicdo de contorno de vacuo, que determina quoeer&tem néutrons

entrando no sistema, ou seja,

Pgm(x,y) =0emly , (4.1)
g, =1{(y); Qn - ér < 0}, (4.2)
g €{l,..,G},
me{l,..,M},
naturalmente temos que
rg =I-T; . (4.3)

b) Condicdo de contorno reflexiva, que determina qgeamtidade de néutrons
saindo do sistema é igual a quantidade néutronsageetra o sistema

definida como segue:

(pg,m(xl y) = Qg m* (x, y) em F"_m: (44)
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g €{l,..,G},
me{l,..,M},

ondem é indice do angulo de reflexdo correspondentengold de incidéncia cujo

indice € m*. Deve ser observado que se para mn& {1,..,M} e umTl* c Iy, @

condicdo aplicada € de vacuo , ela € de vacud'para todog € {1, ..., G}. Também

deve ser notado que se paraum € {1,..,M,} e uml'* c Féma condicao aplicada é

reflexiva, ela é reflexiva ei” para todgg € {1, ..., G}.

4.2 Formalismo de Elementos finitos

Com o objetivo de obter a desejada formulagdo P&aderkin utilizada no
desenvolvimento da estratégia para tratamento edacdo interna, faremos algumas

redefinicdes de variaveis a fim de facilitar a ¢omsio da formulagéo proposta.

O ponto de partida é o seguinte sistemeqdacoes

G M

Q- Vpgm + Z Z ™ Pt = fom. (4.5)
g'=1m'=1
g €f{1,..,G},
me{l,..,M}.

Desenvolvendo o somatorio da equacéo (4.5), pag{1,...,G }em € {1,..,M,},

segue que :
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ﬁm ' VQDg,m + Gég,m(pg,m = fg,m - Z Z Uj’ﬂrr;' Pg' m'- (4-6)

g'zgm'+m

Comparando a equacao (4.6) com a equacao (2.Xficamos as igualdades:

gm _
Ogm = Agm (4.7)
gm _ g'n

O-g[,m/ _ _wn g’m 1] (4‘.8)

fom = Sgme. (4.9)

Essa mudanca de variaveis proporciona uma maiollidéde para o0s
desenvolvimentos que seguem. Portanto, a partiuidatjlizaremos essas novas

variaveis no desenvolvimento da formulacéo GpLS.

As usuais formulagcbes GLS para sistemas de EDRxpl®adas ao sistema de
equacOes obtido via métodg, gera um esquema iterativo em elementos finitas qu
exige um grande esforco computacional, para gesarcamtribuicbes a nivel do
elemento. Pesquisas profundas nos peridédicos mgactantes da area de neutronica
nao fornecem nenhuma alternativa ao método GLS par aplicado ao sistema

oriundo do métod6y.

Uma das primeiras tentativas na direcdo de usainmuoén quadrados de
elementos finitos juntamente com o métsgoé o esquema apresentado em [20] que é
um esquema do tipo pLS (Least Square Incompletm)eepossui a mesma ordem de
aproximacdo do método usual de Galerkin. Portantljetivo fundamental desta tese,
como ja foi mencionado na introducao, € obter uonand@ilacdo do tipo GLS, mas nao
completa, dai o nome GpLS (Galerkin Partial Leagtabe) que tenha as mesmas

propriedades de aproximacdo do GLS completo, mas owito menos esforco
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computacional. Esta € conforme mencionado na ing&a, a contribuicdo original da

tese.

A seguir apresentaremos o formalismo de elemerito®d continuos para
discretizacéo espacial, bem como as definicbessgpacos funcionais inerentes a esse

formalismo.

Seja M" ={Q,..,Q,, } uma particdo de&) em n, elementos finito§,, cada
elemento finito pode ser mapeado em elementos @auvéd meio de mapeamento
isoparamétrico satisfazen@ N Q. = @, see # e’ eQUT = UZ;l(Qe U I,), ondel,

denota o contorno de cafa.

Parak > 1 sendo um inteiro considera-BE((2) como sendo o espaco das funcées
polinomiais de grau menor ou iguakalefinido nas usuais coordenadas locais [3, 22] .

Seja
H*(Q) = {p € H'(Q); ¢, € P¥(Q.)}, (4.10)

ondeH(Q) é o usual espaco de Sobolev como definido emg4]é a restricdo de

afl,. A partir deste espaco definimos o seguinte espeagiuto:

HkGM — {((Pl,l; s PG 1 PLM ...,(pG,M);(pg,m € j]—[k(Q); g=1..,G,m=

1,..,M}. (4.11)
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4.3Formulacao Galerkin Partial Least Square (GpLS)

Sejad’dado como segue:

o — {0 se a condi¢do de contorno de Dirichilet é forte (412)
~ |1 seacondic¢io de contorno de Dirichilet é fraca. '
Seja o conjunto solugdo dado como segue
HIEM | se @l =1,
skGMOT = )@y, € HEEM; @ =0em Iy, »secondicdoaem Iy évicuooul

_ _ . - 4 : r _
Vgm = Pgm* €M Fﬁm' se condi¢do em Fﬁm éreflexival, se 6 =0

(4.13)
e 0 espaco das variagdes admissiveis dados come seg
MO _ HEEM | se ol =1,
h [(pg,m € H*EM; pym =0em Iy, secondicdoem Iy é Vacuo] ,sedl =0

(4.14)
A formulacédo GpLS correspondente ao problema difina secéo 4.1, consiste de

encontrar

~ r
(p = ((pl,li ey (pG,ll ey (pl,Ml ey (pG,M) (S Sk'G'M'e ) (4‘15)

satisfazendo a equacéo variacional

AS (P, + AGn (P,7) + 8T AG (@, 7) = By (@, 7) + By (71) + 67 By (1),

Vi € VkGMOT (4.16)
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m=1,..,M.

Onde as formas bi lineares e funcionais s&@imslcomo:

ne

Ag,m (95; ﬁ) = Z f { ﬁm ) V(pg_m + O-.ég"r;ll(pg.m} ng.m Qe

e=1 Qe

ne

LS r ~ ~ § A
Ag,m((p; n) = ]ﬂ {Qm ) V(pg,m + O—ég,;lr’ll(pg,m} X
e=1 "€

{576” [ﬁm Vlgm T Ug,mng,m]} dQ,

ne

Ag,m((ﬁr ﬁ) = Z f_ Qog,mng,ml ﬁm ' éI‘| drle,

e=1"Ta,
ne
PLS r ~ ~\ _ __ gm
Bg,m((prn) B Z,fﬂ Z z Oy Pg'm X
e=1 ""¢ \g'#gm'+m

{ng,m + 6, [ﬁm ) Vng_m + O-g,mng,m]} dQ,

ne
Bg*,m((ﬁ;ﬁ) = Z f fg,m X {ng,m + 5ren [ﬁm ' Vng,m + Ug,mng,m]} d-Qe
e=1 Qe

ne

Bgr,m(ﬁ) = Z f_ pg,mng,ml ﬁm ) éF| drle.

e=1 "Qm

Temos que

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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Iy, e ér sao como definidos na secao 4.1 e a fungap € definida sobr@:}{m como

seque:

0 selg for uma regido nao reflexiva
Pgm = (4.25)

Vgm* »S€ Fﬁm for uma regido reflexiva

Para h = max{hy, ..., h,.}, essa formulagdo permite, usando a metodologia

1
encontrada em [22Juma estimativa de erro para o fluxo de ordefiz e uma
estimativa de erro da ordem @& para as derivadas advectivas, okdé o grau do

polinbmio.

4.4Esquema lterativo para Desacoplamento do Sistema

Para que seja possivel introduzir o esquema wNerafiie desacopla o sistema de
equacbes diferenciais, consideragdee H*%M sendo a partida de tal esquema, com

@° sendo um valor arbitréario.

Também considera-sg (ip) sendo o valor dé no ponto nodal"ip". Desta forma,

paran € {0,1,..} determina-s@™*! € H*%M por meio do Algoritmo 4.1.

Deve ser ressaltado que:

¢"(ip) = (911D, -, P61 (iD), v, @1 (iD), s @ (iD)),

onde gog,,m(ip) € o valor dep, ,, N0 ponto nodaip.
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Seja “tolerancia” a tolerancia fixada para parar o esquema iterativo.
(1)Para n=0,1,2,3,...,enésima iteragdo
(2) Parag=1,...,.G
(3) Param=1,....M
(4) Para ip=1,...,namero total de pontos da malha

Calcula-sep™*! € Sk6MO" através da equacéo variacional
AGm (@) + A (@) + 0T A (¢7H, 1) =
B (@™, 1) + By m () + 8T B (), Vi € V0GHMO"
Fim do loop (4)
Fim do loop (3)
Fim do loo(2)
Erro=0
(a)Para g=1,...G
(b) Para m=1,...,.M
(c) Para ip=1,...,nimero total de pontos da malha
|lognt(ip) ¢y, (ip))|
Py (ip))]
Se Erro_(=Erro) entédo

Erro=Erro_0
Fim do se

Fim do loop(c)
Fim do loofh)
Fim do looffa)

Erro_0 = 100 x

Se ( Erro< Tolerancia) entédo
Sai do looil)
Fim do se
Fim do loop (1)
Se (Erro> Tolerancia) entéo
Envia mensagem: “ndo convergiu em (n+1) iteracdes”

Fim do se

Algoritmo 4.1 — Algoritmo utilizado para se obter a solucéo dabfema proposto.

Para a implementacao desse algoritmo utilizamostaaomaca iterativa
semelhante ao método iterativo Gauss-Seidel, adgialharemos a seguir.



t
AG, (G, 7)) + APES (L, ) + O AL (6™, 7) = BPXS (@7, 1) + By 1 () + OTBL, (1) s o4

Atualiza Bpés(ﬁﬂ e B1 2(@)

output
— n+1
1,2

AG, (@™, 1) + AP (@™, ) + 8T AL, (¢, ) = BYS (", 1) + Bi, (i) + 6" BL, (7))

Atualiza Bfgs@",ﬁ) e Bl 5 (/)

output

AG (@™, 1) + AV (@, ) + 0T AL 5™, 1) = BYSS (¢, 1) + Bi s () + 6" BL5 (7)) == 74!

Atualiza BpLs(fp ,) e B 4 ()

output

AG (@1, 1) + AP (@, ) + OTAL (@7, 1) = BEoy (0™, ) + By (i) + 07BE (1) == o}

Convergiu?

sim

fim

Figura 4.1 - fluxograma da técnica iterativa implementada.

Conforme pode ser visto no fluxograma da Figura dehtro do loop iterativo,
paran > 0 cada equacao da iteracdo corrente (iteracdo Nedgbe a solucéo da

equacao anterior atualizada, de forma que a prnegjuacao do sistema a ser resolvida
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tem o termo de fonte alimentado pela solucéo atea§teracdo N) de todas as demais
equacoes, e a ultima equacao a ser resolvida &su termo de fonte alimentado pelas

solucdes ja atualizadas (iteragdo N+1) das demascées do sistema.

Para a condicdo de contorno de Dirichilet forteitemacdo dos fluxos que
possuem como regido de entrada a parte do contmrde se aplica a condicdo de
contorno de vacuo, ocorre exatamente como no meledGauss-Seidel. Porém, ha
uma significativa diferenca no processo iteratios dluxos cuja regido de entrada é
considerada como uma regiao reflexiva. Essa difareonsiste em abastecer em suas
respectivas regides de entrada, os fluxos que oheg@ o dominio através da regiao
reflexiva, com os valores dos correspondentes fluyee penetram o dominio através
da regido onde se aplica a condicao de vacuo.dbsstecimento pode ser descrito pelo

Algoritmo 4.2.

(1)Para n=0,1,2,3,..,enésima iteraca
(2)Parag=1,...,.G
(3) Para m=1,....M
(4) Para ip=1,..., numero total de pontos da malha

(.)

Se((ip € F!{m) ) entao
g = Pgm No ponto nodal ip gz definido por 4.31)
Fim do se
Fim do loop (4)
(..)
Fim do loo(3)
Fim do loop(2)

Fim do loop (1)

Algoritmo 4.2— algoritmo de abastecimento dos flumg;} eml};m.
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Esse abastecimento obedece a condicdo de corigoidal nula na regido
reflexiva. Para sua correta implementacao faz-sessario uma escolha adequada da
ordem de varredura da malha como na referénciani8jando se possivel pela regido

Iy _onde se aplica a condigdo de vacuo.
m

Para a condicdo de contorno de Dirichilet fraca sabdas as mesmas
consideracbes. Porém a aplicagcdo dessa condicdeon®®rno traz consigo a
necessidade de se utilizar um mecanismo de posgzamento dos fluxos apés o loop
iterativo com 0 objetivo de que n&o haja, nos e @rescritos no contorno, perda de
precisdo para as solugfes obtidas. Na proxima skxtatharemos a implementacéo do

poOs-processamento e algumas consideracdes sotneigdo de Dirichilet fraca.

4.5P6s-processamento para a Condicao de Contorno deridhilet Fraca

Uma das contribuicdes desta tese de doutoradoaggpasquisas realizadas em
neutrénica € a utilizacdo da condicdo de Dirichfleica juntamente com o que
chamamos aqui de pds-processamento. Por esse megamwamos duas subsecdes para

tratarmos desse aspecto.

4.5.1 Consideracdes Sobre a Condicao de Contorno de Dinitet Fraca

Todos os modelos matematicos de valor de contdmowalor inicial baseados
em sistemas de equacdes diferenciais necessitacoriicoes de contorno e/ou de

valores iniciais corretamente definidas para qya pessivel determinar a solucao
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satisfatoria desses sistemas. Tais condicOes mstasicamente relacionadas com as
caracteristicas fisicas do problema a ser tratatlmea existéncia (ou ndo existéncia)

da solucéo (Unicas ou ndo) desse mesmo problema.

A condicdo de contorno de Dirichilet forte € ampdaute utilizada nas areas de
pesquisas que modelam matematicamente seus prablparameio de Equacbes
Diferenciais (EDO ou EDPs) de primeira ordem. Aqli@ssa condicdo a equacdes
diferencias (formulacédo forte), significa exigireja solucdo obtida esteja em total
concordancia com os valores prescritos no cont@@go que esses valores nédo fazem
parte da equacao diferencial. A aplicacdo dessalighm a equacOes variacionais
(formulacédo fraca) traz a mesmas implicacbes, ga, $econjunto solugdo contem

implicitamente a condicao de Dirichilet forte.

A condicdo de contorno de Dirichilet fraca por sea, é utilizada apenas em
equagOes variacionais e sua aplicacao significaem@pr que a solucdo obtida esteja
em plena concordancia com os valores prescritosontorno. Mas isso so € possivel
por que nesse caso, 0s Vvalores prescritos sao poreolos aos funcionais
correspondentes as condicbes de contorno da fogdwlaariacional (ou fraca),
conforme pode ser visto na equacao (4.16). Desssfas solu¢cdes numéricas obtidas
com essa condi¢do sdo uma aproximagao da soluge taxito no interior do dominio

como também no contorno.

Segundo as referéncias [22] e [23], se comparatiaacoondi¢cdo de contorno de
Dirichilet forte, a condicdo de contorno de Diriehifraca tem a peculiar vantagem de
permitir uma melhor aproximacao da solucdo exatatavior do dominio. No entanto
essa vantagem nao existe quando se trata da ajgionda solucédo exata no contorno
do dominio.
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Com o objetivo de obtermos uma solu¢do numéricaenlea como caracteristicas:

e Uma melhor aproximacédo da solucéo exata no intdoodominio obtida com
a condicao de contorno de Dirichilet fraca;
e A perfeita concordancia com os valores prescritoscontorno do dominio

apresentada pela condi¢ao de contorno de Diridioifts.

Implementamos um mecanismo de pés-processameqtml @era descrito na proxima

subsecéo.

4.5.2 Po6s-Processamento da Solugédo (Condigéo de Dirichiferaca)

A finalidade do pos-processamento € corrigir o®res dos fluxosp, ., (g €
{1,..,G,},m € {1,.., M}) na parte do contorno definida pﬁgm, ou seja, é corrigir 0s
valores de todos os fluxos em suas respectivaBasede entrada no dominio. Devido
as solugcbes obtidas com a condicdo de contorno idehilzt forte satisfazerem
exatamente os valores prescritos no contorno, lagd@s assim obtidas naturalmente
nao necessitam de poés-processamento. Portantao déat estratégia iterativa que
estamos proponga aplicacdo de pds-processamento é uma demandlsiexcda

condicéo de contorno de Dirichilet fraca.

Com o intuito de preservar a influéncia da condigéocontorno de Dirichilet
fraca sobre a convergéncia da solucdo, aplicanmagaanismo de pos-processamento

apos a convergéncia dos fluxos. Tal mecanismo éelbamte ao processo