4
..:"‘;ﬁ“ O P P E
TS, 723 ‘ :
S >
Instituto Alberto Luiz Coimbra de U F RJ
Pés-Graduagao e Pesquisa de Engenharia

ANALISE DE SEGURANCA DETERMINISTICA E ESTOCASTICA EM UM
CENARIO DE INFILTRACAO DE AGUA NO INTERIOR DE UM REPOSITORIO
PROXIMO A SUPERFICIE PARA A DEPOSICAO DE REJEITOS RADIOATIVOS

Antbnio Sérgio De Martin Alves

Tese de Doutorado apresentada ao Programa de
Pds-graduacdo em Engenharia Nuclear, COPPE,
da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como
parte dos requisitos necessarios a obtencdo do

titulo de Doutor em Engenharia Nuclear.

Orientador: Paulo Fernando Ferreira Frutuoso e
Melo

Rio de Janeiro
Novembro de 2014



ANALISE DE SEGURANCA DETERMINISTICA E ESTOCASTICA EM UM
CENARIO DE INFILTRACAO DE AGUA NO INTERIOR DE UM REPOSITORIO
PROXIMO A SUPERFICIE PARA A DEPOSICAO DE REJEITOS RADIOATIVOS

Antoénio Sérgio De Martin Alves

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO ALBERTO LUIZ
COIMBRA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA DE ENGENHARIA (COPPE) DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR EM
CIENCIAS EM ENGENHARIA NUCLEAR.

Examinada por:

Prof. Paulo Fernando Ferreira Frutuoso e Melo, D.Sc.

Prof. Antdnio Carlos Marques Alvim, Ph.D.

Dr. Claudio Marcio do Nascimento Abreu Pereira, D.Sc.

Prof. Marcelo Ramos Martins, D.Sc.

Prof. Alexandre Santos Francisco, D.Sc.

Dr. Marco Antonio Bayout Alvarenga, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
NOVEMBRO DE 2014



Alves, Antbnio Sérgio De Martin

Analise de seguranca deterministica e estocastica em
um cenario de infiltracdo de &gua no interior de um
repositério proximo a superficie para a deposicdo de
rejeitos radioativos/Antdnio Sérgio De Martin Alves. —
Rio de Janeiro: UFRJ/COPPE, 2014.

XXXII, 305 p.:il.; 29,7 cm.

Orientador: Paulo Fernando Ferreira Frutuoso e Melo

Tese (Doutorado) — UFRJ/ COPPE/ Programa de
Engenharia Nuclear, 2014.

Referéncias Bibliograficas: p. 181-195.

1. Andlise de seguranca. 2. Repositorio de rejeitos
radioativos. 3. Infiltracdo de agua. I. Melo, Paulo
Fernando Ferreira Frutuoso e. Il. Universidade Federal do
Rio de Janeiro, COPPE, Programa de Engenharia Nuclear.
I11. Titulo.




Aos meus queridos Hermes (“in
memorian’’), Maria Helena, Maria Cristina

e Leonardo.



“A descoberta consiste em ver o que todos viram e em pensar no que ninguém

pensou.”

Albert von Szent-Gyorgyi Nagyrapolt



AGRADECIMENTOS

Primeiramente a Deus por ter me dado forgca e entusiasmo para prosseguir nesta

caminhada.

Aos meus pais Hermes (in memorian) e Maria Helena, fontes inesgotaveis de amor,

carinho e dedicacéo incondicional aos seus oito filhos.

A minha esposa Maria Cristina e ao meu filho Leonardo meus companheiros mais

amados.

Ao0s meus irmaos, tios, primos, amigos e demais familiares que torcem de maneira
desmedida pelo meu sucesso e enxergam em mim qualidades que, na maioria das vezes,

eu ndo as possuo.

Ao Professor Paulo Fernando Ferreira Frutuoso e Melo orientador e grande
incentivador para a realizacdo deste trabalho. Sou profundamente grato por sua
receptividade, amizade e ajuda constantes, que tornaram o desenvolvimento desta tese

uma tarefa extremamente agradavel, prazerosa e descontraida.

Ao Professor Anténio Carlos Marques Alvim por sua participacdo na banca
examinadora e por ter ministrado de forma brilhante o curso de seguranca de reatores,

cujos conceitos contribuiram de maneira relevante para a elaboracdo desta tese.
Ao Professor Alexandre Santos Francisco por sua participacdo na banca
examinadora e pelas discussbes tecnicas que foram determinantes para o

desenvolvimento deste trabalho.

Ao professor Marcelo Ramos Martins por sua participacdo na banca examinadora e

também pelas discussdes técnicas e sugestdes para o desenvolvimento desta tese.

Vi



Aos D.Sc Claudio Marcio do Nascimento Abreu Pereira e D.Sc Marco Antonio
Bayout Alvarenga pela honra de té-los na banca examinadora e pelas sugestdes para o

aprimoramento desta tese.

Ao D.Sc. Jorge Luiz Cachoeira Chapot e ao Mario Cesar Torres Alves pela
colaboracgéo, incentivo, amizade e por terem me liberado na Eletronuclear para que eu

pudesse fazer o doutorado.

A Eletronuclear por disponibilizar todo o seu acervo técnico para que este trabalho
de pesquisa pudesse ser realizado com sucesso.

Aos funcionarios da SN.T, GSN.T e GCN.T da Eletronuclear pela colaboracéo,
incentivo e amizade dispensados que muito me sensibilizou. Em especial ao amigo
M.Sc. Erivaldo Mério dos Passos, companheiro de longa data na area nuclear, pelas
discussbes técnicas e sugestdes que foram fundamentais para a elaboracdo deste
trabalho.

Ao M.Sc Gladson da Silva Fontes pela colaboracdo, amizade e discussfes técnicas

gue muito auxiliaram no desenvolvimento desta tese.

Aos funcionéarios do Programa de Engenharia Nuclear da COPPE/UFRJ pela
paciéncia, colaboracdo e amizade dispensadas.

A todos os amigos que me acompanharam durante esta jornada, me incentivando e

me ajudando de alguma maneira.

A todas as pessoas que contribuiram de alguma forma para a realizagdo desta tese.

vii



Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios
para a obtencdo do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

ANALISE DE SEGURANCA DETERMINISTICA E ESTOCASTICA EM UM
CENARIO DE INFILTRACAO DE AGUA NO INTERIOR DE UM REPOSITORIO
PROXIMO A SUPERFICIE PARA A DEPOSICAO DE REJEITOS RADIOATIVOS

Antoénio Sérgio De Martin Alves

Novembro/2014

Orientador: Paulo Fernando Ferreira Frutuoso e Melo

Programa: Engenharia Nuclear

Esta tese tem como objetivo desenvolver uma analise de seguranca deterministica e
estocastica para um repositorio proximo a superficie, com cripta de concreto, destinado
a deposicao de rejeitos radioativos de baixo e médio niveis de radiagdo. A distancia
critica do repositério é definida como a distancia entre o ponto de descarga de
radionuclideos no aquifero e um poco capaz de provocar uma dose, em um individuo do
publico, igual ao limite de dose estipulado pela CNEN. Considerando-se o cenério de
infiltracdo de &gua no interior do repositério, € determinada a distancia critica deste,
utilizando-se modelos matematicos deterministicos e estocésticos, desenvolvidos neste
trabalho. Os modelos matematicos sdo desenvolvidos com base na equacdo de Richards
para o fluxo de liquidos em meios porosos e na equacao de transporte de soluto neste
meio. Os modelos deterministicos sdo resolvidos analiticamente no céalculo
convencional (ndo-estocastico), e numericamente utilizando-se 0 método de Runge-
Kutta de 42 ordem. J& os modelos estocasticos sdo resolvidos analiticamente com base
no célculo estocéstico de Ito, e numericamente pelo método de Euler-Maruyama. E
avaliado o impacto no valor da distancia critica do repositorio de Abadia de Goias,

qguando a metodologia deterministica é substituida pela estocastica.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

DETERMINISTIC AND STOCHASTIC SAFETY ANALYSIS IN A WATER
INFILTRATION SCENARIO OF A NEAR SURFACE REPOSITORY FOR
RADIOACTIVE WASTE DISPOSAL

Antoénio Sérgio De Martin Alves
November/2014
Advisor: Paulo Fernando Ferreira Frutuoso e Melo

Department: Nuclear Engineering

This thesis aims to develop deterministic and stochastic safety analysis
for a near surface repository, with concrete crypt, for the disposal of radioactive waste
of low and medium radiation levels. The critical distance of the repository is defined as
the distance between the point of activity discharge in the aquifer and one well able to
cause a radiological dose in a member of the public, equal to the dose limit set by the
regulatory body. In an accident scenario of water infiltration into the repository, the
critical distance of the repository is determined by utilizing deterministic and stochastic
mathematical models, developed in this work. The mathematical models are developed
based either on the Richards equation for the liquid flow in the porous media and on the
solute transport equation in this medium. Deterministic models are solved analytically
in the conventional calculus field (non-stochastic calculus) and numerically by using the
Runge-Kutta 4™ order method. The stochastic models are solved analytically based on
the Ito stochastic calculus and numerically by using the Euler-Maruyama method. It is
analyzed the impact on the value of the critical distance of the Abadia de Goias

repository, when the deterministic methodology is replaced by the stochastic one.
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Nomenclatura:
a = constante do método de Runge-Kutta de 42 ordem; extremo de um intervalo;
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A = 4rea interna da base ou do teto do repositério e &rea transversal do meio, [m?],
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A° = complemento do conjunto A,

A = conjunto o - algebra;
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A = taxa de liberacdo em atividade do repositdrio para o meio ambiente, [Bg/a];
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b = extremo de um intervalo;
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b, = comprimento da base do repositorio, [m];

b(t, X,) = termo difusivo do processo estocastico de Ito;

c = constante ou funcéo;

cos(x) = funcdo cosseno de X;

C = concentracdo em massa de radionuclideo na fase liquida (dgua +
radionuclideo), [kg/m?];

Cuit = concentracéo critica em atividade no aquifero, [Ba/m];

Co = concentracdo em atividade no ponto de descarga de radionuclideos no

aquifero, [Bg/m°];

C’; = concentracdo em massa de radionuclideo na fase liquida, [mg/m?];

C;, C, e C3 = constantes de integragéo;

Cr = concentracdo em massa ou em atividade no interior do repositério, [kg/m?
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Ca = concentracdo em atividade ao longo do aquifero, [Bg/m°];

dt = diferencial de tempo, [a];

ds = diferencial da superficie de controle, [m];
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= dominio de uma funcdo;
= tensor coeficiente de difusdo ou dispersdo do radionuclideo no meio, [m?/al;
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E

= espessura da base do repositorio, [m], ou média;

E(X;) = esperanca matematica ou média do processo estocastico Xi;

Exp(x) = funcdo exponencial;

e
f
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Fa(t)
Ft

f(x)
F(x)

= taxa de evapotranspiracao, [m/a];

= funcdo;

= fator de mistura que corrige o valor da atividade transbordada pelo teto do
repositorio (0<f_ <1);

= funcéo degradagéo do teto do repositdrio (0 < F,(t) <1);

= filtracdo de um processo estocastico X;;

= funcdo real;

= forca produzida pelas interagcOes intramoleculares e intermoleculares na

equacao de Langevin, [N];

f(t, x) =funcdo deterministica de t e x;

f(t, X) =funcdo estocasticadete X;

g9
h

h

H(tr)

= polinémios utilizados na analise de convergéncia de processos estocasticos;
= pressao manomeétrica, [m], ou incremento de tempo, [a];

= funcdo associada a H no Apéndice B, [m];

= altura de coluna de liquido no repositorio, [m];

= profundidade do aquifero, [m];
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= ndmero inteiro ou imaginario puro = /-1;
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ir = taxa de irrigacdo no repositorio, [m/a];

I = integral de Ito;

Ir = integral de Riemann;
Irs = integral de Riemann-Stieltjes;
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i = vetor unitario na direcéo X;

] = vetor unitario na direcdo y;

k = ndmero inteiro;
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Mo = massa de radionuclideo no interior do repositorio no instante t = 0, [kg];

M = massa de radionuclideo na fase liquida no repositério no instante t = 0, [kg];

ow
Mn, = massa de radionuclideo na fase liquida no repositério, [kg];
M (tr) = massa de radionuclideo na fase liquida no repositdrio no instante da falha do
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n = porosidade interna do repositério;
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Nw = ndmeros admensionais;

N(O, 1) = distribui¢cdo normal padrao;

p = funcdo densidade de probabilidade, [a™];

P = funcdo densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria discreta, [a™];
pwt = densidade de probabilidade do processo de Wiener, [a™];

|r.3 = taxa de precipitagéo pluviométrica, [m/a];

;.)m = taxa de precipitagdo pluviométrica media, [m/a];

P = medida de probabilidade ou particdo de um intervalo;

P(A) = probabilidade de ocorrer o evento A,

q = probabilidade;

Q[W] = variacdo quadréatica (squared variation) de W,

Q, = vazdo volumétrica média de &gua no aquifero, [m*/a];

Q, = vazédo volumétrica de 4gua que entra no repositorio, [m%a];

Q, =vazdo volumétrica de mistura que sai pela base do repositorio, [m*/a];

Q;  =vazdo volumetrica de mistura que sai pelas paredes laterais do repositorio,
[m°/a];

Q, =vazdo volumétrica de mistura que sai pelo teto do repositdrio durante o

transbordamento do mesmo, [m*/a];

Q,, =valor médio de Q, na modelagem estocéstica, [m*/a];

AQ, =valor da flutuagdo de Q,, na modelagem estocastica, [m*/a];

r = escoamento de agua tangente a superficie do terreno (surface runoff), [m/a];
R = conjunto dos numeros reais; resultante das forcas, [N];
S = instante de tempo, [a];

sen(x) = funcéo seno de Xx;

S: = razdo entre a massa de radionuclideo e a massa da fase solida, [mg/kg];
S = vetor unitario normal a superficie de controle dS;

Sc = superficie de controle, [m?];

S =superficie da base do repositorio, [m];

S¢ = superficie das paredes laterais do repositério, [m?];
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S. = superficie das fronteiras da estrutura de concreto do reposit6rio com excegao
do teto do mesmo, [m?];
St = integral de Stratonovich;

S(f, P) = soma de Riemann;

t = instante de tempo, [a];

te = instante de tempo no qual ocorre a falha do repositério, [a];

t; = instante de tempo no qual se inicia o transbordamento do repositorio, [a];
T = instante de tempo, [a], ou temperatura, [°C];

U = unido de conjuntos;

= velocidade, [m/s];

Va = velocidade da agua no aquifero, [m/a];

v
Y% = "% = yelocidade do radionuclideo no poro do aquifero, [m/a];

rx
da

Var, V = variancia;

V. = volume de controle, [m°];

Vi = volume total dos poros, [m*];

V,  =volume de ar no poro, [m?];

Vs = volume do sélido (skeleton), [m?];

Vi = volume total no interior de um volume de controle, [m°];

V. = volume do liquido no poro ou da fase liquida no interior do repositério, [m?];

V(a)[a, b] = variagdo da funcao a(x) no intervalo [a, b];

Y = vetor velocidade superficial da fase liquida, [m/a];

v, = vetor velocidade superficial da agua no aquifero, [m/a];
V,, = vetor velocidade da agua no poro do aquifero, [m/a];

Vv = vetor vazdo de Darcy, [m/a];

W(t) e W, = processo de Wiener ou movimento browniano padrédo (MBP); [m];

W3 = processo estocastico compativel com a definicéo de ¢,, [a/m];
W, = processo estocastico compativel com a defini¢éo de ¢, , [m.a];
W,  =processo de Wiener em t =t,, [m];

X = eixo coordenado, [m];

Xqit = distancia critica do repositério, [m];

X" = vetor transposto do vetor X;
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X e X; = processos estocasticos;
Xt =solucdo exata de um processo estocastico de Ito;

Xo, X, = valor do processo estocastico X;emt =0;

to
y = eixo coordenado, [m];

y(x) =funcdo de x;

y" = n-ésima derivada da funcédo y(x) em relacéo a x;

Y? = aproximagdo numérica de um processo estocastico de Ito;

Yn(t) = solugdo numérica de um processo estocastico de Ito;

Yo = condig&o de valor inicial para o processo estocastico Y;
z = eixo coordenado ou elevacéo, [m];
Zi = funcdo estocastica.

Simbolos gregos:

A = constante de decaimento radioativo do radionuclideo, [a™];
0(t) = conteudo volumétrico de liquido no poro;
o’ = coeficiente de compressibilidade modificado do meio, [m™];

o, (t) = parametros da equagéo diferencial linear de Ito;
a(x) =funcao real;
B = ordem de convergéncia fraca de uma aproximagdo numérica de um processo

estocastico de Ito ou constante de proporcionalidade na equagéo de Langevin;
B’ = coeficiente de compressibilidade modificado do liquido, [m™];

B;(t) = parametros da equagéo diferencial linear de Ito;

d = ndmero real,

V.  =operador divergente, [m™];

\% = operador gradiente, [m™];

* = produto interno ou escalar entre 2 vetores;

An, At e & =incrementos de tempo, [a];

€ = erro absoluto ou ruido branco;
€, = erro absoluto forte;

€, = erro absoluto fraco;

€ = pertence a um conjunto;
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0., = Tfuncdo estocastica representada pela Eq. (4.17);

e = Why,);
Y = ordem de convergéncia forte de uma aproximagdo numérica de um processo
estocastico de Ito;
E = variavel de integracao;
u = esperanca matematica ou media;
M, ou m(t) = ruido estocastico;
Q = espaco amostral;
(Q, A, P) = espaco de probabilidade;
p = massa especifica interna do repositério (sélido + liquido), [ka/m?];
P, = massa especifica do aquifero (sélido + liquido), [kg/m°];
p(x) = densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria continua, [a™];
c = desvio padréo;

G

= variaveis aleatorias independentes;
o - algebra = conjunto definido na secéo 4.10;
T = instante de tempo, [a];

|| = médulo:

||| =norma de um vetor ou de uma fungo.

Parametros definidos por equacdes:

L _Ko(b,+b,).

n.A.L
a 1
a; =— (E)‘Fm,
_(&y.
a2 _(B)’
a 1 ]
a;=h, [- (E)+m],

=M1 h.E;
a, =[1+ p1(B)]
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1. EXORDIO

1.1 GERAL

A energia nuclear teve um desenvolvimento vertiginoso apds o final da Segunda
Guerra Mundial, em 1945. Embora tenha sido apresentada ao mundo como algo
aterrorizante, encarnada na forma de artefatos nucleares que dizimaram as populagoes
das cidades japonesas de Hiroshima e Nagasaki, mostrou outra face bem mais amistosa,

quando utilizada com inteligéncia e sabedoria.

Os tratamentos de radioterapia no combate aos diversos tipos de cancer, a irradiacao
de alimentos, a utilizacdo de radiofarmacos na medicina diagndstica, o uso de tracadores
radioativos na agricultura e no estudo do comportamento de insetos, o emprego da
gamagrafia na inddstria e no controle de fadiga de aeronaves, o uso de reatores de
poténcia nuclear na propulsdo naval e a geracdo de eletricidade, nas centrais nucleares,

sdo alguns exemplos do emprego da energia nuclear.

A utilizacdo da energia nuclear produz rejeitos nas formas sélida, liquida e gasosa,
que podem ser descartados diretamente na biosfera, ou que precisam ser gerenciados de

forma segura, por décadas e até mesmo dezenas de milhares de anos.

Parte dos rejeitos radioativos de baixo nivel de radiacdo (CNEN, 1985) pode ser
eliminada diretamente no meio ambiente, quando em quantidades que assegurem que 0
risco a salde humana seja inferior aos limites admitidos para o publico em geral. Assim
é que, em determinadas condicBes, gases sdo descartados na atmosfera, materiais
solidos no sistema de coleta de lixo urbano e liquido na rede de esgoto, ou diretamente
em aguas superficiais (HIROMOTO et al., 1999).

Este tipo de descarte se aplica aos rejeitos com nivel de atividade inferior aos
Limites Autorizados de Descarga, fixados pela autoridade competente. Estes limites séo
expressos em termos de atividade total ou concentracdo em atividade e sdo distintos
para cada tipo de radionuclideo e estado fisico dos rejeitos. Eles séo estabelecidos com

base em estudos prévios que levam em consideracdo a solubilidade e a diluicdo dos



rejeitos no meio ambiente, as rotas que percorrem até chegar ao homem, e as doses de

radiacéo resultantes na populagéo circunvizinha (HIROMOTO et al., 1999).

Ainda de acordo com HIROMOTO et al. (1999), ocorrem também situacdes em que
0s rejeitos ndo podem ser eliminados de imediato no meio ambiente, por apresentarem
atividades acima daqueles limites, mas que sdo compostos por radionuclideos cujas
meias vidas sdo suficientemente curtas, para permitir a aplicacdo pratica de
armazenamento para decaimento e posterior descarte. A quantidade de rejeito que pode
ser descartada na biosfera, sem consulta prévia & CNEN, estd definida na norma
CNEN (2008).

Uma representacao esquematica do fluxo de rejeitos radioativos gerados nas usinas

nucleares Angra 1 e 2 é mostrada na Fig. 1.1.

Rejeitos das usinas nucleares

Angrale?
\ 4 Y A 4
Gasosos Liquidos Solidos
v v
Decaimento Evaporador
A 4 Y
Atmosfera Meio ambiente

Figura 1.1 — Representacdo esquematica do fluxo de rejeitos radioativos gerados

nas usinas nucleares Angrale 2



Observa-se, com o auxilio da Fig. 1.1, que as usinas nucleares Angra 1 e 2

produzem rejeitos solidos, liquidos e gasosos.

Os rejeitos gasosos, que sdo compostos basicamente de gases nobres e
principalmente de *C, séo conduzidos através de filtros de retardo (para a reducéo da
atividade dos gases nobres, sendo indiferente para o **C, por possuir uma meia vida
longa igual a aproximadamente 5730 anos), e sdo, posteriormente, lancados a atmosfera
como efluentes gasosos. Embora o tempo de decaimento do **C seja muito longo, sua

atividade nos efluentes gasosos de Angra 1 e 2 é muito baixa.

Os rejeitos liquidos, que sdo armazenados inicialmente em tanques de estocagem,
sdo posteriormente processados em evaporadores, dando origem a um condensado de
baixo nivel de radiacdo, que, apds monitoracdo, é langado ao mar como efluente liquido.
O outro produto resultante do processo de evaporagdo é o concentrado do evaporador,
rejeito solido que é armazenado em tanques de concentrado, localizados no interior da
usina, para o posterior encapsulamento em tambores de aco de 200 litros, com matrizes

de cimento (Angra 1) ou betume (Angra 2).

A dose radioldgica em individuos do publico, devido ao efeito conjunto da liberacéo
de efluentes gasosos e liquidos provenientes de Angra 1 e 2 é da ordem de
108 Sv (DIAS, 2004), sendo 10 vezes inferior ao limite da CNEN (CNEN, 2011).

Os demais rejeitos sélidos produzidos nas usinas Angra 1 e 2 sdo os elementos
combustiveis irradiados que ficam armazenados em piscinas com &gua, as resinas
exauridas e filtros utilizados na purificacdo da agua do sistema primario, as ferramentas,
pecas e vestuario contaminados, etc. Assim, observa-se que 0s rejeitos que nao podem
ser descartados na biosfera devem ser encaminhados inicialmente para armazenamento

e posteriormente para a deposicao.

O armazenamento compreende a estocagem provisoria do rejeito radioativo em
depdsitos iniciais projetados e licenciados para esta finalidade (IAEA, 1998a). As
atividades operacionais tipicas para o armazenamento de rejeito sdo as rotinas
operacionais de recebimento, processamento, enchimento, armazenamento, recuperagéo

e preparacdo dos embalados de rejeito para a deposicdo. As atividades de suporte



compreendem: protecdo radiolégica, monitoracdo e vigilancia, teste e exame dos
embalados, inspecdo de componentes da instalacdo de armazenagem, manutengéo e

reparo, colocacgéo de rétulos e manutencédo do registro dos embalados (IAEA, 2008).

E importante ressaltar que o rejeito radioativo, pronto para armazenamento e
posterior deposicdo, estd sempre na forma sélida (vide Fig. 1.1). Entretanto, o rejeito
solido pode conter pequenas quantidades de gases ou liquidos, de acordo com 0s

critérios de aceitacao definidas pelo 6rgao licenciador (CNEN, 2002).

A deposicdo ou estocagem final do rejeito radioativo é realizada em depositos
definitivos que recebem o nome de repositorios. Dentre os diversos tipos de projetos de
repositorios existentes no mundo (IAEA, 2011), sdo de interesse para esta pesquisa
apenas os denominados repositdrios proximos a superficie, com cripta de concreto, que
sdo apropriados para a deposicdo de rejeitos de baixo e médio niveis de radiacdo
(CNEN, 1985).

Uma representacao esquematica deste tipo de repositorio € mostrada na Fig. 1.2.

Superficie livre do terreno
A4

Camadas impermeaveis (cor preta) intercaladas
com camadas permeéaveis (cor branca)

Estrutura de concreto do repositério (vault)
EEEEN|

I B B B BB«—— Embalado radioativo (package)

EEEEN Material de enchimento (backfill)

Figura 1.2 - llustracdo de um repositorio proximo a superficie, com cripta de concreto

Observa-se, com o auxilio da Fig. 1.2, que o repositorio contém uma estrutura
subterranea de concreto armado (vault), construida a uma profundidade que varia de
alguns metros até algumas dezenas de metros abaixo do nivel do solo. E no interior

desta estrutura de concreto que sdo depositados os embalados com rejeito radioativo.



Os vazios entre os embalados radioativos sdo preenchidos com um material de
enchimento (backfill) que possui dupla funcdo, ou seja, aumentar a rigidez da regiéo
interna dessa estrutura e retardar a migracéo de radionuclideos, no caso de infiltracdo de

agua em seu interior.

Acima do teto do repositdrio sdo instaladas barreiras de engenharia que consistem
na colocacdo escalonada de camadas impermeaveis e permeaveis, para prevenir a
infiltracdo de agua proveniente da chuva ou da irrigacdo da camada de solo mais externa

do repositdrio.

O Unico repositorio de rejeitos radioativos construido no Brasil é o repositorio de
Abadia de Goias (NUCLEN, 1996), localizado em Abadia de Goias, a 22 km da cidade
de Goiania. E um repositorio proximo a superficie que foi construido para a deposicéo
dos rejeitos radioativos gerados no acidente radiolgico de Goiania, ocorrido em 1987
com uma capsula de **'Cs (IAEA, 1998b).

Tanto o projeto como o licenciamento de uma instalacdo radioativa desta natureza
requerem analises de seguranca, onde os diversos cenarios de acidentes aplicaveis a
instalacdo sdo levantados e analisados. Por ser uma instalacdo subterranea e que fica a
céu aberto, é imediata a consideracdo do cenario de acidente com infiltracdo de agua em
seu interior. Esta infiltracdo de agua tem como consequéncia a liberacdo de material
radioativo do repositorio para a regido externa ao mesmo, com a consequente migracao
dos radionuclideos desde o repositorio até o ponto de descarga no aquifero.
Posteriormente, estes radionuclideos podem migrar ao longo do aquifero até atingir
poc¢os de captacdo de dgua, podendo contaminar individuos do publico pela utilizacdo
da &gua subterranea. Este tipo de cenario de acidente é aqui analisado, para verificar
qual é a influéncia na distancia critica do repositorio (distancia entre o ponto de
descarga em atividade no aquifero e um poco que provoque um impacto radioldgico em
individuos do publico igual ao limite da CNEN), quando a metodologia estocastica
(apropriada para representar adequadamente a chuva como um processo estocastico) é

utilizada em vez da deterministica.

Uma evidéncia do emprego pratico destas metodologias é obtida tomando-se como

caso de estudo o repositorio de Abadia de Goias, mencionado anteriormente.



1.2 JUSTIFICATIVA

As justificativas gerais para a apresentacdo desta tese sdo:

e A lei federal n® 10.308 (BRASIL, 2001), em seu artigo 37, estabelece que a
CNEN deverd iniciar estudos para a selecdo de local, projeto, construcéo,

licenciamento e entrada em operacdo, no prazo mais curto possivel, de um

deposito definitivo para rejeitos radioativos; e

e A Eletronuclear (ETN), como uma das empresas geradoras de rejeitos

radioativos, tem interesse no desenvolvimento de solucBes técnicas para a

deposicdo do referido rejeito.

A justificativa especifica para o estudo do cenario de infiltracdo de &gua no interior

do repositdrio é apresentada por meio do esquema da Fig. 1.3.

Projeto e licenciamento do
repositorio

Anaélise de seguranca

Outras atividades

Infiltracéo de
agua

Outros cenarios

!

Foco da
tese

Figura 1.3 — Justificativa especifica para o desenvolvimento da tese




Observa-se, com o auxilio da Fig. 1.3, que este cenario de infiltracdo de agua, no
interior do repositorio, juntamente com 0s outros cenarios de acidentes, sdo partes

integrantes do projeto e licenciamento do mesmo.

1.3 OBJETIVO

O objetivo desta tese € apresentar a analise de seguranca desenvolvida para um
repositério préximo a superficie, para a deposigédo de rejeitos de baixo e médio niveis de

radiacdo, sujeito a um cenario de acidente de infiltracdo de 4gua em seu interior.

Esta andlise de seguranca é realizada utilizando-se modelos deterministico e
estocéstico, com o foco voltado para a determinacdo da distancia critica do repositorio,
Xeqrit, € na avaliacdo do impacto causado no valor desta distancia critica, quando a

metodologia estocéastica é utilizada em vez da deterministica.

A distancia critica do repositério, Xcrit, € definida nesta tese como a distancia entre o
ponto de descarga de radionuclideos no aquifero (cuja localizacdo coincide com uma
das paredes laterais do repositorio) e um poco de captacdo de A&gua, com uma
concentracdo em atividade de radionuclideos capaz de provocar uma dose radiolégica,
em um individuo do publico, igual ao limite de dose estipulado pelo 6rgdo regulador
(CNEN).

Normalmente, o estudo de um cenario de acidente, envolvendo radiacdo ionizante
tem como produto final o valor da dose ou risco radioldgico, determinado para um

individuo do publico.

Os valores encontrados de risco ou dose, no estudo do cendrio, devem ser

comparados com os valores limites adotados pela CNEN.

Se nas simulagbes realizadas, o impacto radioldgico provocado pelo cenario de
acidente em individuos do publico for inferior ao limite do 6rgdo regulador, o projeto

podera ser considerado adequado e seu licenciamento ocorrerda dentro dos tramites



normais deste 6rgdo. Caso contrario, as metodologias de célculo e o projeto da

instalagdo devem ser revisados.

Conforme mencionado na secdo 1.1, uma evidéncia do emprego pratico das
metodologias deterministica e estocastica € obtida neste trabalho, tomando-se como
caso de estudo o repositorio de Abadia de Goias (NUCLEN, 1996).

O limite de impacto radiologico, provocado por este repositorio em individuos do
publico, foi limitado pela CNEN em termos da dose radioldgica anual, em 20 mSv
(CNEN, 1991).

E importante observar que a dose radioldgica recebida por um individuo do publico,
em um acidente de infiltracdo de &gua no interior do repositério, é diretamente
proporcional a concentracdo em atividade de radionuclideos no aquifero (ALVES &
PASSOS, 2003). Sob um ponto de vista mais geral, observa-se que a dose radioldgica é

diretamente proporcional a atividade de radionuclideos (JAEGER, 1960).

Por outro lado, deve-se chamar a atencdo para o fato de que o valor desta
concentracdo em atividade diminui com o0 aumento da distancia entre o poco de
captacdo de agua e o repositorio. Isto ocorre principalmente devido ao fenédmeno da
sorcdo (RANCON, 1972; ALVES & PASSOS, 2003; IAEA, 2003) que retarda a
migracdo do radionuclideo no meio poroso. Como pode ser visto em ALVES &
PASSOS (2003), a concentracdo em atividade ao longo do aquifero diminui

exponencialmente com o aumento da distancia entre o poco e o repositorio.

Para 0s caminhos de dose considerados no RFAS do repositorio de Abadia de Goias
(NUCLEN, 1996) e para uma dose anual igual a 20 mSv (CNEN, 1991), obtém-se um
valor de concentracio em atividade no aquifero igual a 7,42x10° Bg/m®. Esta
concentragdo em atividade limite é chamada de concentracéo critica, Ceit, € a distancia
entre 0 poco e o repositdrio, que produz esta concentracdo critica, € a distancia critica,

Xerit, J& definida anteriormente.



Baseado na explanagdo anterior, observa-se que adotar um limite de dose anual
igual a 20 mSv para o repositorio de Abadia de Goias, é 0 mesmo que adotar um limite

de concentracéo em atividade no aquifero igual a 7,42x10° Bg/m°.

Sob este ponto de vista, adota-se como parametro de referéncia, para a andlise de
seguranca desenvolvida nesta tese, a concentracdo critica em atividade no aquifero,

mencionada anteriormente.

No tocante ao limite de dose radiolégica para repositorios de rejeitos radioativos, é
importante ressaltar que atualmente ndo é mais recomendado um limite de dose anual

igual a 20 mSv.

A CNEN estabelece que, como condicdo limitante do processo de otimizacdo da
protecdo radiolégica em uma instalagdo, deve ser adotado um valor maximo de
0,3 mSv para a restricdo da dose efetiva anual média para individuos do grupo critico,
referente a liberacdo de efluentes (CNEN, 2011).

O documento IAEA (2011) recomenda, em seu capitulo 2 (sobre protecdo ao
publico e ao meio ambiente), que, no periodo de encerramento do repositorio (post-
closured period), a dose limite para membros do publico para doses oriundas de todas
as situacOes de exposicdo planejadas seja uma dose efetiva anual igual a 1 mSv. Esta
dose anual e seu risco equivalente sdo considerados critérios que ndo podem ser

excedidos no futuro.

Para situacbes evolvendo processos haturais com menor probabilidade de
ocorréncia, onde se insere o0 acidente com infiltracdo de agua no interior do repositorio,
0 documento IAEA (2011) recomenda a utilizacdo dos limites de dose efetiva anual e

risco radioldgico iguais a 0,3 mSv e 10° fatalidades/ano, respectivamente.

Assim, observa-se que, com base nos documentos CNEN (2011) e IAEA (2011), o
limite de dose efetiva anual, para repositorios de rejeitos radioativos, deve ser

atualmente igual a 0,3 mSv.



Esclarecida a questdo sobre o limite atual de dose efetiva anual para um repositério
de rejeitos radioativos, pode-se afirmar que nesta tese se pretende:

e determinar a concentracdo em atividade ao longo do aquifero, devido ao
vazamento de material radioativo de um repositorio proximo a superficie,
sujeito a um acidente de infiltracdo de agua em seu interior, utilizando-se

modelos deterministicos e estocasticos;

e comparar os valores calculados, para a concentracdo em atividade ao longo
do aquifero, com a concentracdo critica, que, para o repositério de Abadia
de Goiés, é igual a 7,42x10° Bg/m®;

e identificar o pogo que possui valor de concentragdo em atividade igual a
concentracgdo critica, e verificar a que distancia ele estd do repositorio. Esta

distancia é a distancia critica, Xcit, mencionada anteriormente;

o verificar o impacto no valor de X, quando a metodologia deterministica é

substituida pela metodologia estocastica.

Na Fig. 1.4 sdo mostrados os parametros que compdem o cenario original de
infiltracdo de agua no interior do repositorio de Abadia de Goids (NUCLEN, 1996).

Com base nesta figura, observa-se que o parametro de referéncia utilizado para o
licenciamento deste repositério foi a dose radiol6gica em um individuo do publico.

Ao se adotar nesta tese, a concentracdo critica em atividade no aquifero, como
parametro de referéncia para a analise de seguranca, torna-se desnecessario o célculo da
dose radioldgica em um individuo do publico. Assim, os parametros da Fig. 1.4 que sdo

de interesse para este trabalho estdo dentro do retangulo vermelho desta figura.
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Cenério de infiltracdo de agua
no interior do repositério

v
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Figura 1.4 — Parametros que compdem o cenario original de infiltracdo de agua no

Concentragdo em
atividade no repositério — Cg

v
Taxa de liberacdo em
atividade — A
v

Concentracdo em atividade no
ponto de descarga — Cp

v

Concentracdo em atividade no
aquifero — Ca

v

Dose em individuo do
publico — D

repositorio de Abadia de Goias

A concentracdo em atividade ao longo do aquifero pode ser determinada, seguindo-

se o0 fluxograma apresentado na Fig. 1.4.

De acordo com esta figura, devem ser determinados sequencialmente os seguintes

parametros por metodologia deterministica e estocastica, antes do célculo da

concentragdo em atividade no aquifero:

e Vazdo volumetrica de agua que entra no repositorio;
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e Altura de coluna de liquido no interior do mesmo;

e Concentracdo em atividade dentro do repositério;

e Taxa de liberacdo em atividade do repositério para o aquifero; e

e Concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero.

Apols a determinacdo da concentracdo em atividade no ponto de descarga no

aquifero, pode-se determinar a concentragdo em atividade, Ca, ao longo deste,

conforme mostrado na Fig. 1.5.

Determinagéo de Ca

A 4

A 4

Modelo
Deterministico

Modelo
Estocéstico

A 4

A 4

(Ca)oeT

(CA) EST

A\ 4

A\ 4

(Xerit)DET

(Xerit)esT

Determinar o impacto na distancia critica do repositério comparando

(Xerit)per €OM (Xcrit)esT

Figura 1.5 — Estratégia utilizada nesta tese para a confrontacdo entre os modelos

deterministico e estocastico
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Na Fig. 1.5 é mostrada a determinacdo da concentragdo em atividade ao longo do
aquifero, Cp, utilizando-se um modelo deterministico, (Ca)oer, € um estocastico,
(Ca)esT.

ApoGs a determinagdo desses pardmetros, pode-se determinar a distancia critica do
repositorio, Xcit, referente ao modelo deterministico, (X )per, € referente ao modelo
estocastico, (X )est, UMa vez que existe uma relagdo biunivoca entre a concentracéo

em atividade no aquifero e a distancia compreendida entre 0 poco e o repositério.

Com a obtencéo dos valores de (X, )oer © (Xuit)est, POde-se avaliar qual é o

impacto no valor da distancia critica do repositério de Abadia de Goias, quando a

metodologia estocastica é utilizada em vez da deterministica.

A distancia critica de um repositério € muito importante para o seu licenciamento,
pois é o pardmetro que indica qual deve ser a &rea minima em seu entorno, definindo os

limites minimos para o sitio da instalag&o.

Assim, se varias metodologias sdo utilizadas para a determinacédo da distancia critica
de um repositorio, entdo, sob um ponto de vista conservador, deve-se adotar para o seu
licenciamento o maior valor encontrado para este parametro, evitando com isso, a
perfuracdo de pocos em locais do aquifero, onde a concentracdo em atividade possa ser

maior que a concentracao critica.

1.4  MOTIVACAO, ORIGINALIDADE E RELEVANCIA

As motivacgdes para a apresentacao desta tese sao:

e Agregar a experiéncia adquirida no desenvolvimento de modelos
deterministicos o desenvolvimento de modelos estocasticos, para a analise de
seguranga da infiltracdo de &gua no interior de um repositério proximo a

superficie; e
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e Auxiliar a Eletronuclear nas tomadas de decisdes futuras, no tocante a
deposicdo dos rejeitos de baixo e médio nivel de radiacdo, gerados pela

empresa.

A originalidade desta tese se encontra:

e Na aplicacdo de modelagem estocastica, com obtencdo e solucdo de
equacdes diferenciais estocasticas, no estudo de um cenério de infiltracdo de

agua no interior de um repositério préximo a superficie;

e Na modelagem da altura de coluna de liquido, no interior de um repositorio,

H, deterministica e estocasticamente;

e No desenvolvimento de dois modelos deterministicos analiticos para a
determinacdo da concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca,

apresentados nos Apéndices A e B;

e No desenvolvimento de dois modelos estocasticos, um analitico e outro
numeérico, para a determinacdo da concentracdo em atividade ao longo do

aquifero, Ca, apresentados nos Apéndices D e E, respectivamente;

e Na consideracdo de vazamento de mistura (dgua + radionuclideos) pelas

paredes laterais do repositorio;

e Na obtencdo de uma equacdo para a vazao volumétrica de mistura, que sai
pelas paredes laterais do repositério, utilizando-se as equacdes de Navier-
Stokes;

e Na consideragdo da pressdo manométrica na equacdo de Richards

(SIMUNEK & VAN GENUCHTEN, 2008), para a obtencdo da equacéo

diferencial da altura de coluna de liquido, no interior do repositorio;
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Em mostrar que, na modelagem estocéstica da infiltracdo de agua no interior
do repositdrio, os balancos de liquido em seu interior, sdo governados por

equacdo diferencial estocéstica de Ito;

Em mostrar que, para o caso especifico do repositorio de Abadia de Goias,
0s modelos deterministico e estocastico, para o balan¢o de massa no interior

do repositorio, sdo equivalentes; e

Em mostrar que a importancia dos termos estocasticos, nas equacdes
diferenciais estocasticas pode ser avaliada pela definicdo de numeros

adimensionais.

A relevancia deste trabalho é considerada como:

Relevancia cientifica ao se modelar adequadamente a chuva, parametro
fundamental no estudo de infiltracdo de 4gua em um repositério, como um
processo estocastico e ao se obter equacdes diferenciais estocasticas que sdo

resolvidas utilizando-se o calculo estocéastico de Ito;

Ainda como relevancia cientifica pode-se mencionar o fato de que 0 mesmo
problema € resolvido deterministica e estocasticamente, permitindo uma

comparacédo coerente entre estas metodologias; e

Relevancia técnica ao deixar como legado aplicativos de célculo, que
permitem a realizacdo de simulacdes, envolvendo a infiltracdo de dgua em
repositério proximo a superficie. Estes aplicativos podem ser Uteis em
futuras discussdes entre a ETN e a CNEN, no tocante a deposi¢do dos

rejeitos radioativos gerados pela empresa.
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1.5 METODOLOGIA E ORGANIZACAO DO TRABALHO

Em AGUIAR (2006) é mencionado que de acordo com a IAEA (2004a), a avaliacdo
de seguranca de deposicdo de rejeitos radioativos pode ser realizada por analises

deterministica e/ou probabilistica.

Na analise deterministica, € realizada uma simulacdo do comportamento do sistema
utilizando grupos de parametros, eventos e aspectos, metodologia da IAEA (2004a,
2004b) que utiliza como base as FEP — Features, Events and Processes. Exemplos deste
tipo de analise sdo encontrados em NUCLEN (1996), HUNG(2000), ROOD (2003) e
PONTEDEIRO (2006).

J& na analise probabilistica (AGUIAR, 2006; AGUIAR et al., 2007), os valores dos
parametros, eventos e aspectos estdo associados a distribuicdes de probabilidade. Nesta
analise, alguns problemas fisicos podem ser melhor modelados com a consideracédo de
alguns efeitos aleatorios, recaindo na obtencdo de dois tipos diferentes de equagdes
diferenciais, ou seja, as aleatorias e as estocasticas (ABUKHALED, 1995). De acordo
com este autor, as solucdes das equacOes diferenciais aleatorias sd@o processos
estocasticos regulares, cujas trajetorias sdo fungdes diferenciaveis. JA& no caso das
equacdes diferenciais estocasticas, isso ndo ocorre, pois as solucfes sdo processos
estocasticos irregulares que ndo possuem derivadas, por conterem normalmente o ruido
branco gaussiano (ROSS, 2007). As probabilidades associadas aos processos
estocasticos, que sdo solucdes dessas equacOes diferenciais aleatorias e estocasticas,
podem ser determinadas utilizando-se as equacbes de Fokker-Planck (HOTTOVY,

2011) associadas.

Assim, se, por exemplo, o nivel de agua de um lago for funcdo do tempo e
representado por uma equacdo diferencial estocéastica, entdo a solucdo desta equacao
fornecera os valores de nivel de 4gua do lago para cada valor de tempo, enquanto a
solucdo da equacdo de Fokker-Planck (associada a equacdo diferencial estocastica)

fornecera os valores de probabilidade para cada valor de nivel.
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Se a finalidade do estudo for verificar as consequéncias desfavoraveis do
transbordamento do lago, entdo é conservador considerar que a probabilidade seja igual
a 1 para todos os valores de nivel de agua do lago, simplificando a modelagem

matematica.

Desta forma, observa-se que na analise probabilistica os pardmetros, eventos e
aspectos podem ser determinados utilizando-se ou ndo as distribuicGes de
probabilidades. Obviamente, que, quando as distribuicbes de probabilidades ndo sao
incluidas nas andlises, estas devem ser realizadas com base em valores conservadores

dos processos estocasticos considerados.

Nesta tese, sdo utilizadas as metodologias deterministica e estocastica para a analise
de seguranca de um cenario de infiltracdo de 4gua no interior de um repositorio proximo
a superficie, sem a utilizacdo de distribuicdes de probabilidades, pois a sua inclusdo iria

aumentar consideravelmente o escopo desta tese.

O parédmetro fundamental que indica se a metodologia empregada é deterministica

ou estocastica € a taxa de precipitagdo pluviométrica, p, do local do repositorio. Se este

pardmetro for tratado como uma variavel deterministica, entdo a metodologia sera
deterministica; caso contrario, a metodologia sera estocastica, conforme mostrado na
Fig. 5.6.

Na metodologia deterministica considera-se que a taxa de precipitacdo

pluviométrica, p, do local do repositorio, € representada por um valor médio, p ., para

cada instante de tempo t.

J& na metodologia estocastica a referida taxa de precipitacdo pluviométrica, p, é

representada pela soma de uma parte deterministica, p,, , com um ruido estocastico, ¢ .

Aplicagdes das metodologias deterministica e estocastica s&o mostradas em detalhes
nos Apéndices A, B,C,DeE.
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Um parametro importante que serve para classificar os modelos matematicos
desenvolvidos é o tipo de vazamento adotado para o repositério. Aqui sdo considerados

0s vazamentos dos tipos 1 e 2, descritos no item 2.3 desta tese.

A organizacdo deste trabalho € feita da maneira descrita a seguir:

No Capitulo 2 é proposto o problema que sera tratado nesta tese, onde sdo
apresentados 0s comentarios gerais, a descri¢cdo do problema, os tipos de vazamentos e

a solucdo do problema proposto.

O Capitulo 3 contém uma revisdo bibliografica do estado da arte para o problema

tratado nesta tese.

Os fundamentos tedricos sdo apresentados no Capitulo 4. Neste capitulo séo
apresentados 0s comentarios gerais juntamente com as definicdes de variavel
deterministica, varidvel aleatdria, caminho aleatdrio, processos estocasticos (Markov,
Levy, Wiener e Ito), ruido branco gaussiano, equacdo diferencial de Ito (geral, equacédo
diferencial linear de Ito, solucéo geral da equacéo diferencial linear de Ito), Lema de Ito,
equacdo do movimento browniano geométrico (MBG), equacdo de Langevin, o
conjunto o - algebra, definicdo de alguns tipos de funcdes, integrais deterministicas,
integrais estocasticas, célculo estocastico e métodos numéricos para a solucdo de
equacOes diferenciais ordinarias (geral, método de Runge-Kutta de 42 ordem e método
de Euler-Maruyama). S&o abordadas ainda, neste capitulo, as defini¢fes de consisténcia,
convergéncia e estabilidade para o referido método de Euler-Maruyama.

No Capitulo 5, é apresentada a modelagem matematica desenvolvida neste trabalho.
Ela permite ter uma visdo geral do estudo da infiltracdo de &gua no interior do
repositério (geral, modelo deterministico e modelo estocastico).

A apresentacdo e anélise dos resultados estdo contidas no Capitulo 6.

No Capitulo 7 sdo mostradas as conclusdes e sugestdes desta tese e, posteriormente,

sdo apresentadas as referéncias bibliograficas mencionadas neste trabalho.
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Ao todo sdo utilizados 6 apéndices:

e Apéndices A e B contendo os desenvolvimentos matematicos dos modelos
deterministicos 1 (com vazamento do tipo 1) e 2 (com vazamento do tipo 2),
respectivamente;

e Apéndice C mostrando as solugdes de algumas integrais de Riemann-
Stieltjes do modelo deterministico 2 (Apéndice B);

e Apéndices D e E apresentando os desenvolvimentos dos modelos
estocasticos 1 (com vazamento do tipo 1) e 2 (com vazamento do tipo 2),
respectivamente, e;

e Apéndice F contendo um estudo de consisténcia, convergéncia e estabilidade
para a utilizacdo do método de Euler-Maruyama, na solucéo de um processo
estocastico de Ito.
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2. PROPOSICAO DO PROBLEMA

2.1 GERAL

O problema tratado nesta tese pode ser classificado como um problema de anélise de
seguranca nuclear, inserido na area de gerenciamento de rejeitos radioativos, se
restringindo aos rejeitos sélidos com baixo e médio niveis de radiacdo, no tocante a sua

deposicéo (estocagem final).

2.2 DESCRICAO DO PROBLEMA

O problema tratado nesta tese se refere a analise de seguranca de um repositério
préximo a superficie, destinado a deposicao (estocagem final) de rejeitos radioativos de
baixo e médio niveis de radiacdo (CNEN, 1985).

Considera-se como parametro de referéncia, para esta analise de seguranca, a
concentracdo em atividade de radionuclideos ao longo do aquifero, que pode ser
utilizada como um indicador da dose radiolégica recebida por individuos do puablico
(NUCLEN, 1996), em um cenario de acidente de infiltracdo de agua no interior do

repositorio.

Num cenério de acidente desta natureza, considera-se que a agua proveniente da
chuva e da prépria irrigacdo da cobertura do repositorio, pode infiltrar-se no interior do
mesmo, atraves de trincas existentes no teto, entrar em contato com o rejeito radioativo,
provocar a sua liberacdo para a regido externa ao repositério, cair no aquifero, atingir
pocos de captacdo de dgua e chegar até o homem via diversos caminhos (pathways) de
dose.

Como exemplo, se um fazendeiro retira &gua de um pogo contaminado para irrigar

uma plantacdo de vegetais, para depois vendé-los em um mercado para consumo

humano, estara utilizando o caminho de dose ilustrado na Fig. 2.1.
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Poco Vegetais —> Homem

A 4

Figura 2.1 — Exemplo de um caminho de dose

Nos diversos caminhos de dose considerados no acidente, observa-se que existe uma
relacdo biunivoca entre a concentracdo em atividade na dgua do poco e a dose recebida

por um individuo do publico.

Assim, conhecendo-se o limite de dose para individuos do publico, estipulado pelo
orgdo licenciador, para o local do repositorio, e definindo-se os caminhos de dose
aplicaveis ao cenario de acidente em estudo, pode-se determinar o correspondente limite
para a concentracdo em atividade na agua do poco, que é denominada concentracao

critica, Cerit.

Conforme mencionado anteriormente, a distancia compreendida entre o repositorio e

um poco que tenha concentragéo critica, € chamada distancia critica do repositorio, Xcrit.

A definicdo de uma distancia critica para o repositério tem como consequéncia a
delimitacdo de uma &rea para o sitio do repositério, onde ndo é permitida a abertura de
pOCOoS, NOS quais a concentracdo em atividade na agua seria maior que a concentracao

critica.

Desta forma, um bom projeto de repositorio, no tocante ao cenério de acidente de
infiltracdo de agua em seu interior, é aquele em que a abertura de pocos fora de seu
sitio, ndo provocaria impactos radioldgicos em individuos do publico, acima dos
permitidos pelo 6rgdo licenciador. Em outras palavras, € 0 mesmo que afirmar que
todos os pocos fora do sitio do repositério teriam concentracdo em atividade inferior a

concentracéo critica, Cit.

Como a concentracdo em atividade na agua do pogo e sua distancia em relagdo ao
repositorio podem ser determinadas por metodologias deterministica e estocastica,
observa-se que a area delimitada para o sitio do repositério pode ser fortemente

influenciada pela metodologia escolhida.
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Sob este ponto de vista, pretende-se, nesta tese, determinar a concentragdo em

atividade ao longo do aquifero, utilizando-se as metodologias deterministica e

estocastica, e verificar qual seria 0 impacto na distancia critica do repositorio, quando a

metodologia deterministica é substituida pela estocastica (supostamente mais adequada

por a chuva ser um processo estocastico).

Resumidamente, a resolucdo do problema tratado nesta tese considera:

Utilizar o repositdrio de Abadia de Goias como referéncia para aplicacao pratica

das metodologias deterministica e estocastica, desenvolvidas nesta tese;

Determinar a concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, para
liberacdes radioativas oriundas de um repositorio proximo a superficie,
destinado a deposicao de rejeitos de médio e baixo niveis de radiacdo, em um
cenario de acidente com infiltracdo de 4&gua em seu interior. O problema deve ser
resolvido utilizando-se metodologias deterministica e estocéstica, para os dois
tipos de vazamentos mostrados na Fig. 2.2;

Com base nos valores de Cp, determinar os valores da distancia critica do

repositorio, Xqit, relativos as metodologias; e

Comparar entre si os valores de Xci: para verificar qual é o impacto neste
parametro, quando a metodologia deterministica é substituida pela estocastica,
considerada apropriada para modelar corretamente a chuva como um processo
estocastico (LEE et al., 2001).

2.3 TIPOS DE VAZAMENTOS CONSIDERADOS NO PROBLEMA

Os tipos de vazamentos considerados no cenario de infiltracdo de &gua no interior

do repositorio sdo apresentados na Fig. 2.2.
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Qs a Qs 4

5§ Ny Ny
5§ Ny Ny > QS
NN NN NN NN
v ~ v ~
Q: Q.
(a) Tipol - Vazamento pela base e teto (b) Tipo 2 - Vazamento pela base, teto e
do repositorio paredes laterais do repositorio

Figura 2.2 — Tipos de vazamento em atividade considerados no problema

Na Fig. 2.2-(a) sdo mostrados os vazamentos de material radioativo pela base e pelo

teto (no caso de transbordamento) do repositorio, com vazdes volumétricas iguais a Q,

e Q,, respectivamente. Além destes vazamentos, € considerado ainda, na

Fig. 2.2-(b), o vazamento de material radioativo pelas paredes laterais do repositrio,

com vazdo volumétrica igual a Q.

Considera-se, nesta tese, que a dgua proveniente da chuva e irrigagdo penetra no
interior do repositdrio devido a trincas existentes no teto, formadas durante um periodo
de degradacdo e envelhecimento do concreto. Admite-se, também, que por estas trincas
passara a mistura formada por &gua e radionuclideos, no caso de transbordamento
(overflow) do repositério. Finalmente, considera-se que o0 vazamento de material
radioativo do repositorio para 0 meio ambiente ocorrera atraves dos poros existentes na

base e paredes laterais de concreto do repositdrio.

2.4 SOLUCAO DO PROBLEMA PROPOSTO

O problema descrito na secdo 2.2 é resolvido, neste trabalho, com o
desenvolvimento de modelos matematicos (vide Capitulo 5), que sdo inseridos em

programas de computador, conforme o diagrama esquematico da Fig. 2.3.
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Modelos Matematicos

Deterministicos

Estocasticos

Analiticos Numéricos

Analitico

Numéricos

Programas de Computador Desenvolvidos

Linguagem FORTRAN 99

MATHEMATICA 9

REPDA1

REPDA2 REPDN1 REPDNZ2

REPEA1

REPEN1 REPEN2

Figura 2.3 — Diagrama esquematico dos modelos matematicos e programas de

computador desenvolvidos nesta tese

De acordo com o diagrama na Fig. 2.3, os modelos matematicos desenvolvidos

nesta tese se dividem em: deterministicos e estocasticos. Os modelos deterministicos

sdo de dois tipos: analiticos, que sdo apresentados nos Apéndices A (modelo

deterministico

e

B (modelo deterministico 2) desta tese, e numéricos, onde as equacOes diferenciais

destes apéndices sdo resolvidas numericamente pelo método de Runge-Kutta de

423 ordem (BUTCHER, 1996 e VALLE, 2012).

Os modelos estocasticos sdo apresentados nos Apéndices D e E.
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O modelo estocastico 1, apresentado no Apéndice D, é resolvido analiticamente com
a utilizacdo das Eqgs. (4.16), (4.17) e (4.18), apresentadas em ARCHAMBEAU (2014) e
CYGANOWSKI (1993), e numericamente pelo método de Euler-Maruyama
(KLOEDEN & PLATEN, 1999; SAUER, 2012).

J& 0 modelo estocéstico 2 (Apéndice E) é resolvido apenas numericamente com a

utilizacdo do referido método de Euler-Maruyama.

Dependendo das condi¢fes de vazamento consideradas no problema (vide
Fig. 2.2), todos os modelos desenvolvidos sdo classificados como do tipo 1 ou do

tipo 2.

Nos modelos do tipo 1, considera-se que o vazamento de material radioativo do
repositdrio para 0 meio ambiente ocorre pela base e pelo teto do repositdrio. E evidente
que o vazamento de material radioativo pelo teto do repositério ocorrera somente em
caso de transbordamento do mesmo. Ja nos do tipo 2, considera-se, além dos
vazamentos citados anteriormente, o vazamento de material radioativo pelas paredes

laterais do repositorio.

A utilizacdo de solugdes numéricas para 0s casos em que a solucdo analitica é

disponibilizada tem como objetivo verificar se as solu¢des analiticas estdo corretas.
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3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Registros arqueoldgicos indicam que estudos hidrologicos ja eram realizados no
Egito, Mesopotamia, India e China ha mais de 3000 anos a.C. (JONES et al., 1963).

Entretanto, o primeiro estudo de relevancia sobre o escoamento de liquidos em
meios porosos pode ser atribuido ao francés Henry Darcy, cujo trabalho experimental
sobre o0 escoamento de agua em leitos de areia foi publicado em 1856. Este trabalho deu
origem a chamada lei de Darcy para meios porosos ao estabelecer que a velocidade de
descarga da agua em um regime de escoamento laminar é diretamente proporcional ao
gradiente hidraulico do sistema. O estudo de DARCY (1856) também representa a base
cientifica para o estudo da permeabilidade de meios porosos utilizados em ciéncias da

terra.

Darcy empregou uma formula matematica para descrever o escoamento de 4gua no
meio poroso, muito semelhante a desenvolvida por Jean Baptiste Fourier para a
conducéo de calor em um meio (FOURIER, 1822). Esta semelhanca reside no fato de
que, segundo a lei de Fourier, o fluxo de calor em uma determinada direcdo é

proporcional ao gradiente de temperatura nesta mesma diregdo e em sentido oposto.

Aproximadamente meio século depois, em 1907, o americano Edgar Buckingham
publicou, no Boletim 38 do Departamento de Agricultura do Solo dos Estados Unidos
da América, estudos para 0 movimento de mistura em solos. Em BUCKINGHAM
(1907), pela primeira vez, 0 movimento da agua em solos ndo-saturados foi discutido no
ambito de rigorosos principios fisicos, ajudando a melhorar a agricultura com estudos
quantitativos de umidade do solo. De acordo com ISRAELSEN (1927), a equacdo para
escoamento nao-saturado apresentada por BUCKINGHAM (1907) pode ser considerada
como uma extensao da lei de Darcy, onde a Unica diferenca estaria no fato de que o
americano considerou a condutividade hidraulica (VAN GENUCHTEN, 1978) como

uma funcdo do contetdo de agua do solo.
Quatro anos mais tarde, GREEN & AMPT (1911) obtiveram a primeira equacao,
baseada em fundamentos fisicos, para descrever a infiltracdo de 4gua no solo. O modelo

apresentado por esses autores tem sido objeto de consideravel desenvolvimento na fisica
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de solo aplicada e na hidrologia, devido a sua simplicidade e desempenho satisfatério
para uma grande variedade de problemas hidrolégicos.

No ano de 1931, o cientista americano Lorenzo Adolph Richards publicou a sua tese
de doutoramento sobre a conducdo capilar de liquido através de meios porosos. A
equacdo apresentada por RICHARDS (1931), para meios porosos ndo-saturados, é
atualmente conhecida como equacao de Richards, sendo a equacdo mais completa para
0 estudo de escoamento de fluido em meios porosos ndo-saturados, quando sdo

desprezados, no escoamento, os efeitos da compressibilidade do liquido e do solo.

SolucBes da equacdo de Richards sdo encontradas em KUMAR (1988),
SRIVASTAVA & JIM YEH (1991), KELLEY et al. (1995), PARLANGE et al. (1999),
HUNG (2000) e ROOD (2003).

Em KUMAR (1988) a equacdo de Richards é resolvida numericamente pelo método
de diferencas finitas, para um meio poroso nao-saturado, considerando-se um
escoamento unidimensional de fluido, dependente do tempo. S&o apresentadas solucgdes
para 5 (cinco) diferentes tipos de esquemas de discretizacdo das malhas.

SRIVASTAVA & JIM YEH (1991) apresentam solucdes analiticas para a equacao
de Richards considerando o escoamento de fluido em meio homogéneo e formado por
varias camadas. Também neste caso, o0 estudo é desenvolvido para escoamento de fluido

unidimensional e transiente, em meios porosos ndo-saturados.

A equacdo de Richards € resolvida numericamente em KELLEY et al. (1995),
também para escoamento transiente e unidimensional do fluido, porém, utilizando-se o
método de linhas, um método geral para a solucdo de equacGes diferenciais parciais
(HAMDI et al., 2007).

Em PARLANGE et al. (1997, 1999), sdo propostas solugdes analiticas para a
equacdo de Richards, utilizando-se métodos de expansdo em série de polindmios. Com
esta técnica, sdo realizados estudos de infiltracdo de liquido em meios porosos nao-
saturados. Como nos casos anteriores, considera-se que o escoamento do fluido seja

transiente e unidimensional.

27



Solugbes numéricas da equacdo de Richards, para escoamentos unidimensional e
transientes, em meios porosos ndo-saturados, constam de HUNG (2000) e
ROOD (2003). Estes autores consideram a equacdo de Richards na forma de balangos
de fluido na direcdo vertical, na entrada e na saida de um volume de controle
representativo de um repositdrio de rejeitos radioativos. Assim, a quantidade de dgua no
poro é representada por uma equacédo diferencial ordinaria no tempo, que é resolvida
pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem, cujas caracteristicas sao relatadas em
BUTCHER (1996). Com os valores da quantidade de agua no poro, estes autores
determinam a condutividade hidréulica e, consequentemente, as vazbes de fluido que

saem pela base do repositdrio.

Quando os efeitos da compressibilidade do solo e do liquido sdo levados em
consideracdo no escoamento de fluidos em meios porosos ndo-saturados, a equacéo de
transporte para esse tipo de escoamento assume uma forma mais geral do que aquela
apresentada originalmente por RICHARDS (1931). Neste caso, a equacao de transporte
deve conter os coeficientes de compressibilidade do fluido e do solo, como mostrado
em REEVES & DUGUID (1975), ANSI/ANS-2.17 (1980), COGHO & BOTHA (1984)
e ZARADNY (1993).

REEVES & DUGUID (1975) apresentam o relato de estudo desenvolvido pelo
Laboratdrio Nacional de Oak Ridge para a Comissdo de Energia Atdmica dos Estados
Unidos da América, com o objetico de desenvolver um modelo numérico para o
escoamento bidimensional e transiente de fluido em meios porosos saturados e nao-
saturados. Neste trabalho, os autores mostram todo o desenvolvimento matematico para
a obtencdo da equacdo de transporte de fluido em meios porosos e, posteriormente,
resolvem esta equacgdo a 2 dimensdes, utilizando-se a geometria de elementos finitos,
com integracdo espacial pelo método de Galerkin e eliminacéo gaussiana para a solucéo

das matrizes das equac0es.
Em ANSI/ANS-2.17 (1980) é reproduzida a equagdo de transporte de fluido em

meios porosos obtida por REEVES & DUGUID (1975). Nessa norma, s&o mostradas

algumas possibilidades de simplificagéo da referida equacéo de transporte.
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ZARADNY (1993) apresenta os fundamentos tedricos e praticos do escoamento de
fluido em meios porosos saturados e néo-saturados. O autor faz uma retrospectiva
envolvendo desde a definicdo de parametros bésicos relacionados com o assunto em
questdo, até chegar, em um estagio mais avancado, a obtencdo da equacéo de transporte

de fluido para tais meios.

Uma abordagem estocastica para o transporte de contaminantes em meios porosos,
em geral, é mostrada em SALAMON (2006) e SALAMON et al. (2006).
SALAMON (2006) apresenta a modelagem do transporte de contaminante em meios
porosos complexos, utilizando-se o conceito de caminho aleatério, para o rastreamento
de particulas. Neste trabalho, sdo analisados 0s conceitos matematicos basicos da
metodologia do caminho aleatério, bem como suas vantagens e limita¢fes. Diferentes
métodos numéricos sao utilizados para a determinacdo da massa do soluto no meio. A
principal vantagem da abordagem metodoldgica apresentada é a ndo-utilizacdo de
hipdteses restritivas para a variacdo espacial da adveccdo, dispersdo e transferéncia de
massa do soluto. Outra vantagem € o0 baixo custo computacional para modelos
altamente discretizados e a capacidade para descrever uma multiplicidade de diferentes

processos de transferéncia de massa.

Outra abordagem estocastica, também de carater geral, para o transporte de
contaminantes em meios porosos é a apresentada em CORTIS & BERKOWITZ (2005).
Neste trabalho, esses autores descrevem as ferramentas do Matlab, como por exemplo a
ferramenta para a determinacdo do caminho aleatério em tempo continuo (Continuous
Time Random Walk — CTRW) de uma particula, aplicavel ao estudo da dispersdo de
tracadores radioativos. O modelo de transporte utilizado se baseia na teoria CTRW.
Com esta teoria, pode-se estudar tanto os casos classicos de dispersdo de contaminantes
que obedecem a lei de Fick, como casos especiais onde esta lei ndo se aplica.

Quando as escalas de comprimento e tempo, em que ocorre 0 processo de
transporte, ndo sdo muito maiores que as escalas das variacdes do campo de velocidade
das particulas do tracador, entéo a lei de Fick ndo se aplica (KOCH & BRADY, 1987).

A equacéo de transporte de fluidos em meios porosos, apresentada por COGHO &
BOTHA (1984) foi obtida por BEAR (1979). Esta equacdo possui uma forma diferente
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daquela apresentada por REEVES & DUGUID (1975). Enquanto estes autores utilizam
a pressdo do fluido na unidade de altura de coluna, ou seja, em metros, COGHO &
BOTHA (1984) utilizam a pressdao em unidades convencionais, como a razao da forga

exercida no fluido pela area considerada.

O trabalho de COGHO & BOTHA (1984) consistiu em realizar simulacfes
transientes de infiltracdo de agua em um repositdrio de rejeitos radioativos de baixa
atividade. Foi considerado um escoamento bidimensional no plano vertical e a equagéo
de transporte de fluido, em meios porosos, foi resolvida utilizando a geometria de
elementos finitos. Estes autores relataram problemas de convergéncia numérica quando

algumas condicdes de escoamento foram consideradas.

Estudos de infiltracdo de agua em depositos de rejeitos radioativos sdo encontrados
também em AGUIAR (2006) e PONTEDEIRO (2006).

O estudo de AGUIAR (2006) tem como objetivos demonstrar que, para o periodo de
controle institucional, a probabilidade de ocorréncia do cenario de liberacdo liquida de
um repositorio préximo a superficie é diferente de um, e avaliar o risco de fatalidade por
cancer associado a este cenario. Considera-se um projeto de repositério contendo 8
modulos de estocagem, com cada modulo sendo constituido de 6 barreiras, ou seja,
cobertura, camada superior, conjunto de embalados, base, paredes e geosfera.
Considera-se que 0 repositorio € um sistema, onde os médulos atuam em série e as
barreiras dos modulos em paralelo passivo. A probabilidade de falha do médulo para os
radionuclideos € obtida a partir do diagrama de estados de Markov. A taxa de liberacdo
de radionuclideo do repositorio para a biosfera é calculada com base na fungédo
densidade de probabilidade de falha do modulo. O risco de fatalidade por cancer, em um
individuo do publico, advém da liberacéo liquida de radionuclideos do repositorio para

a biosfera.

Em PONTEDEIRO (2006), ¢ analisado o comportamento dos contaminantes
radioativos contidos nos residuos com U e Th associados, provenientes da industria
mineral, e a sua deposicdo final. Nesse estudo, é apresentada uma metodologia
integrada, com o objetivo de prever o desempenho de um aterro para rejeitos com

radionuclideos naturais e derivar valores aceitaveis para a sua deposigéo, pela estimativa
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do impacto ambiental a longo prazo. Os modelos sdo resolvidos analiticamente,
utilizando-se a técnica da transformada integral generalizada. Os resultados obtidos, em
cada compartimento, sdo validados com resultados experimentais, ou por comparagdo
com outras classes de solucgdes. A fim de se definir as caracteristicas do depdsito e as
consequéncias para 0 meio ambiente, os impactos potenciais s&o analisados, levando-se
em consideracdo ndo somente as caracteristicas do aterro, mas, também, as vias de
exposicao e 0s cenarios mais provaveis que o contaminante pode percorrer até atingir o

ser humano.

Observa-se que nos trabalhos de COGHO & BOTHA (1984), HUNG (2000),
ROOD (2003), ALVES & PASSOS (2003), AGUIAR (2006) e PONTEDEIRO (2006),
a chuva, parametro fundamental para o estudo do cenario de infiltracdo de dgua em um
repositério de rejeitos radioativos, é tratada como um processo deterministico, embora

seja, na realidade, um processo estocastico.

Em LEE et al. (2001), a chuva é modelada adequadamente como um processo
estocastico, entretanto, este estudo ndo foi desenvolvido para um repositorio de rejeitos
radioativos e sim para determinar a quantidade de &gua existente nas bacias

hidrograficas de Taiwan.

Na pesquisa bibliogréfica realizada nesta tese ndo foi encontrado nenhum estudo de
infiltracdo de agua em repositorios préximo a superficie, para rejeitos de baixo e médio

niveis de radiacdo, que considerasse a chuva como um processo estocastico.
Desta maneira, ressalta-se como um dos pontos de originalidade desta tese, a

consideracdo da chuva como um processo estocastico, no estudo do cenario de acidente

de infiltracdo de &gua no interior de um repositorio proximo a superficie.
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4. FUNDAMENTOS TEORICOS

4.1 GERAL

Neste capitulo serdo apresentados alguns conceitos e definicbes importantes para
esta tese, tais como: variavel deterministica e varidvel aleatoria; caminho aleatorio;
processos estocasticos; ruido branco gaussiano; equacao diferencial de Ito; Lema de Ito;
equacdo do movimento browniano geométrico (MBG); equacdo de Langevin, o
conjunto o - algebra; definicdo de alguns tipos de func@es, integrais deterministicas,
integrais estocésticas, calculo estocastico, métodos numéricos para a solucdo de

equac0es diferenciais ordinarias;

4.2 VARIAVEL DETERMINISTICA E VARIAVEL ALEATORIA

Uma variavel é dita deterministica quando ap6s ser obtido um valor para a mesma,
com a utilizacdo de um determinado método, espera-se encontrar 0 mesmo valor para a
varidvel, toda vez que o mesmo método for utilizado. Exemplos de varidveis
deterministicas sdo: a massa de um corpo, a aceleracdo da gravidade em um
determinado local da terra, as dimensbes de uma peca de um veiculo, o ponto de
ebulicdo da agua, etc. Observa-se que a imprecisdo inerente a determinacédo do valor da
varidvel ndo esta associada ao imponderavel, e sim as imperfeicdes do processo de
medicdo, dos instrumentos de medida, do avaliador, da metodologia de calculo, etc.
Desta forma, pode-se afirmar que para uma variavel deterministica, seu valor sera tao

mais exato quanto mais perfeitas forem as condicdes utilizadas em sua determinacao.

Uma variavel é considerada aleatéria quando o seu valor ndo pode ser determinado
com precisdo, independente das condi¢des utilizadas na sua avaliagdo. Isto significa que
o0 avaliador ndo possui controle sobre a variavel, pois o valor da mesma esta associado
ao imponderavel, podendo assumir qualquer resultado dentro de um universo de
resultados possiveis. Exemplos de varidveis aleatorias séo: o resultado do langcamento
de um dado, a taxa de precipitacdo pluviométrica, em um determinado local, durante o

ano, o tempo de vida de uma lampada elétrica, as distancias do langcamento de peso nas
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Olimpiadas, etc. Elas podem ser discretas como no exemplo dado ou continuas como

nos demais exemplos.

Como exemplo de uma varidvel aleatéria discreta, consideremos uma variavel
numerica | que assume os valores inteiros e suponhamos que a cada valor de | esteja

associado um numero real p;, ndo negativo, p;>0 e > p, =1. Caso isso ocorra, | sera
|

uma variavel aleatdria discreta e p; sera a sua distribuicdo de probabilidade.

Uma variavel aleatéria continua x pode assumir qualquer valor sobre a reta real.

Neste caso, deve-se associar uma probabilidade a cada intervalo da reta. A

b
probabilidade de que a varidvel aleatéria x esteja no intervalo [a, b] é Ip(X).dX, onde
p(x) é a densidade de probabilidade, que deve ter as propriedades: p(x)>0 e

[p(x).dx =1 (TOME & DE OLIVEIRA, 2001).

Assim, observa-se que a varidvel deterministica representa um ndmero real, ou na
forma mais geral um numero complexo, enquanto a variavel aleatdria representa uma

distribuicdo de nimeros reais.

4.3 CAMINHO ALEATORIO

A descricdo do caminho aleatério (random walk) pode ser encontrada em
SALAMON et al. (2006).

O caminho aleatério (random walk) é a formalizacdo da tomada intuitiva de varios
passos consecutivos, em diferentes direcBes aleatorias, que pode ser simbolizado pela
trajetdria de um bébado que parte de um ponto qualquer e tenta voltar para casa. Este
conceito € muito importante na idealizagdo dos ruidos que aparecem no célculo

estocastico.
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Uma breve descricdo de caminho aleatdrio unidimensional é encontrada em TOME
& DE OLIVEIRA (2001).

Consideremos uma particula se movendo ao longo de uma reta, partindo da origem.
A cada intervalo de tempo T, ela salta uma distancia h para a direita com probabilidade p
e uma distancia h para a esquerda com probabilidade g = 1 — p. Para descrever o
movimento da particula, introduzem-se variaveis aleatorias independentes 61, 62, 03, ...
que tomam os valores + 1 e - 1, conforme o salto seja para a direita ou para a esquerda,
respectivamente. A variavel o; indica se no j-ésimo instante a particula deve saltar para
a direita ou para a esquerda e, portanto, ela toma o valor + 1 com probabilidade p e 0
valor -1 com probabilidade g. A posigdo da particula no instante t = n.t sera X = h.m,

onde m=o0;+06+ 03+ ...7 O

De acordo com TOME & DE OLIVEIRA (2001), se n >> 1, e utilizando-se o
teorema central do limite, entdo a distribuicdo de probabilidade para o movimento da
particula obedece a uma distribuicdo normal. Este resultado estd de acordo com a
definicdo de ruido branco gaussiano, que é utilizado na maioria dos casos envolvendo

equacdes diferenciais estocasticas.

4.4 PROCESSOS ESTOCASTICOS

4.4.1 Geral

Processos estocasticos sdo estudados em SOONG (1973), SCHUSS (2014) e
LUO et al. (2007).

Para o propésito desta tese, um processo estocastico € representado pelo
comportamento de uma variavel aleatoria no tempo. Utilizando-se a simbologia
matematica, pode-se afirmar que um processo estocastico € um conjunto de variaveis

aleatorias {X(t),t € T}, definido em um espaco de probabilidades, indexado por um

parametro t, onde t pertence ao conjunto T (ZITKOVIC, 2010).
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4.4.2 Processo de Markov

O processo de Markov é descrito em STROOCK (2005). E um processo estocéstico
muito utilizado na teoria das probabilidades e em estatistica. Ele recebeu este nome em
homenagem ao matematico russo Andrey Markov. E considerado um processo
estocastico sem memoria, ou seja, € um processo estocastico no qual as previsdes
futuras para o processo s0 dependem de seu estado atual e de sua distribuicdo de

probabilidade.

Um exemplo de processo de Markov é a quantidade de dinheiro que um individuo
tem em sua conta corrente. Conhecendo-se 0 montante atual e as futuras receitas e
despesas relacionadas com a referida conta, com suas distribuicdes de probabilidades,
pode-se prever qual serd o montante daqui a alguns anos. Observa-se que ndo é
necessario saber o historico do montante atual, se ele foi obtido devido a venda de um
carro, ou de um terreno, se é fruto de heranca ou fruto de um balango envolvendo
salarios e despesas. A Unica coisa que importa € o valor do montante atual e as

condigdes futuras.

Outro exemplo de processo de Markov é a quantidade de agua presente em um
determinado lago. Conhecendo-se o volume atual de 4gua no lago e os ganhos e perdas
de &gua no futuro, com suas respectivas distribuicbes de probabilidades, pode-se prever
qual sera o volume de agua daqui ha alguns anos.

Ja a expectativa de vida de um individuo ndo pode ser considerada como um
processo de Markov, porque o histérico do individuo influencia na sua expectativa de
vida. Considere dois individuos que possuam genética semelhante, como por exemplo,
dois irm&os gémeos. Imagine que eles tenham 30 anos de idade e que um deles levou
uma vida saudavel até entdo, com boa alimentacdo, praticando exercicios fisicos,
trabalhando em uma profissdo que ndo agrida a sua salde, etc. Agora imagine que o
outro irmao seja fumante, alcodlatra, que ndo tenha uma boa alimentacéo, ndo pratique
exercicios fisicos e ainda trabalhe numa area exposta a radiacdo. Assim, observa-se que
sob condigOes normais espera-se que 0 primeiro irmdo tenha uma expectativa de vida
maior do que a do segundo irmao, ja que levou uma vida mais saudavel no passado,

evidenciando que a expectativa de vida ndo € um processo de Markov.
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4.4.3 Processo de Levy

O processo de Levy (TANKOQOV, 2014) é um processo estocastico de Markov com

incrementos independentes e estacionarios X ={X,}.,, tal que:

a) X tem caminhos continuos a direita com limites a esquerda (cadlag);
b) Xo=0;

c) Para O<t, <t, <t;..<t,, entdo X , X, -X_, X, =X .., X, =X, sdo

independentes;
d) Parat > s a distribuicdo do incremento X; — Xs € homogénea no tempo, ou seja,

depende unicamente da diferenca t —s.
O termo cadlag (continue a droite, limite a gauge) € originario da lingua francesa e

serve para classificar um conjunto de func¢@es (no qual o processo de Levy esté incluido)

muito utilizado no célculo estocastico (KURTZ, 2007).

4.4.4 Processo de Wiener

O processo estocastico de Wiener, representado pelo simbolo W, ou W(t), é um caso
particular do processo estocastico de Levy, e consequentemente do de Markov, cujo
caminho ou trajetdria (path) obedece a uma distribuicdo normal de probabilidade com

média igual a 0 e variancia igual a “t —s”, condigdes estas representadas por:

E[W()]=0; Var[W(t)-W(s)]=t—-s;VO0<s<t (4.1)

De acordo com McCAVITT (2009) este processo foi proposto por Norbert Wiener
em 1920, para descrever o comportamento de particulas sujeitas a um grande niumero de
choques moleculares em um meio fluido, como, por exemplo, 0 que ocorre com 0s
gréos de polen na &gua, fenbmeno fisico conhecido como movimento browniano. Por
este motivo, este processo estocastico é também conhecido como movimento browniano
padrdo (MBP). DescrigcOes sobre este processo sdo apresentadas em UHLENBECK &
ORNSTEIN (1930), OKSENDAL (2000) e EVANS (2013).
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De acordo com SAUER (2012), parai =1, 2, 3,..., 0 processo de Wiener pode ser
representado pela expressdéo W, =W, +\/A_t.ni, onde os n; sdo numeros escolhidos

aleatoriamente de uma distribuicdo normal padrdo, N(0, 1), e por definicdo W(0) = 0.

4.4.5 Processo de Ito

O processo estocastico de Ito, também chamado de processo difusivo de Ito, € todo
processo estocastico que obedece a seguinte equacdo diferencial estocastica
(KLOEDEN & PLATEN, 1999):

dX, = a(t,X,)dt +b(t, X,).dW, ; X, =X (4.2)

to

onde a(t, X;) é o termo de arraste médio (averaged drift term), b(t, X;) € o termo
difusivo (diffusive term), t € o tempo e W; € o processo estocastico de Wiener. Quando o
termo difusivo é fungdo de X, o ruido é chamado de multiplicativo. Caso contrério, ele

é aditivo.

A Eq. (4.2) representa a forma escalar da equacdo de Ito, que é de interesse para esta

tese. A forma vetorial desta equacédo € encontrada em OKSENDAL (2000).

A solugdo da Eq. (4.2) fornecerd os valores de X; para cada valor do tempo t. Estes
valores de X; sdo chamados, no calculo estocastico, de caminhos ou trajetorias (paths),
porém, eles podem representar qualquer processo estocastico de Ito, tais como a
evolucdo da espessura de corrosdao em uma peca metalica, o nivel ou massa de agua em

um lago, etc.

A probabilidade associada ao processo estocastico X; pode ser determinada
utilizando-se a equacdo de Fokker-Planck (HOTTOVY, 2011), também conhecida
como equacao progressiva de Kolmogorov (KLOEDEN & PLATEN, 1999), que € uma
equacao diferencial parcial deterministica da seguinte forma:
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gtp+—{a(t X). p}—1 —{b (t.x)p}=0 4.3)

onde p é a funcdo densidade de probabilidade e X(t) = x.

Quando a(t,x) =0, entdo a Eq. (4.3) se reduz a:

P _ b® (t X)

— 4.4
ot o {( ).} (4.4)
que é similar a equacéo da difusdo do calor (HOLMAN & WHITE, 1992):

aT _ 0% (a.T)
ot ox’?

(4.5)

onde T é a temperatura, o é a difusividade térmica e x representa a coordenada

cartesiana nesta direcéo.

Devido a esta peculiaridade, o processo de Ito é também chamado de processo
difusivo de Ito.

Substituindo-se a(t,x) =0 e b(t,x) =1 na Eq. (4.2), esta se reduz a:

dX, = dw, (4.6)

evidenciando, que o processo estocastico X, neste caso, representa o0 proprio processo
de Wiener, W;.

Substituindo-se a(t,x) =0 e b(t,x) =1 na Eq. (4.3), obtém-se a seguinte equacao

de Fokker-Planck, para a fungéo densidade de probabilidade do processo de Wiener:

Py, 1
ot 2" ox?

(4.7)
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A Eq. (4.7) possui a seguinte solucéo:

X2

)e 20 (4.8)

1
,xX)=
Pw, (t.X) =( P
que pode ser confirmada substituindo-se a Eq. (4.8) na Eq. (4.7).

Uma distribuicdo normal com média p e desvio padrio o, possui a seguinte

funcédo densidade de probabilidade (MONTGOMERY & RUNGER, 1999):

1 (x=p)?

p(t,Xx) = [m]-e 2o (4.9)

Comparando-se as Eqgs. (4.8) e (4.9), observa-se que a funcdo densidade de

probabilidade do processo de Wiener segue uma distribuicdo normal com média pn=0

e desvio padréo ¢ = Jt.

Assim, o processo de Wiener no intervalo de tempo At=t—s,com 0<s<t<T,é
representado por numeros extraidos aleatoriamente de uma distribuicdo normal com
média u =0 e varidncia V = At, ou seja (BRAUMANN, 2005):

AW, = N(0, At) (4.10)
A Eq. (4.10) pode ser colocada na forma equivalente:
AW, = /At.n, (4.11)

onde n, representa 0s nimeros extraidos aleatoriamente de uma distribuicdo normal
padrdo, N(0,1), ou seja, uma distribuicdo normal com média n=0 e desvio padrdo

o=1
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A Eqg. (4.11) € muito importante no estudo de equacGes diferenciais estocasticas,

contendo o ruido branco gaussiano.

4.5 RUIDO BRANCO GAUSSIANO

Estudos sobre ruidos estocasticos e seus efeitos sdo encontrados em WIO & TORAL
(2004), NARAYANAN et al. (2009) e LONGTIN (2014).

Dentre os varios tipos de ruidos estocasticos, destaca-se pela sua aplicacdo o ruido
branco gaussiano, ¢, que € o ruido mais utilizado no estudo de equacGes diferenciais
estocasticas. Ele é definido pela expressdo (KLOEDEN & PLATEN, 1999):

dw,
- 4.12
e=— (4.12)

onde, conforme mencionado anteriormente, W, € o processo de Wiener ou movimento

browniano padrdo (MBP) e t é o tempo. E importante frisar que sob o ponto de vista

matematico, a derivada da Eq. (4.12) ndo existe para nenhum ponto da trajetoria de W,

(MISTURINI, 2010), pois as tangentes a esquerda e a direita, destes pontos, sdo
diferentes entre si. Entretanto, é importante ressaltar que esta inconsisténcia ndo tem
nenhum impacto na solucdo das equacgdes diferenciais estocasticas, pois esta se baseia

no conceito de integrais estocasticas que sdo muito bem elaboradas matematicamente.

4.6 EQUACAO DIFERENCIAL DE ITO

4.6.1 Geral

A equacdo diferencial de Ito, na forma escalar, j& foi apresentada na defini¢do do
processo difusivo de Ito, ou seja, é a Eq. (4.2).
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Estudos sobre esta equacdo sdo encontrados em ALLEN (2011), APPLEBY & WU
(2008), BRAUMANN (2004), LYONS (2013) e RICHARDSON (2009). Estudos
especificos para a solucdo da equacéo de Ito, utilizando-se simulaces de Monte Carlo,
constam de HAUGH (2004).

4.6.2 Equacao diferencial linear de Ito

Quando a(t,X,) = a,(t).X, +a,(t) e b(t,X,) =B,(t).X, +B,(t), entdo a Eq. (4.2)

se transforma na seguinte equacéo diferencial linear de Ito:

dX; = [oy (6).X +a, (]dt +[B, (1).X, +B,()]dW, (4.13)

Para o estudo de equacdes ndo-lineares de Ito o leitor pode recorrer aos documentos
GONTIS et al. (2009), SHOJI & OZAKI (1998), RAMAN (2011) e DE LA CRUZ &
ZUBELLLI (2012).

4.6.3 Solucdo geral da equacao diferencial linear de Ito

A forma linear da equacdo diferencial estocastica de Ito possui a seguinte solucao
geral (CYGANOWSKI, 1993; HIGHAM & KLOEDEN, 2001; ARCHAMBEAU,
2014):

t t
X, =@, (X, +[[0,(5) B1(5) B, ()@} ds + [B, (s) D] dW,) (4.14)
to to
onde W5 é o processo estocastico de Wiener ou movimento browniano padrdo (MBP) e
t 1 t
P, = Exp{[lay(5) — (B.(6))"1ds + [ By (5) AW} (4.15)
ty to

e a funcéo cD;jO pode ser representada pela seguinte equagéo:
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- 1
sio 5 (4.16)

st

Observa-se que a primeira integral do membro direito das Eqgs (4.14) e (4.15) sdo
integrais de Riemann-Stieltjes (ANEVSKI, 2012), e as demais séo integrais estocasticas
de Ito (MISTURINI, 2010; SAUER, 2012).

4.7 LEMADEITO

A grande importancia do Lema de Ito reside no fato de que ele estabelece a regra da

cadeia para o célculo estocéstico de Ito, que é diferente da regra da cadeia para fungdes

deterministicas (calculo corriqueiro ndo-estocastico)

No céalculo ndo-estocastico, se a varidvel x(t) obedece a seguinte equacgdo

diferencial:
dx
— =a(t, X 4.17
™ (t,x) (4.17)

e se a funcdo deterministica f[t,x(t)] possui derivada primeira com relacdo a x e t,

entdo a regra da cadeia € representada pela seguinte equacao (RILEY et al., 1997):
df of, dx, ,of
_ (L 4.18
m (a )(dt) (at) (4.18)

Substituindo-se a Eq. (4.17) na Eq. (4.18) e multiplicando-se ambos 0os membros da

equacao resultante por dt, obtém-se a seguinte expressao:
df = (ﬁ).dt +af(t, x).(ﬂ).dt (4.19)
ot oX

Agora seja 0 processo de Ito representado pela Eq. (4.2) e seja a funcdo estocéstica

Z, =T1(t,X,), possuindo derivada primeira em relacdo a t e derivada segunda em
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relagdo a x = X(t), entdo a regra da cadeia da funcéo estocastica Z, estabelece que

(OKSENDAL, 2000):

of (t,X,)

0z, = - +a(t,Xt).6f(t’xt) 1 o f(t,X,)

S DDA X,) T b X ) AW,

(4.20)

Observa-se que a Eg. (4.20) assume a forma da Eg. (4.19) quando o termo
estocastico, na Eq. (4.2), pode ser desprezado, ou seja, quando b(x,t) ~0. Assim,
observa-se, que neste caso, o célculo estocastico de Ito é equivalente ao calculo

ordinario ndo-estocastico.

4.8 EQUACAO DO MOVIMENTO BROWNIANO GEOMETRICO

A equacdo do movimento browniano geométrico (MBG) é um caso particular da

equacdo diferencial estocastica de Ito, na forma linear. Ela é obtida substituindo-se

o, (t) =pB,(t) =0 naEg. (4.13):
dX, = o, (t).X,.dt + B, (t).X,.dW, (4.21)

A Eq. (4.21) é a equacao diferencial que representa o processo estocastico continuo
no tempo, que de acordo com SIGMAN (2006), é denominado movimento browniano

geométrico (MBG) ou movimento browniano exponencial (MBE).

O processo estocastico MBG, juntamente com o lema de Ito, sdo os principais
sustentaculos matematicos para o desenvolvimento do modelo de Black-Scholes, muito
utilizado na determinacdo do preco de acdes no mercado de opgOes. Este modelo
(BLACK & SCHOLES, 1973) foi colocado em bases matematicas mais solidas
posteriormente (MERTON, 1976).

O modelo de Black-Scholes revolucionou o mercado de agdes e se tornou uma das

principais ferramentas econdmicas utilizadas pelos bancos europeus na segunda metade
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do século XX. Devido a grande repercussdo deste modelo nos meios econdmicos e
devido ao falecimento de Fisher Black em 1995, Myron Scholes e Robert Merton
receberam o Prémio de Ciéncias Econdémicas em Memdria de Alfred Nobel (Prémio
Nobel de Economia) no ano de 1997. Embora inelegivel para o prémio, devido ao seu
falecimento, a academia sueca fez constar em seus autos a grande contribuic&o de Fisher

Black para o desenvolvimento do referido modelo.

4.9 EQUACAO DE LANGEVIN

A equacdo de Langevin foi derivada em 1908 por Paul Langevin para estudar o
movimento browniano e a difusdo molecular como um método alternativo ao proposto
por Einstein em 1905 (CARVALHO et al., 2003). Esta equacao foi o primeiro exemplo
de uma equacéo diferencial estocastica. Porém, bases matematicas adequadas para a sua
solucdo sé estiveram disponiveis aproximadamente 40 e 52 anos mais tarde, quando Ito

e Stratonovich estabeleceram seus respectivos calculos estocasticos.

Para uma particula em um meio fluido, a equacdo de Langevin estabelece que a
resultante das forcas que agem sobre ela, R, é igual ao somatdrio da forca viscosa

(proporcional a velocidade da mesma),p.v, com a forca produzida pelas interacfes
intramoleculares e intermoleculares, F(x), e com um ruido estocastico, n(t), de tal

maneira que na forma escalar (ARNOLD, 1999; RIECKE, 2010):

R(x,t) = m.ccjj—\t/ =F(X)—B.v+n(t)

(4.22)

sendo m a massa da particula e t o tempo.
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4.10 O CONJUNTO o - ALGEBRA

O tratamento axiomatico da teoria da probabilidade foi iniciado por Kolmogorov no
ano de 1930 (KOLMOGOROV, 1956), com o desenvolvimento da teoria das medidas,

cujos métodos e caracteristicas foram desenvolvidos pelo proprio autor.

O conceito fundamental no estudo da teoria da probabilidade € o conceito de espaco

de probabilidade.

O espaco de probabilidade é definido como o terno ordenado (2, A,P), onde Q ¢

chamado de espagco amostral, A é o conjunto o - algebra dos subconjuntos de Q
chamados eventos e P é a medida de probabilidade em A, associando a cada evento

Ae A, um namero P(A) €[0,1], chamado de sua probabilidade.

Uma colecdo A de subconjuntos de Q é umao - algebra se:

QeA (4.23)
Ae A se Ae A (4.24)
gAneA se At Ag, ooy An € A (4.25)

onde A® é o complemento do conjunto A e o simbolo U1 representa a unido dos
n=
conjuntos Ajde 1 aoo.
Observa-se, com o auxilio das Eqgs. (4.23), (4.24) e (4.25), que uma o - algebra é
uma colecdo de subconjuntos de Q que contétm Q e que é fechado em relagdo as

operacdes de complementacdo e unides contaveis de conjuntos.

Como ilustracdo, observa-se que o numero 5 pertence ao conjunto dos nimeros

reais, assim como o nimero 10. A soma desses dois numeros é 15 que também pertence
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ao conjunto dos numeros reais. Como esta regra vale para todos os nimeros reais, pode-
se afirmar que o conjunto dos nameros reais é fechado com relacdo a operacdo de
adicéo.

4.11 DEFINICAO DE ALGUNS TIPOS DE FUNCOES

4.11.1 Geral

Para o entendimento desta tese € importante apresentar as definicdes de funcdes

continua, monotona, limitada e martingal (martingale).

4.11.2 Funcao continua

De acordo com (SIMMONS, 1987), uma funcdo real f:D—R (onde R é o

conjunto dos nimeros reais) é continua em um ponto a D se:
a) 3f(a);

b) Além de existirem os limites, estes devem atender a seguinte expressao:

limf(x) = limf(x) = limf(x)
X —>a x—>a X—>a
limf(x) = f(a)

X —>a

4.11.3 Funcdo mondétona

Uma funcéo real f:D — R é monoétona quando ela preserva ou inverte a relacéo

de ordem, ou seja (BEAME & MACHMOUCH]I, 2008):

a) fé monotona ndo-decrescente se VX,ye D (x >y =f(x)>f(y));

b) fé mondtona ndo-crescentese VX,ye D (X >y = f(x) <f(y)).
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4.11.4 Funcao limitada

De acordo com ABUKHALED (1995), uma funcéo real f:D —R (onde R é 0
conjunto dos numeros reais) € limitada se existe uma constante M >0 tal que

f(x)| <M, ¥xeD.

4.11.5 Martingal (Martingale)

Um processo estocastico, {X,: 0<t<oo}, &€ um martingal (martingale) com
respeito a uma filtragdo (uma curva da familia de curvas de X;) F, ={X,,X,,.., X} e

uma medida de probabilidade, P, se (HAUGH, 2004):
a) E[X[l<o} Vt=0;

b) E[X..|F]=X, Vts>0.

t+s

4.12 INTEGRAIS DETERMINISTICAS

4.12.1 Geral
Nesta secdo serdo apresentadas as definicdes das integrais deterministicas de

Riemann e de Riemann-Stieltjes, e a forma da integral de Riemann-Stieltjes para o
processo de Wiener.

4.12.2 Integral de Riemann

Seja [a, b] um intervalo fechado limitado e f :[a,b] > Ruma funcdo limitada. Seja
P={X,,X;,.. X, } uma particio de [a, b], com a=X, <X <X,.<X,=b, e

t,,t,,...,t, uma sequéncia de nimeros reais tais que t, e [xj_l,xj] paral<j<n.
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Denomina-se soma de Riemann de f relativo a particdo P, e representa-se pelo
simbolo S(f, P), ao nimero representado pela seguinte equacao:

S(f,P) :Zn:f(tj).(xj ~X,,) (4.26)

A norma da particéo P, |P|, é representada pela seguinte equagéo:

|P[| = max (x; —x,)

(4.27)
1<j<n

Diz-se que a soma de Riemann de f converge para o nimero I, quando |P|—0 (a

norma de P tende a 0), se para todo & >0 existir uma particdo P,de [a, b] tal que:
P, = P= > f(t).(x; —X;) —lg| <8 (4.28)
j=0

para todas as escolhas de t; e[x;,,X;], 1< j<n, entdo:

1

I, =lim S(f,P)=_[f(x).dx

(4.29)
[P —0

4.12.3 Integral de Stieltjes ou de Riemann-Stieltjes

A integral de Stieltjes ou de Riemann-Stieltjes € a generalizacdo da integral de

Riemann.

Sejam f(x) e a(x) funcOes reais e limitadas no intervalo [a, b]. Seja
P={Xy, X,y X, }, COM @ =X, <X, <X,...<X, =b, uma particdo de [a, b] e seja a

soma de Riemann, S(f, P), representada pela seguinte equacao:
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S(f,P) = if(tj).(a(xj) —aX;,)) (4.30)

onde t; e[x;,,%;].

Se S(f,P) tende a um nimero fixo Is, a medida que [P|—0, entdo Igs é

denominada integral de Stieltjes ou de Riemann-Stieltjes, e pode ser representada pela

seguinte equacgéo:
b
Igs = [ (X).do(X) (4.31)

onde para a defini¢do da integral da Eq. (4.31) a funcdo a(x) ndo precisa ser monotona

(SIGMAN, 2007).

E importante observar que para a particdo P descrita anteriormente, a integral de
Rieman-Stieltjes s6 existird se a variacao da funcdo a(x), V(a)[a,b], for limitada, ou

seja, se ela atender a seguinte condi¢do (SIGMAN, 2007):

V(a)[a,b] =1lim :Zl\a(xj) —a(X;y)| <o (4.32)

n— o

Conforme mencionado anteriormente, o processo de Wiener ou movimento
browniano padrdo (MBP), W,, é fundamental para o calculo estocastico por ser utilizado
na definicdo do ruido branco gaussiano (vide secdo 4.5). Por outro lado, como este
processo estocastico ndo atende a condicdo da Eq. (4.32) (ABUKHALED, 1995;
SIGMAN, 2007), ele ndo pode substituir a fungdo o(x) na integral da Eq. (4.31).
Assim, fica evidente que ndo pode ser calculada a seguinte integral de Riemann-

Stieltjes:

| = [F(H).AW, (4.33)
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4.12.4 Integral de Riemann-Stieltjes do processo de Wiener

Com base nas Secdes 4.4.3 e 4.4.4, observa-se que o processo de Wiener € uma
funcdo continua. Devido a esta caracteristica, ele pode ser utilizado como integrando em
uma integral de Riemann-Stieltjes (vide Fig. 6.10) (SIGMAN, 2007), tal como:

| = [W(t)dt (4.34)

4.13 INTEGRAIS ESTOCASTICAS

4.13.1 Geral

Devido a impossibilidade de se calcular a integral da Eq. (4.33), 0os matematicos que
trabalhavam com o calculo estocastico tiveram que repensar 0s conceitos de integrais.
Com isso, foram criados alguns tipos de integrais estocésticas, dentre 0s quais se
destacam por suas aplicagOes as integrais de Ito e de Stratonovich (ABUKHALED,
1995; KLOEDEN & PLATEN, 1999; OKSENDAL, 2000).

A integral estocastica pode ser vista como uma generalizacdo da integral de
Riemann-Stieltjes com relagdo a dois aspectos. Primeiro porque ela € utilizada para
processos estocasticos e segundo porque a integracdo pode ser realizada com relacéo a

funcBes ndo-diferenciaveis.

Nas Secdes 4.13.2 e 4.13.3 seréo descritas as integrais de Ito e de Stratonovich.

4.13.2 Integral de Ito

Construgfes matematicamente rigorosas da integral de Ito sdo encontradas em
OKSENDAL (2000), KLOEDEN & PLATEN (1999), etc. Uma construgdo mais

simples serd apresentada nesta se¢do (SIGMAN, 2007), onde o principal objetivo é
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.
determinar a integral [W,.dW, sabendo-se que o processo de Wiener ¢ uma fungéo néo
0
limitada, ou seja, que ndo obedece a Eq. (4.32).
Sejam X; e H; dois processos estocasticos compativeis com a definicdo da integral

de Ito (OKSENDAL, 2000). Assim, representa-se a integral de Ito, I;, pela seguinte

equacéo:

o—-

X .dH, :IiméX(tk_l).[H(tk)—H(tk-l)] (4.35)

n — oo

onde 0=t,=t, <..<t, =T representa a parti¢do de [0, T], em subintervalos que vao

se tornando cada vez menores a medida que ntende a « e t, €[t, ,,t,].

E importante observar, com o auxilio da Eq. (4.35), que na integral de Ito s&o
sempre utilizados os valores do integrando, X; nos extremos esquerdos dos

subintervalos, os seja, X(tk-1).

Considerando-se que 0s processos estocasticos X; e H; sejam iguais ao processo de

Wiener, W;, entdo:

| :iwt AW, =lim S () [W(E) - W(t, )] (4.36)

n— oo

Verifica-se, com facilidade, que é valida a seguinte expressdo:

W(t, ) [W(t) - W(t )= (%)'[Wz(tk) - WA (L, ,)1- (%)'[W(tk) - W(t, )l

(4.37)

Fazendo-se 0 somatorio em ambos os membros da Eq. (4.37), obtém-se:
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-G iwe)-we r  @39)

ki:lwak_l).[wak)—W(tk_l)]z

A medida que os subintervalos se tornam cada vez menores, observa-se que a

variacdo quadrética (squared variation) de W(t), Q[W], existe e pode ser representada

pela equacdo (SIGMAN, 2007):

QW] =tim S[W(t,) - W(t ) =T

(4.39)
n— oo
Substituindo-se as Eqgs. (4.37), (4.38) e (4.39) na Eq. (4.36), obtém-se:
T 2
1, = fw,dw, = V(D T (4.40)
0 2 2

pois, por definicdo W(0) = 0.

E importante observar que o resultado de uma integral de Ito é diferente de uma

integral de Riemann-Stieltjes. Enquanto a primeira produziu o resultado apresentado na

W*(T)
>

Eq. (4.40), a segunda teria fornecido como resultado apenas o termo

Quando o integrando na Eq. (4.40) é diferente do processo de Wiener, W;, pode-se
determinar a integral de Ito de maneira similar a apresentada em MISTURINI (2010) e
SAUER (2012).

Assim, para um intervalo de tempo [0,T], com partigdo P ={t,,t,,....t,} e com
O0=t,<t, <t,..<t, =T, observa-se que a integral de Ito para um processo

estocéastico, X(t), em relacdo ao processo de Wiener, W;, pode ser representada pela
seguinte equacdo (MISTURINI, 2010; SAUER, 2012):
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{ X(s).dW, = lim {éX(ti_l)-AWi} (4.41)

N — oo

onde NzAlt' At=t, —t,, e AW, =n,~JAt.

. T . Lo .
Para subintervalos de tempo At =N, com comprimentos Iguais entre sl € com um

valor de N suficientemente grande, observa-se que a Eq. (4.41) pode ser colocada na

seguinte forma simplificada:

}X(S).dWS = iX(ti_l).ni.\/E (4.42)

4.13.3 Integral de Stratonovich

Se X; e H; sdo dois processos estocasticos compativeis com a definicdo da integral
de Stratonovich (OKSENDAL, 2000), Is, entdo, representa-se esta integral pela seguinte

equacéo:

s = [X,0H, =lim E LX)+ X(E)HHE) - H(E, )

n—o (4.43)

onde P={t,t,,..,t,} representa a particio do intervalo [0,T], com

O=t, <t <t,..<t, =T.

Observa-se, com o auxilio da Eq. (4.43), que na integral de Stratonovich o

integrando é determinado como a média entre os valores dos extremos de cada

subintervalo, ou seja, (%).[X(tk_l) + X(t )]
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Substituindo-se 0s processos estocasticos X; e H; pelo processo de Wiener, W, entdo
a Eq. (4.43) pode ser substituida pela seguinte equacgdo (REIB, 2007):

W, o W, =lim EIW(E, )+ WEHIWEL) - Wit )

o—-

Is
(4.49)
n — oo

onde o simbolo “o” denota que a integral da Eq. (4.44) ¢ resolvida utilizando-se 0

calculo de Stratonovich.

O termo que esta no interior do somatério da Eq. (4.44) pode ser desmembrado da

seguinte maneira:

GV (t) + WEILIW() = W(t, )] = QIW(E)IW () - Wt )T+

GHUWEILIW(E) - W(E )]

(4.45)

Adicionando-se e subtraindo-se o termo (%).W(tkl).[W(tk) - W(t,_,)] ao membro

direito da Eq. (4.45), obtém-se a seguinte equacao:

(%)[vv(tk_n+vv<tk)1.[vv(tk)—vv(tk_1)1= W(t, ) IW(t,) - W(t, )]+
1

CHWELIW () - W(E, )] -
CHW(E W) - Wt )]
(4.46)
ou
Wt )+ WEILIWE) ~ Wty )] = Wt ) IWCE) - Wt )]+
(4.47)

GHW() - WL DLW () - WL, )]
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Aplicando-se o limite quando n tende a oo aos somatorios dos termos do membro
direito da Eq. (4.47), obtém-se (vide Eq. 4.36):

lim 3 W(t ) IW(E) - Wit )] = [ W, W, = 1,

(4.48)
n— oo
€
1M G).IW(t,) - Wt )LIW(E) - Wit )T =+
=R kAT 17 (4.49)
n — o

Substituindo-se as Eqs. (4.47), (4.48) e (4.49) na Eq. (4.44), obtém-se a seguinte
equacéo:

T T T
JW, odw, =[w,.dw, + o (4.50)
0 0

Substituindo-se a Eq. (4.40) na Eq. (4.50), obtém-se a seguinte integral de

Stratonovich:

(4.51)

A Eg. (4.51) mostra que, embora a integral de Stratonovich seja uma integral

estocastica, ela segue as regras de integracao da integral de Riemann-Stieltjes.

Uma outra maneira de se obter a Eq. (4.51), sem utilizar a integral de Ito
[Eq. (4.40)], é apresentada em GALLA (2006).
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4.14 CALCULO ESTOCASTICO

4.14.1 Geral

Conforme mostrado nos Apéndices D e F, a utilizacdo do calculo estocastico, nesta
tese, tem como principal objetivo obter solucbes para as equacdes diferenciais

estocasticas ordinarias, obtidas nesses apéndices.

A solucdo de equagdes diferenciais estocasticas ordinarias € obtida com base na
integracdo destas equacdes, evidenciando que a definicdo de integral estocastica é de

fundamental importancia para o estabelecimento de um célculo estocastico.

Apos a concepcdo da integral estocastica, o caminho natural no desenvolvimento do
calculo estocastico € a definicao das regras de derivacdo para 0S processos estocasticos.
Com isso, obtém-se a formulacdo para a regra da cadeia do calculo estocastico em
questdo, permitindo que 0s processos estocasticos possam ser expressos em sua forma

diferencial.

Atualmente sdo muito utilizados os calculos estocasticos de Ito e de Stratonovich

que serdo descritos a seguir.

4.14.2 Calculo estocastico de Ito

A pedra fundamental para o desenvolvimento do célculo estocéastico de Ito foi a
publicacdo em 1942 (ITO, 1942) de um artigo sobre parte de sua tese de doutorado que
seria concluida em 1945. Neste trabalho, Kiyoshi Ito comeca a construir o conceito de
integrais estocasticas e sua teoria associada a analise matematica. E também criada a
teoria das equacOes diferenciais estocasticas, que descrevem o comportamento de

sistemas relacionados com eventos aleatérios.

Inicialmente os trabalhos de Ito ndo tiveram boa aceitacdo por parte da comunidade

cientifica e ele teve que esperar varios anos para que a importancia de suas idéias fosse
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completamente aceita, e que outros matematicos comegassem a contribuir de forma

definitiva para o desenvolvimento de sua teoria.

Com a definicdo de sua integral estocéstica [vide Eg. (4.35)] era natural que as
regras de derivacdo dos processos estocasticos fossem estabelecidas. Com esse
proposito Ito formulou o Lema que tem o seu nome (vide secdo 4.7). Conforme
mencionado anteriormente, este Lema estabelece como deve ser a regra da cadeia no

calculo estocastico de Ito, que pode ser formulada da seguinte maneira.

Se f(x,1):[0,0)xR - R é uma funcdo escalar, duas vezes continuamente

diferenciavel em R (conjunto dos ndmeros reais), entdo a sua expansdo em série de

Taylor pode ser representada pela seguinte equacdo (RILEY et al., 1997):

of of 1. .0° 82f o°f
df = (—.dt+—.d 2).[— dt? dtd —d 4.52
(at +8x X)+(2) [at2 +2 X + pVE; X2]+... (4.52)

Desprezando-se na Eq. (4.52) os termos de ordens superiores e os multiplicados por
dt.dx e dt?, obtém-se:

o o O oLy 9f
df =—dt+ — adx 453
o o X G ] (4.53)

Se zZ, =f(t,X,), entdo, utilizando-se a Eq. (4.53), obtém-se:

6f(t,Xt)_dt+8f(t,Xt) 62f(t x )

dz, =
OX

+(5 )[ (dX,)’] (4.54)

O termo dX; na Eq. (4.54) pode ser representado pela propria equacgdo estocastica de
Ito [vide Eq. (4.2)], enquanto o termo (dX;)? é representado como:

(dX,)? =a(t, X,)2.(dt)? + 2.a(t, X, ) b(t, X, ) dt.dW, +b(t, X,)%.(dW,)>  (4.55)
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De acordo com HAUGH (2010) e OKSENDAL (2000), no calculo estocastico de
Ito sdo validas as expressdes dtxdt=dtxdW,=0 e dW,xdW, =dt. Assim,

substituindo-se estas expressdes na Eq. (4.55), obtém-se:
(dX,)? =b(t, X,)*dt (4.56)

Substituindo-se as Eqgs. (4.2) e (4.56) na Eq. (4.54), obtém-se a equagdo que
representa a regra da cadeia no calculo estocastico de Ito:

af(t X,) azf(t X 0)

4z, =[ +a(t, X,)

()b(tX)

af(gtx ) G52 bt + b(X,, 1).dW,

(4.57)

A Eq. (4.57) é idéntica a Eq. (4.20) da se¢do 4.7.

4.14.3 Calculo estocastico de Stratonovich

Ruslan Leontievich Stratonovich foi um pesquisador russo que nasceu em Moscou
em 1930 e faleceu em 1997. Seus principais trabalhos cientificos foram KUZNETSOV
& STRATONOVICH (1958), STRATONOVICH (1959 e 1960).

E o criador de um célculo estocéastico que serve como uma alternativa ao céalculo
estocastico de Ito e que tem o objetivo de ser mais simples do que o calculo estocastico

de seu antecessor.
O célculo estocastico de Stratonovich é especialmente importante para a solucdo de
diversos problemas em fisica estatistica, como por exemplo, a solugdo da equacdo de

Langevin, descrita na secdo 4.9.

A integral estocéstica de Stratonovich é representada pela Eq. (4.43) e segue as

mesmas regras de integracao do calculo ordinario (ndo-estocastico). Consequentemente,

58



a regra da cadeia para 0s processos estocasticos, no calculo de Stratonovich, é feita de
maneira similar ao clculo ndo-estocastico [vide Eq. (4.19)].

4.14.4 Utilizacdo do calculo estocastico de Ito e de Stratonovich em geral

Embora, YUAN & AO (2012) afirmem que o célculo estocastico ndo se restringe
apenas a disputa isolada entre Ito e Stratonovich, inegavelmente eles sdo os personagens

mais importantes desse ramo da matemaética.

Atualmente, sdo muito utilizados os calculos estocasticos de Ito e de Stratonovich
(KLOEDEN & PLATEN, 1999; EVANS, 2013; BRAUMMAN, 2005). Sob o ponto de
vista matematico, ambos estdo corretos, porém, em aplicacGes praticas a abordagem de
Ito é mais utilizada do que a de Stratonovich (ABUKHALED, 1995).

Uma importante razao para a utilizacdo frequente do célculo de Ito é que ele utiliza
as leis de probabilidade do processo de Wiener de uma maneira mais natural do que o
calculo de Stratonovich (ABUKHALED, 1995). Por exemplo, o processo de Wiener

obedece as expressdes E[W(b)—W(a)]=0 e E/W(b) —W(a)|2 =b—a, enquanto que a

b b
integral estocastica de Ito, jg(t).dW(t), satisfaz as expressdes E[j g(t)dw(t)]=0 e

2

E

Jomaw()

b
= [Elg(t)]".dt (ABUKHALED, 1995).

A escolha do tipo de célculo estocastico que deve ser utilizado na solucdo de um
determinado problema depende de varios fatores, tais como: se 0S processos
estocasticos sdo funcdes diferencidveis ou ndo, se as equagdes diferenciais estocasticas,

utilizadas na modelagem do problema, seréo resolvidas analitica ou numericamente, etc.
Se 0s processos estocasticos puderem ser aproximados por funcdes diferenciaveis e

melhor usar o célculo de Stratonovich porque tanto as integrais como as derivadas

desses processos seguem as regras do calculo convencional (ndo-estocastico).
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Por outro lado, se as equacgOes diferenciais que governam o problema tiverem que
ser resolvidas pela via numérica, entdo € melhor utilizar o calculo de Ito, pois a integral
de Ito € um martingal (martingale) e a integral de Stratonovich ndo é (OKSENDAL,
2000). Isto significa que a integral de Ito é um processo estocastico convergente,
enquanto que a integral de Stratonovich pode ndo ser (KLOEDEN & PLATEN, 1999).

Como regra geral, pode-se afirmar que normalmente o célculo de Stratonovich é
mais utilizado em engenharia e fisica, enquanto que o de Ito é mais utilizado em analise

matematica e matematica financeira (GLEESON, 2014).

Como exemplo da aplicacdo do calculo de Stratonovich em fisica, pode-se
mencionar o estudo da equacdo de Langevin, utilizada para modelar o movimento

browniano de uma particula em um fluido [vide Eq. (4.22) da secéo 4.9].

Ja o célculo de Ito é amplamente utilizado em matematica financeira, como por
exemplo, no desenvolvimento do modelo de Black-Scholes (vide secdo 4.9), que €
muito utilizado na determinacg&o do preco de acdes no mercado de opgdes. E importante
observar que o célculo de Stratonovich ndo pode ser utilizado neste caso, pois em sua

integral estocastica [vide Eq. (4.43)], o integrando é determinado como a média entre 0s
valores dos extremos de cada subintervalo, ou seja, (%).[X(tk_l) + X(t,)]. Isto exigiria

que os precos das agdes no mercado financeiro fossem conhecidos no tempo ty, 0 que

ndo ocorre na pratica.

4.14.5 Utilizacdo do calculo estocastico de Ito e de Stratonovich nesta tese

De acordo com OKSENDAL (2000), existe uma equivaléncia matematica entre as
solugdes obtidas para uma equacdo diferencial estocastica, utilizando-se os calculos

estocasticos de Ito e de Stratonovich.

Assim, sejam as equacdes diferenciais estocésticas representadas respectivamente

nos calculos estocasticos de Stratonovich e de Ito como:
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dX, =a(t, X,).dt +b(t, X,) o dW, (4.58)
dX, = a(t, X, ).dt +b(t, X, ).dW, (4.59)

A Eq. (4.59) pode ser modificada para que ela, no célculo de Ito, seja equivalente a
Eqg. (4.58) no célculo de Stratonovich. Esta modificacdo consiste em se adicionar a

Eq. (4.59), o termo (%).b(t,xt).b'(t,xt).dt, dando origem a seguinte equagéo

(OKSENDAL, 2000):
dX, = a(t,Xt).dt+(%).b(t,Xt).b'(t,Xt).dt+b(t,Xt).th (4.60)

onde b'(t, X,) :%.

No célculo de Stratonovich, a solucdo da Eq. (4.58) pode ser representada pela
seguinte equacdo (OKSENDAL, 2000):

T T
X, =X, +[a(t,X,)dt + [b(t,X,) o dW, (4.61)
0 0

onde X, € a condicdo de valor inicial do processo estocastico X, ou seja, 0 seu valor em
t=0.

No célculo de Ito, a solucdo equivalente a Eq. (4.61) pode ser representada como:
T 1 T T

X, =X, +Ja(t, X,)dt + (E).jb(t,xt).b'(t, X,)dt+ [b(t, X,).dW, (4.62)
0 0 0

Na secdo 5.2.3.4 ¢ mostrado que a Eq. (5.72) representa a altura de coluna de liquido
no interior do repositorio. Adicionalmente, observa-se que esta € a Unica equacao

estocéstica que é resolvida nesta tese, ja que nas demais equagdes estocasticas (balango
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de massa) o termo estocastico é insignificante para as condi¢cBes do repositorio de
Abadia de Goias e foi desprezado (vide Apéndices D e E).

Na Eg. (5.72), observa-se que b(t, X,) = Fy (1)
n

e consequentemente b'(t,X,)=0.

Substituindo-se esta Ultima expressao na Eq. (4.62), obtém-se:
T T

X, =X, +Ja(t, X,)dt + [b(t,X,).dW, (4.63)
0 0

Comparando-se as Egs. (4.61) e (4.63) observa-se que em principio se poderia
utilizar nesta tese tanto o calculo estocéstico de Ito como o de Stratonovich. Entretanto,
a opcdo de se trabalhar também com métodos numéricos conduz naturalmente a

utilizacdo do célculo estocéstico de Ito.

4.15 METODOS NUMERICOS PARA SOLUCAO DE EQUAGOES
DIFERENCIAIS ORDINARIAS

4.15.1 Geral

Existem muitos métodos numéricos desenvolvidos para a solucdo de equacBes
diferenciais  ordinarias  deterministicas (ALVIM, 2007; OZISIK, 1994;
VASCONCELLOS & AMORIM, 2001) e estocasticas (ABUKHALED, 1995;
MAHONY, 2013; BURRAGE et al., 2007; BURRAGE et al., 2014; KLOEDEN &
PLATEN, 1999; SAYTO, 2013; AMINI et al., 2011; SAUER, 2012), dentre os quais se
destacam o método de Runge-Kutta de 4% ordem para a solucdo de equacgdes
deterministicas e os métodos de Euler-Maruyama, Milstein e de Runge-Kutta para a
solucdo das equacdes estocasticas (KLOEDEN & PLATEN, 1999; SAUER, 2012).

Aqui sera dada énfase aos métodos de Runge-Kutta de 4% ordem e de Euler-

Maruyama, por serem 0s métodos mais conhecidos para a solucdo de equacdes
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diferenciais ordinarias, e por serem adequados para a solucdo das equagdes tratadas
nesta tese.

4.15.2 Método de Runge-Kutta de 42 ordem

De acordo com VALLE (2012) uma funcdo y(x) que contenha k+1 derivadas
continuas em um intervalo aberto, contendo a e x, pode ser expandida na seguinte série

de Taylor:

_ oy (X—2) (k) (X - a) (k+1) (X a) o
Y(X)—Y(a)ﬂ’(a)-—l' +o.+y(@) ——= w €. —= (K2 D)! (4.64)

onde ¢ é algum numero entre a e x. Substituindo-se na Eq. (4.64) a por X, € X por

X, =X, +h, obtém-se:

(x-a) h" h(k+l) y D
T Y( 0) e (k 1), (c)

Y(Xna) =YX, +h) =y(X,) +hy (x,).

(4.65)

O método de Runge-Kutta de primeira ordem é obtido fazendo-se k = 1 na
Eq. (4.65). Assim, obtém-se:

You =Y, +hy, (4.66)

Este método numérico é desenvolvido para equacOes diferenciais ordinarias (EDO)

que satisfazem a equacéo:

yO =XV, Y, Y e Yy ) (4.67)

Substituindo-se a Eq. (4.67) na Eq. (4.66) obtém-se a equacdo discretizada para o

método de Runge-Kutta de primeira ordem:
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yn+1 = yn + hf (Xn ! yn) (468)
que € igual ao método de Euler bésico.

Para se obter o método de Runge-Kutta de quarta ordem primeiro deve-se substituir
k =4 na Eq. (4.64), de maneira que:

2 3
y(x, +1) = y(x, +h) = y(x,) + h.y'(xn)+h2—,.y"(xn>+%.y<3> (X,) +

h4 4 h5 (5)
E-y (xn)+§-y (c)

(4.69)

O procedimento de Runge-Kutta de quarta ordem consiste em encontrar constantes

apropriadas de tal forma que a formula:

Youa =Y, tak, +bk, +ck, +dk, (4.70)

considerando:

Y(Xpa) = Yo +ho(X,,y,:h) (4.71)
onde:

k, =hf(x,,vy,) (4.72)

k, =hf(x, +a.hy, +B,K) (4.73)

kK, =hf(x, +a,hy, +B,K, +B;K,) (4.74)

k, =hf(x, +az.hy, +B,k, +B:;.K, +BsK;) (4.75)

coincida com um polinémio de Taylor de grau quatro,
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,r (3)
p.(x) = y(a) + Y (@).(x ~a) +VT(,"").(x—a)2 +nya’.(x—a)3 +
' ' (4.76)
(4)
y 4!(a) (x—a)*

Isso resulta em 11 equacBes para 13 incognitas, ou seja, possui infinitas solugdes. O
mais popular é o seguinte método:

Yo =Y, + (%).(k1 +2k,+2k;+k,) (4.77)
com:

k, =hf(x,,vy,) (4.78)

k, =hf(x, +g,yn +% (4.79)

k, =hf(x, +g,yn +k—22) (4.80)

k, =hf(x, +hy, +k;) (4.81)

4.15.3 Método de Euler-Maruyama

4.15.3.1 Geral

A discretizacdo mais simples no tempo de um processo estocastico de Ito é a
aproximacéo de Euler-Maruyama (KLOEDEN & PLATEN, 1999; SAUER, 2012).

Seja o processo estocastico de Ito, X ={X,,t, <t<T}, satisfazendo a Eq. (4.2) em

t, <t<T, comvalor inicial X, =X,.
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Para uma dada discretizagdot, =1, <71, <T,..<7,..<Ty =1 do intervalo de

e
tempo [t,,T], uma aproximacdo de Euler-Maruyama resulta em um processo
estocastico em tempo continuo Y ={Y(t),t, <t < T} satisfazendo ao seguinte esquema

iterativo:
Yia =Y +a(r, ;) At +b(t, Y;) AW, (4.82)

para i =0, 1, 2, ..., N-1 com valor inicial Y, =X,, Y, =Y(t,), At,, =7, — 7T, €

AW, ,=W_ -W_=,(t,,—7).n,, onde os ni sd nameros extraidos

aleatoriamente de uma distribuicdo normal padrdo (distribuicdo normal com média O e

variancia igual a 1), N(0, 1).

Quando for conveniente se utilizar i = 1, 2,.., N, entdo At,=71,—-71,, €

AWi:Wti _Wri,l =y(t,—14)n; = N, /AT .

4.15.3.2 Consisténcia, convergéncia e estabilidade
4.15.3.2.1 Geral

O estudo da consisténcia, convergéncia e estabilidade de métodos numéricos
deterministicos é encontrado em ALVIM (2007) e FORTUNA (2000).

Nesta secdo sera dada énfase ao estudo da consisténcia, convergéncia e estabilidade

do método de Euler-Maruyama, enfocando algumas defini¢cBes importantes. O estudo

propriamente dito € mostrado no Apéndice F deste trabalho.
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4.15.3.2.2 Consisténcia

O estudo da consisténcia para uma aproximacdo numérica de um processo
estocastico de Ito é dividido em 2 grupos, ou seja, a consisténcia forte e a consisténcia

fraca.

4.15.3.2.2.1 Consisténcia forte

Uma aproximacio discreta Y®°, correspondendo a uma discretizagdo de tempo
(9)s ={r,:n=0,12,..}, com um incremento maximo de tempo, &, para um processo
estocastico de Ito, é uma consisténcia forte se existe uma funcdo ndo negativa
¢ =c(8) com (KLOEDEN & PLATEN, 1999):

limc(3)=0
®) (4.83)
0—0
tal que:
Yo, —Ye ’
E[E(%an)—a(fnﬁf) 1=c(d) (4.84)
(5]
EC Y2, - Y3 BV - VI A, ) = (E, V) AW, [) <c(0) (4.85)

onde a(z,,Y.) e b(x,,Y.) representam os termos de arraste médio e difusivo do
processo estocastico de Ito, respectivamente. Os simbolos W, E, A e An

representam respectivamente o processo de Wiener ou movimento browniano padrdo
(MBP), a esperanga matemética ou média, a familia de conjuntos o - &lgebras e o

incremento de tempo.
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4.15.3.2.2.2 Consisténcia fraca

Uma aproximacdo discreta Y®°, correspondendo a uma discretizagdo de tempo
(9)s ={r,:n=0,12,..}, com um incremento maximo de tempo, &, para um processo
de Ito, € uma consisténcia fraca se existe uma funcdo ndo-negativac = c(8) que atenda

as Egs. (4.83) e (4.84), e (KLOEDEN & PLATEN, 1999):

n+l n+1l

E[E[ﬁwf‘ CYELYEL =YD A, T-b(r,, Yo b(z,, YO)T| 1<c(®)  (4.86)

5
n+1

onde (Y°,-Y?)" é o transposto do vetor (Y,

n+1

—-Y?). Os demais termos ja foram
definidos anteriormente.
4.15.3.2.3 Convergéncia

De maneira similar ao apresentado para a consisténcia, a convergéncia de uma
aproximacdo numérica de um processo estocastico de Ito também se divide em
convergéncia forte e fraca.

4.15.3.2.3.1 Convergéncia forte

Um processo estocastico aproximado de Ito, Y, converge fortemente para um

processo estocastico exato, X, com ordem y €[0,), se existe uma constante finita K e

uma constante positiva 5, tal que (KLOEDEN & PLATEN, 1999):
E[|XT -Yy (T)|] <K' v e(0,9,) (4.87)

onde & é o incremento de tempo.
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Observa-se, com o auxilio da Eq. (4.87), que a convergéncia forte se baseia na
média do mddulo das diferengas entre os caminhos ou trajetérias (paths) da solugéo

exata e da aproximada, no instante de tempo t = T, do intervalo [0,T]. Em outras

palavras, 0 que se almeja neste caso é verificar se existe a convergéncia entre 0s
caminhos ou trajetorias (paths) da solugdo exata e da aproximada, no instante de tempo

T, ou seja, no final do intervalo de tempo.

De acordo com KLOEDEN & PLATEN (1999), o método de Euler-Maruyama

utilizado nesta tese tem ordem de convergéncia forte igual a 0,5, ou seja, y =0,5.

4.15.3.2.3.2 Convergéncia fraca

Um processo estocastico aproximado, Y, converge fracamente para um processo

estocastico exato, X, com ordem [ €[0,), se para qualquer polindbmio g existe uma

constante finita K e uma constante positiva 5, tal que (KLOEDEN & PLATEN, 1999):

El9(X,))-E@(Y, (M <KS*  ¥5e(0,3,) (4.88)

onde & é o incremento de tempo e a classe das funcdes g utilizadas € mostrada em
KLOEDEN & PLATEN (1999).

E importante frisar que a utilizagdo dos polindmios g é particularmente importante
nos casos em que ndo se conhece a solugcdo exata, X1, do problema, mas sim uma

aproximagcéo da distribuicdo de probabilidade de Xr.

Observa-se, com o auxilio da Eq. (4.88), que a convergéncia fraca se baseia no
modulo da diferenca das medias entre os caminhos ou trajetdrias (paths) da solugéo
exata e da solucdo aproximada, no instante de tempo t = T, do intervalo [0,T]. O
interesse neste caso € verificar se existe a convergéncia entre as médias dos caminhos

das solugdes exata e aproximada, no instante de tempo T.
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O método de Euler-Maruyama possui ordem de convergéncia fraca igual a 1, ou
seja, p=1 (KLOEDEN & PLATEN, 1999).

4.15.3.2.4 Estabilidade

A estabilidade de uma aproximacdo numeérica de um processo estocastico de Ito
pode ser analisada, utilizando-se os métodos dos momentos (assintoticamente p-estavel
e exponencialmente p-estavel) e o segundo método de Lyapunov (KLOEDEN &
PLATEN, 1999; MAHONY, 2013; HIGHAM, 2010; SAYTO, 2013; SAYTO &
MITSUI, 2002; HERZOG, 2010).

Por ser um dos métodos mais utilizados no estudo de equagbes diferenciais
estocasticas (SAYTO, 2013; HIGHAM, 2010; KLOEDEN & PLATEN, 1999), aqui

sera apresentada uma breve descricdo do método assintoticamente p-estavel.

Para a definicdo deste método, deve-se considerar inicialmente a equagéo diferencial
estocéstica de Ito, representada pela Eq. (4.2), e reproduzida aqui como:

dX, = a(t,X,).dt +b(t, X,).dW, (4.89)

Considerando-se a(t,0)=0 e b(t,0)=0, entéo a solucéo trivial X, =0 (solugéo de

equilibrio para a Eq. (4.89)) € valida para x, =0, onde x, =X, .
Assim, 0 processo estocastico X; é chamado de p-estavel se Ve >0, 38 > 0 tal que:

sup  E|X/|'<e

o V Xy, =X e Xo| <8 (4.90)
o S1I<™©

O processo estocastico X; € chamado de assintoticamente p-estavel se ele €

p-estavel e se 3¢ > 0 tal que:
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lim EX/| =0

t>w

para X =X, (4.91)

Quando os valores de p séo iguais a 1 (primeiro momento) e 2 (segundo momento)
este método é chamado de M-estavel (mean stability) e MS-estavel (mean square

stability), respectivamente.

Uma aplicacéo pratica do método M-estavel é mostrada no Apéndice F desta tese.
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5. MODELAGEM MATEMATICA

5.1 GERAL

A Fig. 5.1 mostra uma ilustracdo de um repositorio proximo a superficie, para a

deposicdo de rejeitos radioativos de baixo e médio niveis de radiacdo (CNEN, 1985).

Superficie livre do terreno
A4

Camadas impermedveis (cor preta) intercaladas
«— com camadas permeaveis (cor branca)

L —— Estrutura de concreto do repositorio
NN NN
Il B B B B«——— Embalado radioativo
EEEEE Material de enchimento

Regido ndo-saturada

Biosfera

Aquifero (Regido Saturada)

Poco

Figura 5.1 - llustracdo de um repositorio proximo a superficie, mostrando sua localiza-
cao em relacéo ao aquifero, poco de captacdo de agua e biosfera
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Observa-se, com o auxilio da Fig. 5.1, que o repositério contém uma cripta de
concreto armado, projetada para resistir a terremotos, e construida abaixo da superficie

livre do terreno.

Os embalados radioativos sdo depositados no interior dessa cripta e 0S espagos

vazios séo preenchidos com um material de enchimento.

Na regido acima do teto do repositorio, € prevista a colocacdo de uma capa
protetora, para prevenir que a agua proveniente de chuva ou de irrigacdo da vegetacéo,
existente na camada mais externa do repositério, se infiltre no interior do mesmo. Esta
capa é formada pela colocacdo justaposta e escalonada de camadas impermeéaveis e
permeaveis, nesta ordem, de cima para baixo. Assim, se a dgua conseguir se infiltrar
através da primeira camada impermeavel, devido a alguma degradacdo da mesma, ela €
drenada passivamente pela acdo da gravidade na segunda camada, que é permeavel.
Desta maneira, consegue-se uma boa estratégia de engenharia, para prevenir a

infiltracdo de agua no interior do repositorio.

Normalmente, logo abaixo do repositorio, existe uma regido onde os poros do meio
ndo estdo completamente cheios de agua, e que por isso é chamada de regido nao-
saturada. A medida que se escolhem pontos situados cada vez mais abaixo da superficie
livre do terreno, e consequentemente abaixo do repositdrio, observa-se que o teor de
umidade do poro vai aumentando até chegar num local onde o poro se encontra
completamente cheio de liquido, que recebe o nome de regido saturada. E na regido

saturada que fica o aquifero.

A regido préxima ao repositério (near field) é a area escavada de um repositorio,
proxima ou em contato com 0s embalados radioativos, incluindo os materiais de
enchimento (backfill) ou selagem (sealing), e as partes do meio/rocha hospedeiros
(hosts) cujas caracteristicas sdo ou podem ser alteradas pelo repositério ou por seu
contetdo (IAEA, 2003).

A regido distante do repositorio (far field) é a geosfera localizada além da instalacdo
(IAEA, 2003). Observa-se que o0 pogo de captagdo de &gua, mostrado na
Fig. 5.1, esta situado na regido distante do repositorio, pois todo repositorio, durante o
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periodo de controle institucional, possui uma area delimitada que impede a abertura de

pogos por individuos do publico.

A biosfera representa todas as formas de vida que podem ser afetadas no caso de um

acidente com liberagdo de material radioativo para o meio ambiente.

5.2 INFILTRACAO DE AGUA NO INTERIOR DO REPOSITORIO
5.2.1 Geral

A Agéncia Internacional de Energia Atémica (IAEA, 1999, 2002) associa 3 (trés)
fases ao tempo de vida de um repositério proximo a superficie, a saber: fase pré-
operacional (periodo de estudo de localizagdo, projeto e construgdo), fase operacional
(periodo de operacédo e fechamento) e fase de pos-fechamento (qualquer atividade apds

o fechamento).

A avaliacdo do cenario de acidente de infiltracdo de agua no repositorio é realizada
para a ultima fase do repositorio, quando o mesmo se encontra no periodo de controle
institucional, que é de responsabilidade do 6rgdo licenciador. Este periodo de controle
institucional pode ser de até 300 anos, 0 que equivale a 10 meias vidas do Cs-137,

considerado como radionuclideo de referéncia.

A postulacdo deste acidente parte do principio de que, apds o fechamento do
repositério, suas barreiras de engenharia, sua estrutura de concreto e 0s proprios
embalados radioativos comecam a se degradar pelo envelhecimento e pelas agressoes

provocadas pelo meio ambiente, na regido proxima ao repositorio.

No caso aqui analisado, consideram-se que ap6s um instante de tempo, t;, na fase de
pos-fechamento do repositorio, estardo degradados suas camadas protetoras superiores,
seu teto, seu material de enchimento e os embalados radioativos, permanecendo néo-
degradados apenas a sua base e suas paredes laterais. Varios graus de degradacdo das
camadas protetoras superiores e do teto do repositorio podem ser simulados por uma

funcdo degradacdo, Fg, que é considerada no modelo.
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Com a degradacdo das camadas protetoras da cobertura e do teto do repositorio, a
agua proveniente da chuva e da propria irrigagdo da camada de solo mais externa do

repositorio podera se infiltrar no interior do mesmo.

Adicionalmente, considera-se que a presenca de fraturas, tanto no teto como no
material de enchimento (backfill) do repositorio, permitira que o liquido infiltrado possa

escoar livremente no interior da estrutura de concreto com perda de carga desprezivel.

Simultaneamente, considera-se que quando ocorrer essa infiltracdo de agua, 0s
embalados radioativos ja estardo degradados o suficiente para permitir que ocorra a
formacdo de uma mistura liquida radioativa (dgua + radionuclideos) no interior do
repositorio (fase liquida), e que seja estabelecido um equilibrio quimico entre as
concentracOes de radionuclideos nas fases solida (radionuclideo + sélidos) e liquida,
num processo conhecido como sor¢do (RANCON, 1972).

A medida que a 4gua se infiltra no repositorio, aumenta o volume de sua fase liquida
e consequentemente a pressdo em seu interior. Com este aumento de presséo, parte da
mistura liquida ir& inicialmente migrar, para 0 meio ambiente, pela base do repositorio,

através dos poros do concreto.

Se a infiltracdo de agua for grande o suficiente para provocar um aumento no nivel
de liquido no interior da estrutura de concreto, ocorrera a fuga de mistura (dgua +
radionuclideos) ndo so6 pela base do repositorio, mas também por suas paredes laterais,
através dos poros do concreto. A vazdo volumétrica de mistura através dos poros do
concreto é determinada utilizando a lei de Darcy (DARCY, 1856).

Quando o nivel de liquido no interior do repositério atingir seu valor méaximo, Hy,
ocorrera o transbordamento do mesmo. Durante o transbordamento, o liquido que sai
pelo teto do repositdrio possui uma concentracdo em atividade inferior ao que sai pela
base e pelas paredes laterais do mesmo. Isso ocorre porque o liquido que é liberado pelo
teto do repositorio fica pouco tempo no interior do mesmo, ndo atingindo a
concentracdo de equilibrio entre as fases sélida e liquida do repositorio. Esta diferenca

de concentragdo entre as vazdes volumétricas de mistura que saem pelo teto, e que saem
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pela base e paredes laterais do repositorio é levada em consideracdo na modelagem

matematica, com a utilizacdo de um fator de mistura, fn,.

5.2.2 Modelo deterministico

5.2.2.1 Determinacao da vazao volumétrica de agua que entra no repositorio

Uma representacdo esquematica da infiltracdo de agua na estrutura de concreto do

repositorio € mostrada na Fig. 5.2.

S8o mostradas nessa figura as taxas de precipitagdo pluviométrica, p, de irrigagdo

do repositdrio, i, de evapotranspiracdo, e, e da vazdo de agua tangente a camada de

solo mais externa do repositério (surface runoff), r.

Sd0 mostradas ainda, a vazdo volumétrica de agua que entra pelo teto do

repositorio, Q,, e as vazdes volumétricas de mistura que saem pela base, Q,, pelas

paredes laterais, Q5 , e pelo teto do repositorio, Q, .

Um balanco de massa nas camadas protetoras do repositorio, envolvendo as taxas

p,ir, e,e r fornece a vazdo volumetrica de agua por unidade de area de escoamento,
q,, que consegue ultrapassar as barreiras de engenharia e atingir o teto do repositorio.

Assim, de acordo com ALVES & PASSOS (1995), o parédmetro (.41 pode ser

determinado pela equacéo:

q1=;3+ir—e—r (5.1
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Qs

Regido ndo-saturada

Legenda
{.J = taxa de precipitacdo pluviométrica, [m/a];
ir = taxa de irrigagdo do repositério, [m/a];
é = taxa de evapotranspiracao, [m/a];

I' = taxa de escoamento de agua tangente a camada
de solo mais externa do repositorio (surface
runoff), [m/a];

g, = taxa de escoamento de agua que chega até o
teto do repositorio, [m/a];

Q. = vazdo de 4gua que entra no repositorio,
[m°/al;

Q. = vazéo de liquido que sai pela base do
repositério, [m*/a];

Q3 =vazdo de liquido que sai pelas paredes do
repositério, [m*/a];

Q. = vazéo de liquido que sai pelo teto do
repositorio no transbordamento (overflow),
[m°/al;

Biosfera

Aquifero (Regido saturada)

Poco

Figura 5.2 - llustracdo de um cenario de infiltracdo de 4gua no interior de um
repositério préximo a superficie

Nas Figs. 5.3 e 5.4 sdo mostradas a vista superior e a vista lateral da estrutura de

concreto do repositério. Estas figuras sdo importantes para o perfeito entendimento dos

parametros que aparecem nas equacdes que serdo desenvolvidas neste trabalho.
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Parede —> D —

lateral
\ Parede lateral

1 \4 Parede

lateral
y /
L.
A =b; x b, = area interna do teto
ou da base do repositério

b,

Parede lateral

b
l¢ - ]

|‘ 'l

Figura 5.3 - Vista superior da estrutura de concreto do repositorio

Paredes Paredes
laterais laterais
Teto

TN

z
E Base T X

b
T |A; ' ;l

|‘ Vl

Figura 5.4 - Vista lateral da estrutura de concreto do repositorio

A vazdo volumétrica de 4gua que entra no repositorio através do teto do mesmo, Q,,

foi determinada por ALVES & PASSOS (1995) como:
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Q. =0, AF,(t) (5.2)

onde:
A = &rea interna do teto do repositério, [m?];
Fa(t) = funcio degradagdo do teto do repositdrio (0 <F,(t)<1). E atribuido a esta

funcdo um valor igual a 0,10 (vide Tabela 6.1).

Substituindo-se a Eqg. (5.1) na Eq. (5.2), obtém-se:

Q, =F, () A(p+ir —e—r) (5.3)

5.2.2.2 Altura de coluna de liquido no interior do repositério
5.2.2.2.1 Geral

Na Fig. 5.5 é mostrado um corte da estrutura de concreto do repositorio mostrando a
degradacdo do teto, do material de enchimento (backfill) e dos embalados de rejeitos

radioativos.

Considera-se que tanto as paredes laterais como a base do repositorio ndo sofrem

degradacéo, para que possa ser idealizado o transbordamento do repositorio.

Conforme mencionado anteriormente, a gua entra no repositoério a uma vazdo

volumétrica Q, e imediatamente atinge a base do mesmo, uma vez que é considerado

que a resisténcia hidraulica na regido interna do repositorio € desprezivel.

Com os embalados degradados, ocorrerd a formagdo de uma fase liquida (dgua +

radionuclideo) que pode migrar, para fora do repositorio, tanto pela base como por suas

paredes laterais, com vazfes volumetricas iguais a Q, e Q, respectivamente.
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J $ 68 J‘J

Fase liquida (agua + radionuclideos) Fase solida (sélidos + radionuclideos)

L

A 4

Concreto ZT ‘
X

Figura 5.5 - Um corte da estrutura de concreto do repositério, mostrando a infiltracdo
de &gua, apds a degradacdo do teto, do material de enchimento (backfill) e

dos embalados de rejeitos radioativos

Se a vazdo volumétrica Q, for maior que a soma das vazdes Q, e Qs, ocorrerd um

aumento na altura de coluna, H, podendo chegar até ao transbordamento (overflow) do

repositério, dando origem a vazédo volumeétrica de transbordamento da fase liquida Q, .

Considerando-se um volume de controle, V., envolvendo a superficie externa da
estrutura de concreto do repositorio, obtém-se a seguinte equacgéo para o transporte de
liqguido em um meio poroso ndo-saturado (ANSI/ANS-2.17, 1980):
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0 de, oh

[H'al + 0B + d_h]'E =V.[K(h).(Vh+V2)] (5.4)
onde:
0 = conteudo de liquido no poro;
n = porosidade do meio;
o’ = coeficiente de compressibilidade modificado do meio, [m™];
B’ = coeficiente de compressibilidade modificado do liquido, [m™];
h = pressdo manomeétrica, [m];
t = tempo, [a];
K = tensor condutividade hidraulica, [m/a];
z = elevacdo, [m];
V.  =operador divergente, [m™];
\% = operador gradiente, [m™].

Se forem desprezados os efeitos de compressibilidade do meio e do liquido, entdo

a'=p'=0 (vide secdo 5.2.2.3.1). Assim, a Eq. (5.4) podera ser colocada na seguinte

forma:

% =V.[K(h).(Vh +Vz)] (5.5)

que é conhecida como equacdo de Richards (RICHARDS, 1931). Esta equacdo €
exaustivamente estudada em PACHEPSKY et al. (2003), ROSS (2006), SADEGHI et
al. (2012), NACHABE et al. (1994), CAPUTO & STEPANYANTS (2008), LEE &
ABRIOLA (1999), DAY (2014) e KAVANAGH et al. (2009).

Integrando-se a Eq. (5.5) no volume de controle, V., representativo da estrutura de

concreto do repositdrio, obtém-se:

ik

j av = j V.[K(h).(Vh + Vz)].dV (5.6)

c c
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Pelo teorema da divergéncia, observa-se que a Eq. (5.6) pode ser transformada em:

00 .
Vj S aV= j [K(h).(Vh + VZz)]*5.dS (5.7)

onde o simbolo * representa o produto interno ou escalar entre 2 vetores e S representa
um vetor unitario normal a superficie dS, localizada na fronteira do volume de controle
V.

Considerando-se que 0 seja fun¢ao apenas do tempo t (vide secdo 5.2.2.3.1), entdo a

Eq. (5.7) pode ser colocada na forma:

‘:j_?.vt = sj [K(h).(Vh + Vz)]*5.dS (5.8)

O volume total, V4, no interior do volume de controle, pode ser representado pela
expressao (ZARADNY, 1993):

V. =V,+V, +V, (5.9)

onde os simbolos Vs, V, e V, representam respectivamente o volume do solido
(skeleton), o volume do liquido e o volume de ar no poro.

Se o volume de poros é representado pelo simbolo V, entdo a porosidade, n, é
definida como (ZARADNY, 1993):

n=—"= (5.10)

Considerando-se que a porosidade, n, seja uniforme no meio, observa-se que a
Eq. (5.10) se reduz a:
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n (5.11)

onde A, e A representam respectivamente a area dos poros e area transversal do meio.

Considerando-se que abaixo do nivel H, o liquido ocupa totalmente os vazios dos
poros e desprezando o volume de liquido acima deste nivel, o volume de liquido no
interior do repositorio, Vy, é:

V, =nAH (5.12)

onde H ¢ a altura de coluna de liquido mostrada na Fig. 5.5.

De acordo com ZARADNY (1993), o contetudo de liquido no interior do poro, 6,
pode ser representado pela equacao:

0= u (5.13)

Substituindo-se as Egs. (5.12) e (5.13) na Eq. (5.8) obtém-se a seguinte equacdo:

n.A.dd—:I = [[K(h).(Vh +V2)]*5.dS (5.14)

O termo no membro direito da Eq. (5.14) representa o balanco entre a vazéo
volumétrica de agua que entra no repositdrio e as vazfes volumétricas da fase liquida
(dgua + radionuclideos) que saem do mesmo, obedecendo a lei de Darcy para meios
porosos (DARCY, 1856).

Entretanto, ao se utilizar a hipotese de ocorréncia de fraturas no teto e no material de
enchimento do repositorio, observa-se que estas regides ndo obedecem a lei de Darcy

para meios porosos. Assim, a Eq. (5.14) deve ser modificada.
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Por ndo ter sido considerada a presenca de fraturas nem na base e nem nas paredes
laterais do repositério, 0 escoamento de liquido nestas regides continua obedecendo a

referida lei de Darcy e a Eq. (5.14) pode ser substituida pela seguinte equacao:

n.A.CL—:I = Q.+ [[K(h).(Vh +V2)]*5ds (5.15)

onde Q, é a vazdo volumétrica de &4gua que entra pelo teto do repositorio e S
representa as fronteiras da estrutura de concreto do repositorio com excecdo do teto do

mesmo.

Para o sistema de coordenadas ilustrado na Fig. 5.5, observa-se que a vazdo de

Darcy em meios porosos, V , pode ser representada como:
V =[K(h).(Vh +V2)] (5.16)

E importante observar que quando a Eq. (5.16) é aplicada a base e as paredes
laterais do repositorio (vide Fig. 5.5), 0 termo Vh (considera-se que a pressdo externa
ao repositorio é igual a pressdo atmosférica) é negativo e 0 termo Vz é negativo ou
nulo, fazendo com que V seja também negativo. Este resultado esta coerente com o

sistema de coordenadas utilizado na Fig. 5.5. Assim, substituindo-se a Eq. (5.16) na Eq.
(5.15), obtém-se:

dH  * (o un
A= =Qut [V*sds (5.17)

Observa-se, com o auxilio da Fig. 5.5, que o escoamento de mistura pela base do

repositorio é descendente enquanto o “eixo z” tem sentido ascendente. Devido a este

fato observa-se que Vz = — k.

Assim, considerando o tensor K isotrépico, a Eq. (5.16) pode ser colocada na seguinte

forma aberta:
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. oh, - h. - oh . -
V= [KX.(&).I+Ky.(@).j+KZ.(E-1).k] (5.18)

Trabalhando com as equacdes de Navier-Stokes (BIRD et al., 1960) e com a lei de
Darcy para meios porosos (DARCY, 1856), ALVES & PASSOS (1994, 1995)

oh oh 'y oh H )
mostraram que para o presente caso, — =-—=—-=> € —=——, onde L e E sdo as
ox oy L o6z E

espessuras das paredes laterais e da base do repositorio, respectivamente. Substituindo-
se estas relagcdes na Eq.(5.18) observa-se que, para o caso em analise, 0 vetor vazdo de

Darcy em meios porosos pode ser representado como:
V:—[KX.(%).7+Ky.(%).]+KZ.(E+1).R] (5.19)

Substituindo-se a Eq. (5.19) na Eq. (5.17) obtém-se a seguinte equacéo:

n.A.%—T = (’gl—{sjs [KZ.(E +1)Kk]*5.dS +Sjp [KX.(%).T + Ky.(%),]]*&dS} (5.20)

onde os simbolos S¢* e S¢® representam as superficies das paredes laterais e da base do

repositério, respectivamente.

Deve-se observar que o0 segundo e o terceiro termos no membro direito da Eg. (5.20)

representam, respectivamente, as vazdes volumétricas da fase liquida que saem através

da base, Q,, e das paredes laterais do repositorio, Q,. Ou seja,

Q. = [ [K, (2 +DKI*sds (5.21)

Q, = f [KX.(%).T + Ky.(%).]]*&dS} (5.22)
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5.2.2.2.2 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

Substituindo-se as Egs. (5.21) e (5.22) na Eqg. (5.20), obtém-se:

dH 1 - - -

EZE[QF(Qﬁ Qs)] (5.23)
As integrais das Egs. (5.21) e (5.22) foram resolvidas por ALVES & PASSOS

(1994), substituindo-se as componentes da condutividade hidraulica Ky, Ky e K, pela

condutividade hidraulica do concreto, K, que € considerada constante.
Desta forma, foram obtidas as seguintes equacdes (ALVES & PASSOS, 1994):

. H+E
Q= KA

) (5.24)

onde E e A representam, respectivamente, a espessura e a area interna da base do

repositorio, enquanto H e K. ja foram definidos anteriormente (vide Figs. 5.3 e 5.4), e

. H

Qs =K. ()b, +b,) (5.25)

L

onde by e by, representam, respectivamente, a largura e o comprimento da base do

repositério, enquanto L representa a espessura das paredes do mesmo.
Substituindo-se as Egs. (5.3), (5.24) e (5.25) na Eq. (5.23), obtém-se:

CL—T+a.H2 +bH+c(t)=0 (5.26)

onde:

a4 K..(b; +b,) .
n.A.L

86



b= K, ;
n.E

o(t) = %[Kc SR .(p+ i —e— 1)

A Eq. (5.26) é uma equacdo diferencial ndo-linear de primeira ordem e de primeiro
grau, denominada equacéo de Riccati (KREIDER et al., 1972).

5.2.2.2.3 Quando ocorre o transhordamento do repositério

Observa-se que a altura de coluna de liquido no interior do repositdrio, H, atinge seu
valor maximo H; (vide Fig. 5.4) e a vazdo volumétrica de transbordamento de mistura

pelo teto do repositério é determinada pela equacéo:

Q, =f,.[0,-(Q,+Qs)] (5.27)

onde fn, (0<f_ <1) e o fator de mistura que leva em consideracéo que a fase liquida

que sai pelo teto do repositorio possui um valor de concentragdo em atividade menor do
que a que sai pela base e pelas paredes laterais do mesmo. E utilizado

conservadoramente um valor igual a 1 para este fator (vide Tabela 6.1).
5.2.2.3 Massa de radionuclideo na fase liquida no repositério
5.2.2.3.1 Geral
A concentragdo em massa de radionuclideos na fase liquida (dgua +
radionuclideo), no interior do repositério, C, é representada pela seguinte equacao

(COGHO & BOTA, 1984):

OR, .% ~V.,(0.DVC)+V,(V.C)+ [Rd.‘;—e + a'.e.Rd% +AOR,1C=0  (5.28)

87



onde:

C = concentracdo em massa de radionuclideo na fase liquida (agua +
radionuclideo), [kg/m?];

C: = concentracdo em massa de radionuclideo na fase liquida, [mg/m?];

D = tensor coeficiente de dispersdo do radionuclideo no meio, [m?/a];

h = pressao manomeétrica, [m];

Kq = coeficiente de distribuicéo = g—ll [m3/kg];

n = porosidade;

Ry = coeficiente de retardo = (1+ P ':d );

S1 = razdo entre a massa de radionuclideo e a massa da fase solida, [mg/kg];

t = tempo, [a];

Vv = vetor velocidade superficial da fase liquida, [m/a];

z = elevacdo, [m];

o’ = coeficiente de compressibilidade modificado do meio, [m™];

A = constante de decaimento radioativo do radionuclideo, [a™];

p = massa especifica do meio poroso (sélido + liquido), [kg/m’];

0 = conteddo volumétrico de liquido no poro;

V.  =operador divergente, [m™];

\% = operador gradiente, [m™].

A Eqg. (5.28) pode ser colocada na seguinte forma:

[OR, .% + Rd%.q ~V.(0DVC)+V.(V.C) + [oc.e.Rd% +10.R,].C=0(5.29)

que € equivalente a:

Rd.%—v,(eﬁﬁq +V,(V.C) +[oc'.9.Rd.2—T+ AHR,]C=0 (5.30)

Desprezando-se a compressibilidade do solido e a variacéo espacial da concentragdo

no interior do repositorio, a Eq. (5.30) assume a seguinte forma reduzida:
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R, .% =—CV,(V)-10R,C (5.31)

Os efeitos da compressibilidade do meio sdo levados em consideracdo normalmente
nos estudos de drenagem de solos, onde a retirada do liquido contido no poro pode

provocar a deformacao do meio poroso por compressao.

A compressdo de um solo pode ser provocada por compressdo de sua fase sélida,
compressdo de sua fase fluida e drenagem da fase fluida que preenche os vazios. A
expansdo ocorre de maneira inversa, ou seja, pela expansao das fases solida e fluida, e

pelo preenchimento dos vazios do meio por um fluido.

No caso da infiltracdo de agua em repositorios de rejeitos radioativos, 0 poro que
estava inicialmente vazio pode ser preenchido com liquido. Como a altura de coluna de
liqguido mé&xima no interior do repositorio de Abadia de Goias é igual 4,38 m, observa-
se que a pressdo no poro € muito baixa para provocar uma expansao significativa.
Assim, os efeitos da compressibilidade e expansibilidade do meio podem ser

desprezados no interior do repositério de Abadia de Goias.

Admite-se neste trabalho (vide se¢do 5.2.1) que a infiltracdo de agua no interior do
repositério s6 ocorre ap6s a degradacdo completa do seu material de enchimento e dos
embalados radioativos depositados em seu interior. Adicionalmente, considera-se nesta
mesma secdo que a resisténcia hidraulica é desprezivel no interior do repositorio, apds a
sua degradacdo. Assim, ndo existem argumentos que justifiguem a consideracdo da
dependéncia espacial da concentracdo em atividade no interior do repositorio.

De maneira similar a apresentada anteriormente na secdo 5.2.2.2.1, integrando-se a
Eqg. (5.31) no volume de controle, V., representativo da estrutura de concreto do

repositorio, obtém-se:

IR, W -~ JCV.(DV - [1OR,CaV (5.32)

Pelo teorema da divergéncia, observa-se que a Eq. (5.32) pode ser escrita na forma:
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IRy W -~ JC(D*Sd5- [1OR,CaV (5.33)

Na Eq. (5.33), observa-se que é mais facil trabalhar com a massa de radionuclideos
na fase liquida, M, do que com a concentracdo em massa de radionculideos nesta fase,

C, pois a mesma esta multiplicada pelo parametro 6 que também ¢ fun¢do do tempo.

A concentracdo C é definida pela equacéo:

C=—™ (5.34)

Das Eqgs. (5.13) e (5.34) observa-se que o produto de 0 por C pode ser representado

como:

0.C = Mu (5.35)

Substituindo-se as Egs. (5.34) e (5.35) na Eq. (5.33) obtém-se:

[ (S M)

AR
[ (S
v V. dt

ARaMuy (5.36)

Ve t

M
AV = —(—").[V*5.dS -
SV )SIC

w

Dos parametros que aparecem na Eq. (5.36), considera-se que apenas a massa de

radionuclideos na fase liquida, My, e 0 vetor velocidade desta fase, V, sdo funcdes do
tempo. Os demais parametros ndo sdo funcdo do tempo e nem do espaco. Desta

maneira, a Eq. (5.36) pode ser colocada na seguinte forma:

Moy _ L
dt V, R,

w

).[V*3.dSIM,, (5.37)

Substituindo-se a Eq. (5.12) na Eq. (5.37) obtém-se a seguinte equacao:
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dM 1
W — _[A+(————).[V*5.dS].M 5.38
dt [ (n.A.Rd.H)s{ M., (5:39)

A integral que aparece na Eq. (5.38) representa a soma das vazdes volumétricas da

fase liquida (dgua + radionuclideos) que saem do repositdrio.

5.2.2.3.2 Massa de radionuclideo no instante da falha do repositorio

Se o repositorio falha no instante de tempo t, , entdo no intervalo 0 <t <t, a vazédo

volumeétrica da fase liquida que sai do repositorio é nula. Assim, a Eq. (5.38) se resume

a
M., =-AM,, (5.39)
dt
A solucdo da equacdo diferencial (5.39) é imediata e pode ser representada pela
equacéo:

M, (t;)=M,, e"" (5.40)

onde M,, é a massa inicial de um determinado radionuclideo na fase liquida no
repositério no instante t = 0, e M,, a massa total do radionuclideo no repositdrio

(incluindo fase sélida e fase liquida) também em t = 0, valor este que é conhecido.

Entdo, M,,, pode ser determinado utilizando-se a equagéo;
M,, = —2 (5.41)

Substituindo-se a Eq. (5.41) na Eq. (5.40), obtém-se a seguinte equacao:

M
M, (t,)=—2e ™t (5.42)
Rd
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5.2.2.3.3 Massa de radionuclideo apds a falha do repositorio

5.2.2.3.3.1 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A fase liquida deixa o repositorio apenas pela base e pelas paredes laterais do

mesmo, com vaz0es iguais a Q, e Q,, respectivamente. Assim, a Eq. (5.38) pode ser

colocada na forma:

erw __ é2+é3
" [M(—n.A.Rd.H)]'M“” (5.43)

5.2.2.3.3.2 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A altura de coluna de liquido no interior do repositério, H, atinge seu valor maximo

H, e a vazdo volumétrica de liquido que sai pelo teto do repositério, Q,, é diferente de

0 (zero). Assim, a Eq. (5.38) assume a seguinte forma:

My, Q+Qu+Q,
a R,NAH, Mo (44)

5.2.2.4 Concentracdo em atividade na fase liquida no repositério apés a falha do

mesmo
5.2.2.4.1 Geral

A concentracdo em massa de radionuclideo na fase liquida no repositorio, Cg, €
definida pela Eq. (5.34).

Entretanto, para se obter a concentracdo em atividade de radionuclideo, deve-se
utilizar a seguinte equacéo, apresentada por ALVES & PASSOS (1995):
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A, M,
Cr = (M—O)-(V—) (5.45)

w

onde:

Ao = Atividade inicial de um determinado radionuclideo no interior do repositério no
instante t = 0, [Bq];

Mo = Massa total inicial de um determinado radionuclideo no interior do repositorio no
instante t = 0, [kg].

5.2.2.4.2 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositério

Substituindo-se a Eq. (5.12) na Eq. (5.45), pode-se calcular a concentracdo em
atividade de radionuclideo na fase liquida no repositério, antes do transbordamento do

mesmo, pela equagao:

A, , M,
Cr = (M—O)-(m) (5.46)

E importante frisar que a massa My, na Eq. (5.46) tem que ser calculada com o
auxilio da Eq. (5.43).

5.2.2.4.3 Quando ocorre o transhordamento do repositorio

A altura de coluna de liquido no interior do repositério, H, atinge seu valor maximo,
H, e a concentracdo em atividade de radionuclideo na fase liquida no repositério pode

ser determinada pela equacao:
A M
Cp = (M—O)-(—“”) (5.47)

o NAH,

A massa My, na Eq. (5.47), é calculada utilizando-se a Eq. (5.44).
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5.2.2.5 Taxa de liberacdo em atividade do repositorio para o meio ambiente
5.2.2.5.1 Geral

A taxa de liberacdo em atividade de radionuclideo do repositério para 0 meio

ambiente, A, pode ser determinada pela seguinte equacao:

A=Cr3Q, (5.48)

onde Q; representa as vazdes volumétricas da fase liquida que saem do repositorio.

5.2.2.5.2 Situacdo em gue ndo ocorre o0 transbordamento do repositério

Observa-se que Zéi = é2+ (.)3 e a Eq. (5.48) assume a seguinte forma:
A=C..(Q,+Q3) (5.49)

5.2.2.5.3 Quando ocorre o transbordamento do repositoério

Observa-se que Z(:)i = éz+ é3+ (.24 e a Eq. (5.48) assume a seguinte forma:

A=Cpo.(Q,+Q,+Q,) (5.50)

Substituindo-se a Eq. (5.27) na Eg. (5.50), obtém-se:

A=Cp [1-,).(Q,+Qy) +,.Qu] (5.51)
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5.2.2.6 Concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero

5.2.2.6.1 Geral

Observa-se, com o auxilio da Fig. 5.2, que o material radioativo liberado de um
repositorio proximo a superficie, durante um cenario de acidente com infiltragdo de
agua em seu interior, migrara primeiramente para uma regido nao-saturada localizada
logo abaixo do repositdrio, e posteriormente atingira o aquifero em um ou mais pontos

de descarga.

Considerando-se a presenca de apenas um ponto de descarga, observa-se que a
concentracdo em atividade de radionuclideo neste local do aquifero, Cp, pode ser

determinada pela seguinte equacdo (NUCLEN, 1996):

C, - (5.52)

onde A. e Q, representam respectivamente a taxa de descarga em atividade no

aquifero e a vazdo volumétrica média de 4gua no aquifero.

A vazdo volumétrica média de agua no aquifero pode ser determinada pela equacédo
(NUCLEN, 1996):

Q, =b,H,v (5.53)

onde by, H, € v, representam a largura, a altura e a velocidade da 4gua no aquifero.
Substituindo-se a Eq. (5.53) na Eq. (5.52), obtém-se:

As

Co=—"—
° b,H,.v,

(5.54)
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Sob um ponto de vista conservador, pode-se desprezar a influéncia da regido ndo-
saturada na migracdo dos radionuclideos entre o repositério e o aquifero. Assim, a taxa

de descarga em atividade no aquifero, Aa, € igual & que sai do repositorio, A .

5.2.2.6.2 Situacdo em que ndo ocorre o transbhordamento do repositorio

A concentragdo em atividade no ponto de descarga no aquifero pode ser
determinada substituindo-se a Eq. (5.49) na Eq. (5.54). Assim:

— CR'((.?2+(.?3) (555)

C
°  b,H,uv,

5.2.2.6.3 Quando ocorre o transhordamento do repositorio

A concentragdo em atividade no ponto de descarga no aquifero pode ser
determinada substituindo-se a Eq. (5.51) na Eq. (5.54). Assim:

_ Col1-£,)(Qu+Q3) +,.Q.]

C
P b, H,.v,

(5.56)

5.2.2.7 Concentracdo em atividade ao longo do aquifero
Se forem desprezadas as variaces com o tempo do conteldo de mistura, 6, e da
altura manométrica, h, na Eq. (5.28), entdo esta pode ser utilizada para o aquifero na

seguinte forma:

e.Rda.%—v,(e.BﬁC) +V,(V,C)+A0R,.C=0 (5.57)
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Obviamente que todos os termos na Eq. (5.57) se referem ao aquifero, porém para se
evitar a criacdo exagerada de simbolos, resolveu-se fazer distingdo apenas na velocidade

da &gua e no coeficiente de retardo, no aquifero.

Dividindo-se ambos os lados da Eq. (5.57) pelo termo 0.R, e passando alguns

termos para 0 membro direito da mesma, obtém-se:

oC _V.(DvC) V.(v,0)
ot OR,, OR,,

Y (5.58)

Como o aquifero é uma regido saturada, entdo 6 ndo é funcdo do tempo e nem do

espaco, e a Eq. (5.58) pode ser colocada na forma:

oC V.(DVC) V,(V,C)
at Rda e'Rda

Y (5.59)

Em uma regido saturada o contetido de liquido no poro 6 é igual a porosidade do

meio n. Assim, substituindo-se a porosidade do aquifero, n,, na Eq. (5.59) obtém-se:

oC V.(DVC) V.[(¥,/n,)C]
at Rda Rda

e (5.60)

O vetor Vv, representa a velocidade superficial da agua no aquifero, sendo

determinado pela Lei de Darcy, como mostrado na Eg. (5.16). Um valor médio da
velocidade superficial da dgua no aquifero é obtido dividindo-se a vazdo volumétrica
média de agua no aquifero pela area de sua secdo transversal média. E importante
observar que a velocidade superficial é determinada considerando-se a area total (area

de vazios + area de solo) da secdo transversal do aquifero.

De acordo com ALVES & PASSOS (2003), o vetor velocidade da 4gua no poro do

aquifero, v__, é determinado pela expressao:

pa’
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v, =2 (5.61)
na
Substituindo-se a Eq. (5.61) na Eq. (5.60), obtém-se:
DVC) V.[V,.C
oC _V.(DVC) V.Iv,, €l L (5.62)

at Rda Rda

O simbolo D se refere a dispersdo no poro do aquifero e, por isso, € melhor

substitui-lo na Eq. (5.62) pelo simbolo f)pa , obtendo-se a seguinte equacao:

oC V.(D,VC) V.[V,Cl
ot Rda Rda

AC (5.63)

O tensor coeficiente de dispersdo no poro D, € determinado pela expressao:

D, =—*%, (5.64)

onde D, é o tensor coeficiente de difusdo do radionuclideo na agua.

Considerando-se que 0 meio poroso seja unidimensional (direcdo x) e que D, e

Vv, sejam constantes, entao a Eq. (5.62) pode ser colocada na forma:

oc, D, o*C, Vv, oC,
=(=>). —(=). -AC 5.65
ot (Rda) ox? (Rda) X " (5.65)
7 ~ == e ~ Dp
onde Ca € a concentragdo em atividade no aquifero, e as razbes D, = R =~ e
da
v, i . ) y )
v, =—— representam respectivamente o coeficiente de dispersdo e a velocidade do

da
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radionuclideo no poro. Substituindo-se estas relacfes na Eq. (5.65), obtém-se a seguinte

equacéo:

0Ch_p 0°Ca_, €,

. V... 5.66
ot rx 8X2 X OX ( )

Quando a Eqg. (5.66) estd sujeita as seguintes condi¢cBes de valor inicial e de

contorno, respectivamente,
C,.(0,00=0, C,(0t)=C, e Cu(ot)=0 (5.67)

obtém-se a seguinte solucdo analitica (SCHWARZER, 1972; ALVES & PASSOS,
2003):

A"t

s = (05) Co EXPI( 2 Vix ) ] Exp[-B" x]erfo[—]+
2D, D, .t
) (5.68)
(05)Co Bl Vix ) X].Exp[B" ], erfo[ X+A L,
2D, 2./D,

onde:

A" = (v, )?+41D,,

. fx \2 A
B =\/(2_VD 7+ (55)

r'x

erfc = fungéo erro complementar.
Esta secdo (secdo 5.2.2) fornece o embasamento tedrico necessario para o

desenvolvimento dos modelos matematicos deterministicos 1 e 2, apresentados nos

Apéndices A e B, respectivamente.
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5.2.3 Modelo estocastico

5.2.3.1 Geral

Conforme mostrado na Eq. (5.3) a vazdo volumétrica de agua que entra no

repositorio durante o acidente, Q,, é funcdo da taxa de precipitacdo pluviométrica do

local do repositério, p . Mesmo se for conhecido o comportamento deste parametro para
um periodo longo de tempo (periodo de varios anos), ndo se pode dizer com precisao
qual sera o valor desta taxa amanha ou daqui a alguns anos. Isto ocorre porque a taxa de
precipitagdo pluviométrica em um determinado local ou regido é um processo

estocastico.

Desta maneira, se justifica a utilizacdo do modelo estocéstico na analise de
seguranca de um repositério de rejeitos radioativos.
5.2.3.2 Taxa de precipitacdo pluviométrica

Quando a taxa de precipitacdo pluviométrica € considerada um processo estocastico

(LEE et al., 2001), ela pode ser representada pela seguinte equacao:

p=p,+e (5.69)
onde:
;.)m = taxa de precipitacdao pluviométrica media, [m/a];
€ = ruido branco gaussiano, [m/a].

5.2.3.3 Vazéo volumétrica de agua que entra no repositorio

A vazdo volumétrica de adgua que entra no repositorio pode ser determinada pela

equacao obtida pela substituicdo da Eq. (5.69) na Eg. (5.3), ou seja:
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Q, =F, () A(p,, +ir—e—1)+F, () Ag (5.70)

A Fig. 5.6 mostra as equacdes de Q, para os modelos deterministicos e estocasticos.

A expressao de Q1 indica o tipo de modelo
matematico utilizado

A 4 A 4

Modelo Modelo
Deterministico Estocéastico
\ 4 \4
Q,=F, Al(p+ir—e-r)] Q. =F, Allp,+¢&)+ir—e-n)]

Figura 5.6 — Equacdes de Q para 0 modelo deterministico e para o estocéstico

5.2.3.4 Altura de coluna de liquido no interior do repositério

5.2.3.4.1 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

Substituindo-se as Egs. (5.24), (5.25) e (5.70) na Eqg. (5.23) obtém-se:
Oll—|;|+a.H2 +b.H+c(t)—(Fd—(t)).8=O (5.71)
n

onde:

() = %{KC CE Oy + ir —e— D]

Substituindo-se a expressdo ¢ = d;/l/t na Eq. (5.71) e utilizando-se a simbologia do

calculo estocastico (OKSENDAL, 2000), com H = X;, obtém-se:
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F, (1)

dX, =—[a.X 2 +b.X, +c(t)].dt +(
n

)dW, (5.72)

que € sujeita a condigdo de valor inicial X, =H(t;).

Neste momento é importante observar que:

e A Eqg. (5.72) é uma equagdo diferencial estocéstica ndo-linear de Ito com

a(t,X,)=-[aX.”+bX, +c(t)] e b(t,X,) = Fdn(t) :

e Conforme mencionado anteriormente, embora o ruido branco gaussiano seja

« dw X 2 .
representado pela expresséo € = dtt , ela ndo é correta sob o ponto de vista

matematico de derivada, pois a trajetoria (path) do processo de Wiener é
formada por pontos onde as inclinagcdes das tangentes a esquerda e a direita
sdo diferentes (MISTURINI, 2010). Porém, esta inconsisténcia ndo interfere
na solucdo das equacdes diferenciais estocasticas, pois esta ndo se baseia no
conceito de derivada e sim no conceito de integrais estocasticas, que sdo

muito bem elaboradas matematicamente.

5.2.3.4.2 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A média da altura de coluna de liquido em seu interior atinge o valor maximo H; e a
Eq. (5.72) se reduz a:

dX, = (Fdrft)).dwt (5.73)

com a condicao de valor inicial X, =H

re
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5.2.3.5 Massa de radionuclideo na fase liquida no repositorio

5.2.3.5.1 Geral

A solucédo da Eq. (5.72) é um processo estocéstico H que pode ser representado pela

seguinte equacgéo:

H=H+AH (5.74)
onde:
H = parte deterministica, [m];
AH = parte estocastica, [m].

5.2.3.5.2 Massa de radionuclideo no instante da falha do repositério

A massa de radionuclideo no instante da falha do repositério é determinada pela
Eq. (5.42).

5.2.3.5.3 Massa de radionuclideo apdés a falha do repositério

A massa de radionuclideo, apds a falha do repositério e quando ndo ocorre o
transbordamento do mesmo, é determinada com o auxilio da Eq. (5.43). Quando ocorrer

o transbordamento do repositério, deve-se utilizar a Eq. (5.44) para esta finalidade.

Entretanto, é importante observar que, na modelagem estocastica, a altura de coluna
H que aparece nesta equacdo deve ser determinada pela Eqg. (5.72) antes do
transbordamento do repositorio e pela Eq. (5.73), em caso contrario. Esta observacao se

aplica aos itens de 5.2.3.6 2 5.2.3.9.
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5.2.3.6 Concentracdo em atividade na fase liquida no repositdrio apos a falha do

mesmo

A concentracdo em atividade na fase liquida no repositorio pode ser determinada
utilizando-se as Egs. (5.46) e (5.47) para as situagdes de ndo-transbordamento e

transbordamento do repositorio, respectivamente. Entretanto, é importante observar que
no transhordamento, deve-se utilizar a expressio H=H, na Eq. (5.74), onde H, ¢ a

altura interna do repositorio.

5.2.3.7 Taxa de liberacdo em atividade do repositério para o meio ambiente

A taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente é determinada
com o auxilio das Egs. (5.49) e (5.51) para as situacbes de transbordamento e néo-

transbordamento do repositorio, respectivamente.
5.2.3.8 Concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero

A concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero pode ser
determinada com o auxilio das Egs. (5.55) e (5.56), para as situacGes de
transbordamento e ndo-transbordamento do repositdrio, respectivamente.
5.2.3.9 Concentracdo em atividade ao longo do aquifero

A concentracdo em atividade ao longo do aquifero é determinada no modelo
estocastico com a utilizacdo da Eq. (5.68). Entretanto, é importante frisar que o valor de
Cp, utilizado nesta equacéo, é determinado pela via estocastica no item 5.2.3.8.

A secdo 5.2.3 fornece o embasamento tedrico necessario para o desenvolvimento

dos modelos matematicos estocasticos 1 e 2, mostrados nos Apéndices D e E,

respectivamente.
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6. APRESENTACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

6.1 GERAL

Os modelos matematicos aqui desenvolvidos sdo apropriados para a determinacao

dos seguintes paramaetros:

e Altura de coluna de liquido (agua + radionuclideos) no interior do

repositorio, H;

e Concentracao em atividade em seu interior, Cg;

e Taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A ;

e Concentracdo em atividade no ponto de descarga em atividade no aquifero,

Cp;

e Concentracao em atividade ao longo do aquifero, Ca.

6.2 DADOS UTILIZADOS

Quando ndo houver men¢do em contrario, aqui estardo sendo utilizados os dados do

repositério de Abadia de Goias (NUCLEN, 1996), constantes da Tabela 6.1.

Tabela 6.1 - Valores dos parametros utilizados neste trabalho (NUCLEN, 1996)

Parametro Simbolo | Unidade Valor
Altura de coluna de liquido no interior do H(t;) [m] 1040
repositério no instante da falha do mesmo
Altura do aquifero Ha [m] 28
Area do teto ou da base do repositorio A [m? | 1,1760x10°
Atividade inicial no interior do repositério Ao [Bq] | 4,5800x10%

(*) — Tem que ser um valor pequeno, porém, diferente de O para que a concentragdo em massa ou
atividade possa ser definida em t = 0. Este valor inicial tem pouca influéncia no valor de H(t)
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Tabela 6.1 (Cont.) - Valores dos parametros utilizados neste trabalho (NUCLEN,

1996)
Parametro Simbolo | Unidade Valor
Altura interna do repositorio H, [m] 4,3800
Coeficiente de difusdo do radionuclideo na agua Da [m?/a] 0,1419
Coeficiente de distribuicdo no aquifero Kda [m3/kg] 0,4300
Coeficiente de distribui¢do no interior do repositorio Kq [m3/kg] 0,4630
Comprimento da base do repositorio b, [m] 19,6000
Condutividade hidraulica do concreto K [m/a] 3,1500x10™
Constante de decaimento radioativo do *¥'Cs A [a'] | 2,3100x107
Distancia entre 0 pogo e o repositdrio X [m] 0,5000
Espessura da base do repositério E [m] 0,2000
Espessura das paredes laterais do repositério L [m] 0,2000
Fator de mistura fn | - 1,0000
Funcdo degradacao do teto do repositério Fg | - 0,1000
Largura da base do repositério by [m] 60
Massa inicial de radionuclideo no repositorio Mo [ka] 1,4250x107
Massa especifica do liquido no repositorio oI [kg/m®] 10°
Massa especifica do solido no repositdrio Ps [kg/m®] | 2,8100x10°
Massa especifica do aquifero Pa [kg/m®] | 1,7150x10°
Porosidade da regido interna do repositorio n | ---- 0,1000
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Tabela 6.1 (Cont.) - Valores dos parametros utilizados neste trabalho (NUCLEN,

1996)
Parametro Simbolo | Unidade Valor
Porosidade do aquifero Na | --—- 0,4700
Taxa de evapotranspiracdo da capa do repositorio é [m/a] 1,4570
Taxa de irrigacdo do repositorio | [m/a] 0
Taxa de precipitacdo pluviométrica média p [m/a] 1,5920
Instante em que se inicia a falha do repositorio t [a] 0
Vazdo de agua tangente a superficie externa da capa ; [m/a] 0
do repositorio (surface runoff)
Velocidade da &gua no aquifero Va [m/a] 14,6000

6.3 MODELOS MATEMATICOS DETERMINISTICOS

6.3.1 Geral

Solugbes analiticas para os modelos deterministicos 1 e 2 apresentados nos
Apéndices A e B foram introduzidas nos programas de computador correspondentes

REPDA1 e REPDA2, em linguagem FORTRAN 99 (vide Fig. 2.3).

As denominagdes desses programas sdo oriundas das palavras chaves: “Repositdrio
— Deterministico — Analitico”, com a numeracdo indicando se o programa contém o
modelo deterministico 1 ou 2. E importante relembrar que nos modelos matematicos do
tipo 1 sdo considerados vazamentos de material radioativo apenas pela base e teto (em
caso de transbordamento) do repositorio. J& nos modelos do tipo 2, além desses
vazamentos, é considerada também a fuga de material radioativo pelas paredes laterais

do repositorio.

Paralelamente aos programas REPDA1 e REPDA2, foram desenvolvidos, tambem
em linguagem FORTRAN 99, os programas REPDN1 e REPDN2, cujas equagOes
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diferenciais dos modelos deterministicos 1 e 2, sdo resolvidas numericamente pelo
método de Runge-Kutta de 42 ordem. As denomina¢des REPDN1 e REPDN2 se
originaram das palavras chaves: “Repositorio — Deterministico — Numérico”, com a

numeracdo indicando o tipo de vazamento que é considerado no modelo.

Um resumo das aplicagbes dos programas de computador, com modelagem

deterministica, é apresentado na Tabela 6.2.

Tabela 6.2 - Programas de computador desenvolvidos para os modelos deterministicos
le2

Tipo de solucéo
Modelos Deterministicos

Analitica Numérica
1 REPDA1 REPDN1
2 REPDA2 REPDNZ2

6.3.2 Resultados obtidos com 0s modelos deterministicos 1 e 2

6.3.2.1 Geral

Os programas REPDA1 e REPDN1, contendo respectivamente as solugdes analitica
(vide Apéndice A) e numérica (método de Runge-Kutta de 4% ordem) do modelo
deterministico 1, foram executados com os dados da Tabela 6.1, e os resultados sdo

apresentados nas Tabelas 6.3 e 6.4.
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Tabela 6.3 — Valores obtidos com o programa de computador REPDA1

Tempo H Cr A Co Ca
[a] [m] [Bg/m’] [Ba/a] [Bg/m’] [Bg/m’]

(x=0,5m)

0 10™ 3,3258x10" | 1,2326x10™ | 5,0253x10° 0

1 1,3092x10™" | 2,4823x10° | 1,5215x10% | 6,2030x10° 0

2 2,5969x10™" | 1,2228x10° | 1,0412x10° | 4,2448x10° 0
3 3,8645x10™" | 8,0297x10" | 8,7219x10" | 3,5559x10° | 2,4007x10™
4 5,1122x10" | 5,9312x10" | 7,8133x10’ | 3,1855x10% | 1,6672x10”
5 6,3405x10™" | 4,6730x10" | 7,2190x10" | 2,9432x10% | 3,7435x10™
10 1,2200 2,1637x10" | 5,6908x10” | 2,3201x10° | 1,5163x10?
20 2,2621 9,2621x10° | 4,2238x10" | 1,7220x10% | 1,2494x10°
30 3,1524 5,2754x10° | 3,2757x10" | 1,3355x10% | 9,8174x10°
40 3,9129 3,3734x10° | 2,5698x10" | 1,0477x10° | 7,7018x10°
50 4,3800 2,3920x10° | 3,7976x10" | 1,5483x10% | 1,1382x10°
60 4,3800 1,8986x10° | 3,0142x10" | 1,2289x10% | 9,0338x10°
70 4,3800 1,5070x10° | 2,3924x10" | 9,7539x10% | 7,1702x10°
80 4,3800 1,1961x10° | 1,8989x10’ | 7,7418x10% | 5,6911x10°
90 4,3800 9,4936x10° | 1,5072x10" | 6,1448x10% | 4,5171x10°
100 4,3800 7,5353x10° | 1,1963x10 | 4,8773x10% | 3,5854x10°
150 4,3800 2,3737x10° | 3,7685x10° | 1,5364x10% | 1,1294x10°
200 4,3800 7,4776x10% | 1,1871x10° | 4,8400x10* | 3,5580x10"
250 4,3800 2,3556x10% | 3,7397x10° | 1,5247x10 | 1,1208x10"

300 4,3800 7,4204x10° | 1,1781x10° 4,8030 3,5308
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Tabela 6.4 — Valores obtidos com o programa de computador REPDN1

Tempo H Cr A Co Ca
3 3 3
[a] [m] [Ba/m] [Ba/a] [Ba/m°] [Ba/m]
(x=0,5m)
0 10 3,3258x10" | 1,2326x10% | 5,0253x10° 0
1 1,3092x107 | 2,4824x10° | 1,5215x10® | 6,2031x10° 0
2 2,5069x107 | 1,2228x10% | 1,0412x10% | 4,2449x10° 0
3 3,8645x10" | 8,0298x107 | 8,7221x10" | 3,5560x10° | 2,4007x10"
4 5,1122x107" | 5,9313x10" | 7,8134x10" | 3,1855x10% | 1,6672x10”
5 6,3405x10 | 4,6730x10° | 7,2191x10° | 2,9432x10% | 3,7435x10™
10 1,2200 2.1637x10" | 5,6909x10" | 2,3201x10° | 1,5163x10?
20 22621 0,2622x10° | 4,2239x107 | 1,7221x10° | 1,2494x10°
30 3,1524 5,2755x10° | 3,2757x10" | 1,3355x10° | 9,8174x10?
40 3,9129 3,3734x10° | 2,5699x10° | 1,0477x10° | 7,7018x10?
50 4,3800 2,3920x10° | 3,7976x10" | 1,5483x10° | 1,1382x10°
60 4,3800 1,8986x10° | 3,0142x10° | 1,2289x10° | 9,0338x10°
70 4,3800 1,5070x10° | 2,3924x10° | 9,7539x10° | 7,1702x10°
80 4,3800 1,1961x10° | 1,8989x10° | 7,7419x10° | 5,6912x10°
90 4,3800 0,4937x10° | 1,5072x10" | 6,1449x10° | 4,5172x10?
100 4,3800 7.5353x10° | 1,1963x10" | 4,8773x10° | 3,5854x10°
150 4,3800 2,3737x10° | 3,7685x10° | 1,5364x10° | 1,1294x10?
200 4,3800 7.4777x10% | 1,1872x10° | 4,8400x10' | 3,5580x10!
250 4,3800 2.3556x10* | 3,7397x10° | 1,5247x10' | 1,1208x10"
300 4,3800 7.4205x10° | 1,1781x10° 4.8030 3,5308
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Os valores obtidos com os programas de computador REPDA2 (solucdo analitica do

Apéndice B) e REPDN2 (solugdo numérica com método de Runge-Kutta de 42 ordem),

desenvolvidos para o0 modelo deterministico 2, sdo apresentados nas Tabelas 6.5 e 6.6,

respectivamente.

apresentados na Tabela 6.1.

Tabela 6.5 — Valores obtidos com o programa de computador REPDA2

Estes programas foram também executados com os dados

Tempo H Cr A Cob Ca
[a] [m] [Ba/m’] [Ba/a] [Ba/m’] [Ba/m’]

(x=0,5m)

0 10 3,3255x10™ | 1,2325x10™ | 5,0249x10° 0

1 1,3092x10™" | 2,4825x10° | 1,5269x10° | 6,2250x10° 0

2 2,5964x10™" | 1,2231x10° | 1,0516x10° | 4,2873x10° 0
3 3,8629x10™ | 8,0330x10" | 8,8735x10" | 3,6177x10° | 2,4424x10™"
4 5,1085x10™ | 5,9355x10” | 8,0091x10" | 3,2653x10° | 1,7089x10°’
5 6,3334x10" | 4,6783x10" | 7,4562x10" | 3,0399x10° | 3,8665x10™
10 1,2147 2,1731x10" | 6,0963x10" | 2,4854x10° | 1,6243x10°
20 2,2266 9,4099x10° | 4,8142x10" | 1,9627x10° | 1,4240x10°
30 3,0514 5,4499x10° | 3,9183x10" | 1,5975x10° | 1,1743x10°
40 3,7121 3,5558x10° | 3,1908x10" | 1,3009x10° | 9,5631x10°
50 4,2338 2,4746x10° | 2,5883x10" | 1,0552x10° | 7,7569x10°
60 4,3800 1,8986x10° | 3,0141x10" | 1,2289x10° | 9,0338x10°
70 4,3800 1,5069x10° | 2,3924x10" | 9,7537x10° | 7,1701x10°
80 4,3800 1,1961x10° | 1,8989x10" | 7,7417x10° | 5,6910x10°
90 4,3800 9,4934x10° | 1,5072x10" | 6,1447x10° | 4,5171x10°
100 4,3800 7,5351x10° | 1,1963x10" | 4,8772x10° | 3,5853x10”
150 4,3800 2,3737x10° | 3,7685x10° | 1,5364x10° | 1,1294x10°
200 4,3800 7,4775x10% | 1,1871x10° | 4,8399x10" | 3,5579x10"
250 4,3800 2,3555x10% | 3,7396x10° | 1,5246x10" | 1,1208x10"

300 4,3800 7,4203x10° | 1,1780x10° 4,8029 3,5307
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Tabela 6.6 — Valores obtidos com o programa de computador REPDN2

Tempo H Cr A Co Ca
[a] [m] [Ba/m’] [Ba/a] [Ba/m’] [Ba/m’]

(x=0,5m)

0 10™ 3,3255x10™" | 1,2325x10™ | 5,0249x10° 0

1 1,3091x10™" | 2,4825x10° | 1,5269x10° | 6,2250x10° 0

2 2,5964x10" | 1,2231x10° | 1,0516x10° | 4,2873x10° 0
3 3,8629x10™" | 8,0331x10" | 8,8736x10" | 3,6177x10° | 2,4424x10"
4 5,1085x10™ | 5,9356x10" | 8,0092x10" | 3,2653x10° | 1,7089x10
5 6,3334x10" | 4,6783x10" | 7,4563x10" | 3,0399x10° | 3,8665x10™
10 1,2147 2,1731x10" | 6,0963x10" | 2,4855x10° | 1,6243x10°
20 2,2266 9,4101x10° | 4,8142x10" | 1,9628x10° | 1,4241x10°
30 3,0514 5,4500x10° | 3,9184x10" | 1,5975x10° | 1,1743x10°
40 3,7121 3,5559x10° | 3,1909x10" | 1,3009x10° | 9,5631x10°
50 4,2338 2,4746x10° | 2,5884x10" | 1,0553x10° | 7,7577x10°
60 4,3800 1,8986x10° | 3,0142x10" | 1,2289x10° | 9,0338x10°
70 4,3800 1,5070x10° | 2,3925x10" | 9,7540x10° | 7,1703x10°
80 4,3800 1,1961x10° | 1,8989x10" | 7,7419x10° | 5,6912x10°
90 4,3800 9,4937x10° | 1,5072x10" | 6,1449x10° | 4,5172x10°
100 4,3800 7,5353x10° | 1,1963x10" | 4,8773x10° | 3,5854x10°
150 4,3800 2,3738x10° | 3,7686x10° | 1,5364x10° | 1,1294x10°
200 4,3800 7,4777x10% | 1,1872x10° | 4,8400x10" | 3,5580x10"
250 4,3800 2,3556x10* | 3,7397x10° | 1,5247x10" | 1,1208x10"

300 4,3800 7,4205x10° | 1,1781x10° 4,8030 3,5308

Os valores da altura de coluna de liquido e concentracdo em atividade no interior do

repositério, representadas respectivamente pelos simbolos H e Cg, da taxa de liberacdo

em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A, da concentragcdo em atividade no

ponto de descarga no aquifero, Cp, e da concentracdo em atividade ao longo do

aquifero, Ca, serdo apresentados a seguir em forma de gréaficos.
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6.3.2.2 Altura de coluna de liquido no interior do repositério

Os valores da altura de coluna de liquido, H, apresentados nas Tabelas 6.3, 6.4, 6.5 e

6.6, sdo colocados em forma de grafico na Fig. 6.1.

H [m]

__ REPDAL1 - Solucéo analitica
® REPDNL1 - Runge-Kutta 4

t[a]
50 100 150 200 250 300
(@) Modelo deterministico 1
H [m]
- ° [ ] [ ] [
4 kb
3
[ __REPDA2 - Solucéo analitica
St ® REPDN2 - Runge-Kutta 4
1k
t]a
50 100 150 200 250 300 [a]

(b) Modelo deterministico 2

Figura 6.1 — Altura de coluna de liquido no interior do repositorio
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Na Fig. 6.1-(a) sdo tracados os valores do modelo deterministico 1, sendo a solugéo
analitica (Tabela 6.3) representada em forma de linha e a solugdo numérica em forma de
ponto (Tabela 6.4).

Os valores do modelo deterministico 2 séo tragados na Fig. 6.1-(b), onde de forma
analoga ao caso anterior, a solugdo analitica (Tabela 6.5) é representada na forma de

linha e a solugdo numérica (Tabela 6.6) na forma de ponto.

Observa-se, com o auxilio da Fig. 6.1, que a altura de coluna de liquido no interior
do repositério, H, € uma funcdo crescente do tempo. Este comportamento se justifica
pelo fato da taxa de infiltracdo de agua no interior do repositorio ser maior do que a

fuga de material radioativo através de suas fronteiras.

De acordo com a Fig. 6.1, a altura de coluna de liquido, H, aumenta desde um valor
inicial igual a H(ty) = 10* m (vide Tabelas 6.3, 6.4, 6.5 e 6.6), que é a altura de coluna
de ligquido no instante da falha do repositorio, até atingir seu valor maximo igual a
4,38 m, que corresponde a altura interna do repositorio. Observa-se, ainda com o auxilio
dessa figura, que o instante de tempo necessario para que H atinja seu valor maximo
(tempo para que ocorra o transbordamento do repositorio) € diferente nos modelos
deterministicos 1 e 2. Enquanto no primeiro modelo (modelo 1) este tempo € igual a
47 anos, no segundo (modelo 2) o transbordamento do repositério s6 ocorre apos
53 anos.

Essa diferenca entre os tempos de transbordamento do repositorio, nos modelos
deterministicos 1 e 2, é atribuida ao fato de que no modelo 1 sdo consideradas apenas a
fuga de material radioativo pela base e pelo teto do repositério (em caso de
transbordamento), enquanto que, no modelo 2, além destas fugas, é também considerada
a fuga de material radioativo pelas paredes laterais do repositério. Assim, o0 modelo que
considera mais fugas de material radioativo (modelo 2), através das fronteiras do
repositorio, terd como resultado um menor valor de altura de coluna de liquido, H, e

consequentemente, um maior valor de tempo de transbordamento, t; (vide Fig. 6.2).
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H [m]

__ REPDAZ2 - Modelo deterministico 2
® REPDALI - Modelo deterministico 1

t[a]
50 100 150 200 250 300

Figura 6.2 — Altura de coluna de liquido no interior do repositorio obtida com os

modelos deterministicos 1 e 2

De acordo com os valores apresentados nas Tabelas 6.3 e 6.4, observa-se que o
desvio relativo percentual entre a solugcdo analitica (programa REPDAL) e a solugédo
numérica (programa REPDN1) do modelo deterministico 1 é desprezivel (10™ %),
evidenciando uma 6tima concordancia entre estas solugdes, para a altura de coluna de

liquido no interior do repositorio.

O desvio relativo percentual entre a solucdo analitica (programa REPDA2) e a
solugdo numérica (programa REPDNZ2) do modelo deterministico 2, obtido com o
auxilio das Tabelas 6.5 e 6.6, é igual a aproximadamente 0,008%, o que também
evidencia uma étima concordancia entre as solugdes analitica e numérica apresentadas

para este modelo.

6.3.2.3 Concentracdo em atividade no interior do repositério

Na Fig. 6.3 sdo mostrados os valores da concentragdo em atividade no interior do
repositorio, Cg, extraidos das Tabelas 6.3, 6.4, 6.5 € 6.6.
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Cr [Ba/m’]
2m0°

1.510°

__ REPDAL1- Solug&o analitica
® REPDNI- Runge-Kutta 4

7
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. - . ‘"t[ﬂ
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(@) Modelo deterministico 1

Cr [Ba/m?]
208 F
1.570° }
: __REPDAZ - Solugdo analitica
14 ® REPDN2 - Runge-Kutta 4
1010°
.
5010

t[a]

50 100 150 200 250 300

(b) Modelo deterministico 2

Figura 6.3 — Concentragdo em atividade no interior do repositorio

Observa-se, com o auxilio da Fig. 6.3, que a concentracdo em atividade no interior
do repositorio € uma funcdo decrescente do tempo. Esta caracteristica pode ser atribuida
tanto ao aumento do volume de liquido (volume de diluicdo) no interior do repositorio,
com o tempo, como a reducdo da atividade em seu interior, devido a fuga de material

radioativo pelas suas fronteiras e devido ao decaimento radioativo.
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Também neste caso, observa-se uma 6tima concordancia entre os resultados obtidos

com as solugdes analiticas e numéricas, para 0s modelos deterministicos 1 e 2.

No modelo deterministico 1, apresentado na Fig. 6.3-(a), as solucbes analitica
(programa REPDAL) e a numérica (programa REPDNZ2), concordam entre si com um
desvio relativo percentual, obtido com o auxilio das Tabelas 6.3 e 6.4, igual a

aproximadamente 0,004%.

Para o caso do modelo deterministico 2, mostrado na Fig. 6.3-(b), também se
verifica uma Otima concordancia entre as solugdes analitica (programa REPDAZ2) e
numérica (programa REPDN2), com um desvio relativo percentual igual a 0,007% (vide
Tabelas 6.5 e 6.6).

Uma confrontacéo entre os modelos deterministicos 1 (REPDA1) e 2 (REPDAZ2), no
calculo da concentracdo em atividade na fase liquida no repositdrio, Cg, pode ser feita

com o auxilio das Tabelas 6.3 e 6.5.

No instante t = 0, os modelos deterministicos 1 e 2 devem fornecer o mesmo valor
de concentracdo em atividade, pois o volume e a atividade da fase liquida sdo iguais nos
dois modelos, neste instante de tempo. Com base na Tabela 6.3, observa-se que 0s
valores de concentracdo Cg, determinados por estes modelos em t = 0, séo iguais a
3,3258x10" Bg/m® e 3,3255x10™ Bg/m®, respectivamente, evidenciando um 6timo

desempenho desses modelos no instante de tempo considerado.

Para o intervalo de tempo 0 <t <t,, onde t; representa o instante de tempo em que

ocorre o transbordamento do repositorio, observa-se que os valores de Cg calculados
com o modelo deterministico 2 sdo sempre maiores do que os calculados com o modelo

deterministico 1.

Isto ocorre porque o valor da altura de coluna de liquido no interior do repositorio,
H, calculado com o modelo deterministico 2, é inferior ao valor determinado com o
modelo deterministico 1 (pelo fato do modelo deterministico 2 considerar mais fuga de
liquido pelas fronteiras do repositério do que o modelo deterministico 1) e porque a
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atividade na fase liquida no interior do repositorio, Ag, € igual nos dois modelos (vide
Fig. 6.4). Assim, o0 modelo que fornece o menor valor de volume para a fase liquida é

também aquele que produzira os maiores valores de Cr.

O que foi dito para o intervalo de tempo O<t<t, é reforcado com a analise dos

valores de Cg para o transbordamento do repositorio, ou seja, quando t>t,.

O transbordamento do repositorio ocorre em aproximadamente 47 anos e 53 anos
nos modelos deterministicos 1 e 2, respectivamente. Nesta situacdo, a altura de coluna
de liquido no interior do repositdrio atinge o seu valor méaximo igual 4,38 m e o volume
da fase liquida é igual nos 2 modelos. Como a atividade na fase liquida no repositorio €
igual nos 2 modelos, entdo os valores de Cg calculados com os modelos deterministicos
1 e 2, para instantes de tempo superiores a 53 anos, devem ser iguais. Observa-se, com
o0 auxilio das Tabelas 6.3 e 6.5 (terceiras colunas), que isso € verdade.

Uma evidéncia de que a atividade na fase liquida no repositorio, Ag, € igual nos 2
modelos é obtida utilizando-se os programas de computador REPDA1 e REPDA2, na
elaboracdo da Figura 6.4. Os valores obtidos por esses programas sdo apresentados

nesta figura em forma de linha e de ponto, respectivamente.

Ar [Bd]
9
4710 o
9
300
__ Modelo deterministico 1 - REPDAL
® Modelo deterministico 2 - REPDA2
9
2[10

1030

t[a]

50 100 150 200 250 300

Figura 6.4 — Atividade na fase liquida no interior do repositorio
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Para melhor ilustrar esta questdo deve-se recorrer ao balanco de massa de
radionuclideos na fase liquida no repositorio, representado pela Eq. (5.43).

Com base nesta equacéo, observa-se que os termos que representam o decaimento

radioativo e a fuga de material radioativo pelas fronteiras do repositorio sdo a constante

. " x + . .
de decaimento radioativo, A, e a expressao (%), respectivamente. A maior
AR,.

diferenca entre os modelos deterministicos 1 e 2 ocorre no transhordamento do

repositorio, quando éz =8,48308m°/a, (.23 =2,40515m®/a e H = 4,38 m. Com o
auxilio da Tabela 6.1, observa-se que n = 0,10 e A = 1,1760x10°> m? e o valor
Rq = 11710,27 é obtido no Apéndice D. Substituindo-se os valores desses parametros na

expressdo anterior, obtém-se (M) =18051x10"°a™.
nAR,.H

O valor da constante de decaimento radioativo para 0 **'Cs é A =2,31x1072 a™*

(vide Tabela 6.1).

Assim, fica evidente que o decaimento radioativo domina o balanco de massa (e
consequentemente o balan¢o em atividade) de radionuclideo no interior do repositério,
fazendo com que a diferenca entre os modelos deterministicos 1 e 2 seja insignificante

no tocante ao contetdo em atividade na fase liquida no repositdrio (vide Fig. 6.4).

Desta forma, pode-se afirmar que as diferencas existentes nos valores da
concentracdo em atividade no interior do repositério, obtidos com o0s modelos
deterministicos 1 e 2, podem ser atribuidas, exclusivamente, as diferencas nos valores

de H, calculados com estes modelos.

Esta afirmacdo é corroborada com os valores de H e Cgr apresentados nas
Tabelas 6.3 e 6.5, onde se pode observar que as diferencas entre os valores de Cg
obtidos com os modelos deterministicos 1 e 2 se devem as diferencas entre os valores de
H obtidos com estes modelos, evidenciando que a influéncia da atividade pode ser

desprezada neste caso.
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6.3.2.4 Taxa de liberacdo em atividade do repositorio para o meio ambiente

Os valores da taxa em liberagdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente

constam da Fig. 6.5.

A[Bq/a]
2r10° f
8¢ N —
1.5110 __ REPDAL1- Solugo analitica
I ® REPDNI- Runge-Kutta 4
100°
.
5710
r r m——— Y . ®- t][a]
50 100 150 200 250 300
(a) Modelo deterministico 1
A[Bg/a]
2010°
8 . __REPDA2 - Solucéo analitica
1.5030 [ ® REPDN?2 - Runge-Kutta 4

50 100 150 200 250 300

(b) Modelo deterministico 2

Figura 6.5 — Taxa de liberagdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente
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Esta taxa é obtida multiplicando-se a concentracdo em atividade, no interior do
repositorio, pela soma das vazfes volumétricas de mistura liquida (4dgua +
radionuclideos) que saem do interior do mesmo [vide Eq. (5.48]. Embora a vazao
volumétrica de mistura seja uma funcéo crescente do tempo até o transbordamento do
repositério, a influéncia da concentracdo em atividade no interior do repositério na taxa
de liberacdo em atividade € preponderante, fazendo com que este pardmetro também

seja decrescente com o tempo, conforme pode ser visto na Fig. 6.5.

O aumento que ocorre na taxa de liberacdo em atividade préximo ao tempo de
50 anos pode ser atribuido ao transbordamento do repositério. Com o transbordamento,
uma maior quantidade em atividade é subitamente liberada do repositério para 0 meio

ambiente.

Verifica-se, com o auxilio das Tabelas 6.3 e 6.4, que as soluc¢des analitica (programa
REPDA1) e numérica (programa REPDN1) no modelo deterministico 1, cujos
resultados sdo mostrados na Fig. 6.5-(a), concordam entre si com um desvio relativo

percentual igual a aproximadamente 0,008%.

Uma étima concordancia é também verificada entre as solugfes analitica (programa
REPDA2) e numérica (programa REPDNZ2) do modelo deterministico 2, cujos
resultados sdo mostrados na Fig. 6.5-(b), com um desvio relativo percentual, obtido com
0 auxilio das Tabelas 6.5 € 6.6, igual a 0,009%.

Com o auxilio das Tabelas 6.3 e 6.5 (quarta coluna), observa-se que, antes do
transbordamento do repositorio e com excecdo do tempo t = 0 (onde os dois programas

devem fornecer o0 mesmo valor), os valores da taxa de liberagdo em atividade do

repositorio para 0 meio ambiente, A calculados com o modelo deterministico 2, sdo
maiores do que os obtidos com o modelo deterministico 1. Este resultado ja era
esperado, uma vez que tanto a concentracdo em atividade no interior do repositorio,
como as fugas de material radioativo do repositdrio para 0 meio ambiente sdo maiores

no modelo deterministico 2.
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E importante observar que no instante de tempo t = 50 anos, ap6s o inicio da

infiltracdo de agua no interior do repositério, ocorre justamente o contrério, ou seja, 0

valor de A calculado com o0 modelo deterministico 1 é superior ao calculado com o
modelo deterministico 2. Esta situacdo ocorre porque no modelo deterministico 1, o

transbordamento do repositorio ocorre para um tempo t = 47 anos, provocando um

aumento consideravel no valor de A em t = 50 anos. Por outro lado, como no modelo
deterministico 2 o transbordamento do repositdrio sé ocorre no tempo t = 53 anos, esta

influéncia ainda ndo pdde ser sentida em t = 50 anos.

Apds o transbordamento do repositorio, observa-se, com o auxilio das Tabelas 6.3 e

6.5, que os valores de A calculados com os modelos deterministicos 1 e 2 sdo
praticamente iguais. Isto ocorre porque durante o transbordamento do repositorio a
concentracdo em atividade na fase liquida e a fuga de material radioativo do repositorio

para 0 meio ambiente sdo iguais nos dois modelos.

6.3.2.5 Concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero

A concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero é representada na
Fig. 6.6.

Esta grandeza tem 0 mesmo comportamento da taxa de liberacdo em atividade do
repositorio para 0 meio ambiente, uma vez que ela é obtida dividindo-se esta taxa de
liberacdo de atividade pela vazdo volumétrica média de agua no aquifero, que é

considerada constante.
As solucdes analitica e numérica, para a concentracdo em atividade no ponto de
descarga no aquifero, obtidas com o modelo deterministico 1, concordam entre si com

um desvio relativo percentual inferior a 0,006%.

Para 0 modelo deterministico 2, observa-se que a concordancia entre as solucoes

analitica e numérica existe com um desvio relativo percentual igual a 0,009%.
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(b) Modelo deterministico 2
Figura 6.6 — Concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero
Observa-se, com o auxilio da Fig. 6.6, que o valor da concentragdo em atividade no
ponto de descarga no aquifero, Cp, se torna inferior ao valor de Cqi (7,42x10° Bg/m®)

para valores de tempo muito pequenos. Isto evidencia, que o valor de Xi;, calculado

com o modelo deterministico, é também muito pequeno (vide Fig. 6.26).
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6.3.2.6 Concentracdo em atividade ao longo do aquifero

Os valores de concentracdo em atividade, para um ponto situado a uma distancia

x = 0,5 m em relacdo a origem do aquifero, sdo representados na Fig. 6.7.

Ca [Bg/m?]
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1000 [
: __ REPDAZ1- Solug&o analitica
800 A / ® REPDNI- Runge-Kutta 4
600 | |
400 |
200 f |
"""""""""" ————— =B t[a]
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(a) Modelo deterministico 1
Ca [Ba/m?]
1400 F
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1000 _ , __REPDA2 - Soluc#o analitica
X / ® REPDN2 - Runge-Kutta 4
800 F |
600 F /
400 /
200 F
' —— >~ t[a]
50 100 150 200 250 300

(b) Modelo deterministico 2

Figura 6.7 — Concentragdo em atividade ao longo do aquifero (alguns pontos)
parax =0,5m
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A escolha do ponto x = 0,5 m € arbitraria, podendo ser escolhido qualquer outro
valor de x. Entretanto, é importante observar que a escolha de pontos muito afastados da
origem do aquifero (grandes valores de x) pode redundar na necessidade de se
considerar grandes valores de tempo, para se obter o completo desenvolvimento das

curvas mostradas na Fig. 6.7.

Observa-se, com o auxilio da Fig. 6.7, que para instantes de tempo iniciais 0S
valores da concentracdo Ca sdo iguais a zero. Este comportamento é atribuido ao fato de
que, inicialmente, o radionuclideo é liberado na origem do aquifero (despreza a
influéncia da regido ndo-saturada existente entre o repositério e o aquifero), em t; = 0
(vide Tabela 6.1), e que é necessario um determinado intervalo de tempo para que este
atinja algum ponto ao longo do aquifero (como por exemplo, o ponto X = 0,5 m). Isso
ocorre devido aos efeitos da sor¢do (RANCON, 1972), que retarda a migragdo do

radionuclideo no meio poroso.

Com o passar do tempo aumenta a quantidade de radionuclideos que alcanca o
ponto x escolhido e, consequentemente, a concentracdo em atividade, neste ponto, ira
aumentar até atingir seu valor maximo, que é em torno de 1250 Bg/m*® no modelo
deterministico 1 e 1400 Bg/m*® no modelo deterministico 2. Um maior valor de
concentracdo em atividade, obtido como o0 modelo deterministico 2, € atribuido ao fato
de que este modelo considera mais fugas de material radioativo do repositorio para o
meio ambiente. Consequentemente, uma maior quantidade de material radioativo é
liberada no aquifero, para um mesmo tempo de decaimento radioativo considerado nos

dois modelos.

Se a concentracdo em atividade fosse constante na origem do aquifero (ponto de
descarga), entdo o valor de Ca do primeiro ponto de maximo das curvas da Fig. 6.7 se
manteria ao longo do tempo. Mas, como isso ndo ocorre, pois de acordo com a
Fig. 6.6, a concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero € uma funcgéo
decrescente do tempo, entdo é esperado que o valor de C tambem diminua ao longo do
tempo até atingir um valor minimo. Apds este ponto de minimo, a concentracdo em
atividade no ponto x sofre um aumento repentino devido a grande quantidade de
material radioativo que é lancada ao aquifero pelo transbordamento do repositorio,

fazendo com que Cx atinja um segundo ponto de maximo.
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O segundo ponto de maximo da Fig. 6.7-(a) & maior que o da Fig. 6.7-(b), porque no
modelo deterministico 1 o transbordamento do repositorio ocorre antes (47 anos) que no
modelo deterministico 2 (53 anos), evidenciando que o tempo de decaimento até o
transbordamento do repositério, € menor no modelo deterministico 1 (vide secdo
6.3.2.3).

Esta afirmacdo esta de acordo com a argumentacdo mostrada na secdo 6.3.2.4, ou
seja, que a fuga de material radioativo pelas fronteiras do repositorio e antes do
transbordamento do mesmo tem pouca influéncia no balanco de massa de radionuclideo

em seu interior, para as condi¢des do repositorio de Abadia de Goias.

Desta forma, fica evidente que as diferencas nos valores dos segundos pontos de
maximos da Fig. 6.7 podem ser atribuidas exclusivamente aos diferentes tempos de
decaimento do radionuclideo até o transbordamento do repositorio, nos modelos

deterministicos 1 e 2.

Ap6s o segundo ponto de maximo, a concentracdo em atividade no ponto x decresce
continuamente com o tempo até chegar a 3,53 Bg/m?, nos dois modelos matematicos,

para um instante de tempo igual a 300 anos.

Para 0 modelo deterministico 1, observa-se que as solucdes analitica e numérica,
para a concentracdao em atividade ao longo do aquifero, apresentam Gtima concordancia

com um desvio relativo percentual igual a 0,002%.

Pode também ser considerada 6tima a concordancia entre as solugdes analitica e
numeérica no modelo deterministico 2. O desvio relativo percentual entre estas solu¢Bes
é igual a 0,01%.

As curvas da concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, foram tracadas na
Fig. 6.7, com poucos pontos coordenados (20 pontos), com o principal objetivo de
mostrar a concordancia entre as solucGes analitica e numérica, desenvolvidas para este
parametro. Entretanto, o comportamento das curvas da Fig. 6.7 pode ser melhor
compreendido aumentando-se 0 numero dos pontos coordenados nos graficos. Assim,

utilizando-se as solugdes analiticas, introduzidas nos programas de computador
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REPDA1 e REPDA2, obtém-se as curvas mostradas nas Figs. 6.8-(a)
6.8-(b), respectivamente.
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Figura 6.8 — Concentracdo em atividade ao longo do aquifero (muitos pontos)

parax =0,5m

Com o auxilio da Fig. 6.8, pode-se utilizar uma argumentagdo mais convincente
com relagdo as diferencas dos segundos pontos de méximos da fungdo Ca, quando
determinada com os modelos deterministicos 1 e 2.
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Conforme mencionado anteriormente, o transbordamento do repositdrio ocorre nos
instantes de tempo iguais a 47 anos e 53 anos nos modelos deterministicos 1 e 2,
respectivamente. Isso equivale a uma diferenca de tempo de decaimento entre os dois
modelos igual a 6 anos. Na Tabela 1, € mostrado que a constante de decaimento

radioativo do *¥'Cs, A, é igual a 2,31x102 a™*. Assim, observa-se que existe um fator de

reducio entre os dois modelos igual a e ™', que equivale a 0,8706 para um tempo de
6 anos. Como o segundo ponto de méximo de Ca na Fig. 6.8-(a) é aproximadamente
igual a 1200 Bg/m?, entdo, multiplicando-se este valor por 0,8706 obtém-se um valor de

Ca igual a 1045 Bg/m?®, que est4 muito préximo do valor apresentado na Fig. 6.8-(b).

O comportamento de Ca com o tempo, em funcdo da distancia entre 0 poco e 0
repositorio, x, € mostrado nas Figs. 6.9 e 6.10. Os valores apresentados nestas figuras

foram obtidos com a utilizacdo do programa REPDA2.

Observa-se, com o auxilio da Fig. 6.9, que para valores de x iguaisa0,1 me 1l m,a
funcdo Ca possui dois pontos de maximos, de maneira similar ao que ocorre para
x = 0,5 m na Fig. 6.8, cuja situacdo ja foi analisada anteriormente. Entretanto, a medida
que o valor de x é incrementado, observa-se que o efeito do transbordamento do
repositério, no valor de Ca, ndo pode mais ser observado no grafico desta funcéo, que
agora tem a forma aproximada de um “sino”. Este resultado pode ser atribuido ao

comportamento das funcdes exponenciais e da funcao erro complementar na Eq. (5.68).

Observa-se, com o auxilio das Figs. 6.9 e 6.10 que o0 aumento no valor de x desloca
a curva de Ca para a direita e provoca a reducdo no valor maximo deste parametro. Este
comportamento pode ser atribuido ao aumento da influéncia da sor¢do no meio poroso,
provocado pelo aumento no valor de x. Em outras palavras significa dizer que, um
aumento no valor x provoca um aumento na espessura da barreira existente entre o
radionuclideo e o poco de captacdo de agua no aquifero, provocando os efeitos

mencionados anteriormente.
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(c) Valor de x igual a2 m

Figura 6.9 — Concentracdo em atividade ao longo do aquifero (muitos pontos)

para valores de x iguais a 0,1 m, 1 m e 2 m no modelo deterministico 2
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(c) Valor de x igual a5 m

Figura 6.10 — Concentracdo em atividade ao longo do aquifero (muitos pontos)

para valores de x iguais a 3 m, 4 m e 5 m no modelo deterministico 2
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E importante ressaltar que os valores méaximos de Ca (picos) apresentados nas

Figs 6.9 e 6.10, para alguns valores de X, sao iguais aos valores de C, _ mostrados na

Fig. 6.28 e na Tabela 6.11, para 0 modelo deterministico 2 (programa REPDAZ2).

6.3.3 Definicdo de um padrdo deterministico para futuras comparacées com 0s

modelos estocasticos

Nos itens 6.3.1 e 6.3.2 foram comparadas as solu¢des analiticas com as solucgdes
numericas obtidas com a utilizacdo do método de Runge-Kutta de quarta ordem, para 0s
modelos matematicos deterministicos 1 e 2. As comparacGes foram realizadas para a
altura de coluna de liquido (agua + radionuclideos) no interior do repositério, H, a

concentracdo em atividade em seu interior, Cg, a taxa de liberacdo em atividade do

repositério para 0 meio ambiente, A , @ concentracdo em atividade no ponto de descarga
em atividade no aquifero, Cp, e a concentracdo em atividade ao longo do mesmo, Ca. A
concordancia entre as solucGes analitica e numérica, para estes parametros, foi
considerada 6tima com o méximo desvio relativo percentual encontrado igual a 0,01%.
Assim, observa-se que as solugdes analiticas para os modelos deterministicos 1 e 2
podem ser consideradas satisfatorias, e serdo utilizadas para a compara¢do com 0s

modelos estocasticos apresentados na se¢édo 6.4.

6.4 MODELOS MATEMATICOS ESTOCASTICOS
6.4.1 Geral

A solucdo analitica para o0 modelo estocastico 1, apresentada no Apéndices D, foi

implementada no programa de computador REPEAL, no Mathematica 9.0.

Paralelamente ao programa REPEAL, foi desenvolvido o programa REPENL, cuja
principal diferenca em relacdo ao primeiro é a utilizagdo de uma solucdo numerica para
a Eqg. (D.2), que ¢ uma equacdo diferencial estocéstica linear de Ito para a altura de

coluna de liquido no interior do repositorio, H. Neste programa, esta equacgdo €
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resolvida numericamente, utilizando-se o0 método de Euler-Maruyama (KLOEDEN &
PLATEN, 1999; SAUER, 2012).

As denominacdes desses programas sao oriundas das palavras chaves: “Repositorio
— Estocastico — Analitico” e “Repositorio — Estocéstico — Numérico”, com a numeragao
indicando que estes programas contém o modelo estocastico 1. Conforme mencionado
anteriormente, no modelo estocastico 1 sdo considerados apenas 0s vazamentos de

material radioativo pela base e pelo teto (em caso de transbordamento) do repositorio.

Adicionalmente, foi desenvolvido o programa REPEN2 contendo o modelo
estocastico 2, apresentado no Apéndice E. Neste modelo estocastico, sdo consideradas
as fugas de material radioativo pela base, paredes laterais e teto (em caso de
transbordamento) do repositério. Consequentemente, a altura de coluna de liquido em
seu interior, H, é representada por uma equacdo diferencial estocastica ndo-linear de Ito,
[Eq. (E.2)]. No programa REPENZ2, esta equacdo € resolvida numericamente pelo

método de Euler-Maruyama.

Um resumo das aplicagbes dos programas de computador, com modelagem

estocastica, € apresentado na Tabela 6.7.

Tabela 6.7 - Programas de computador desenvolvidos para os modelos estocasticos 1 e 2

Modelos Estocasticos Tipo de solucéo
Analitica Numérica
1 REPEA1 REPEN1
2 *) REPEN2

(*) — Solugéo ndo disponibilizada pelo fato de que a equacdo diferencial de Ito é ndo-linear
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6.4.2 Resultados obtidos com 0s modelos estocasticos 1 e 2

6.4.2.1 Geral

Os programas REPEA1 e REPEN1, contendo respectivamente as solucdes analitica

e numérica do modelo estocéstico 1 (vide Apéndice D), foram executados uma unica

vez (ou seja, para uma Unica chuva) com os dados da Tabela 6.1, e os resultados séo

apresentados nas Tabelas 6.8 e 6.9.

Tabela 6.8 — Valores obtidos com o programa de computador REPEA1

Tempo H Cr A Co Ca
[a] [m] [Ba/m’] [Ba/a] [Ba/m’] [Ba/m’]

(x=0,5m)

0 10" 3,3258x10™ | 1,2326x10" | 5,0253x10° 0

1 7,7760x10™ | 4,1792x107 | 7,5674x10" | 3,0852x10° 0

2 1,8002 1,7640x10" | 6,5352x10" | 2,6644x10° 0
3 1,2608 2,4612x10" | 6,6591x10" | 2,7149x10° | 1,8329x10™"
4 1,7438 1,7388x10" | 6,2603x10" | 2,5523x10° | 1,3358x10°’
5 2,0307 1,4591x107 | 6,0284x10" | 2,4578x10° | 3,1261x10™
10 4,3800 6,0270x10° | -1,4991x10° | - 6,1116x10* | -3,9941x10°
20 2,2672 9,2412x10° | 4,2231x107 | 1,7217x10° | 1,2492x10°
30 4,3800 3,7969x10° | 6,6934x10® | 2,7289x10* | 2,0060x10*
40 4,3800 3,0137x10° | 1,3852x10° | 5,6474x10* | 4,1515x10*
50 4,3800 2,3920x10° | 3,3699x107 | 1,3739x10° | 1,0100x10°
60 4,3800 1,8986x10° | -5,2105x10 | -2,1243x10° | -1,5616x10°
70 4,3800 1,5070x10° | 3,2277x10°® | 1,3159x10* | 9,6736x10°
80 4,3800 1,1961x10° | 1,0900x10° | 4,4440x10° | 3,2668x10°
90 4,3800 0,4936x10° | -4,4020x10" | -1,7947x10° | -1,3193x10°
100 4,3800 7,5353x10° | -2,4802x10° | -1,0112x10* | -7,4333x10°
150 4,3800 2,3737x10° | -7,1328x10" | -2,9080x10° | -2,1377x10°
200 4,3800 7,4776x10* | 1,9059x107 | 7,7703x10? | 5,7121x10?
250 4,3800 2,3556x10* | -9,9851x10° | -4,0709x10"* | -2,9926x10"
300 4,3800 7,4204x10° | -1,1409x10° | - 4,6516x10" | - 3,4194x10*
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Tabela 6.9 — Valores obtidos com o programa de computador REPEN1

Tempo H Cr A Co Ca
[a] [m] [Bg/m’] [Ba/a] [Bg/m’] [Bg/m’]

(x=0,5m)

0 10™ 3,3258x10™ | 1,2326x10™ | 5,0253x10° 0

1 7,8319x10™" | 4,1494x10" | 7,5134x10" | 3,0632x10° 0

2 1,8133 1,7513x10" | 6,4880x10" | 2,6452x10° 0
3 1,2690 2,4453x10" | 6,6161x10" | 2,6974x10° | 1,8211x10™
4 1,7553 1,7275x10" | 6,2195x10" | 2,5357x10° | 1,3271x10’
5 2,0438 1,4497x10" | 5,9898x10" | 2,4420x10° | 3,1060x10™
10 4,3800 6,0270x10° | -1,4991x10° | - 6,1116x10* | - 3,9941x10°
20 2,2722 9,2212x10° | 4,2139x107 | 1,7180x10° | 1,2465x10°
30 4,3800 3,7969x10° | 6,6934x10° | 2,7289x10* | 2,0060x10"
40 4,3800 3,0137x10° | 1,3852x10° | 5,6474x10* | 4,1515x10*
50 4,3800 2,3920x10° | 3,37000x10" | 1,3739x10% | 1,0100x10°
60 4,3800 1,8986x10° | -5,2105x107 | -2,1243x10° | -1,5616x10°
70 4,3800 1,5070x10° | 3,2277x10° | 1,3159x10* | 9,6736x10°
80 4,3800 1,1961x10° | 1,0900x10° | 4,4440x10° | 3,2668x10°
90 4,3800 9,4936x10° | - 4,4020x10" | -1,7947x10° | -1,3193x10°
100 4,3800 7,5353x10° | -2,4802x10° | -1,0112x10* | -7,4333x10°
150 4,3800 2,3737x10° | -7,1328x107 | -2,9080x10° | -2,1377x10°
200 4,3800 7,4776x10* | 1,9059x107 | 7,7703x10? | 5,7121x10?
250 4,3800 2,3556x10* | -9,9851x10° | -4,0709x10" | -2,9926x10"
300 4,3800 7,4204x10° | -1,1409x10° | - 4,6516x10" | - 3,4194x10"
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Os valores obtidos com o programa de computador REPEN2 (solu¢do numérica),

desenvolvido para o modelo estocéstico 2 (vide Apéndice E), sdo apresentados na

Tabela 6.10. Este programa também foi executado com os dados apresentados na

Tabela 6.1.

Tabela 6.10 — Valores obtidos com o programa de computador REPEN2

Tempo H Cr A Co Ca
[a] [m] [Ba/m’] [Ba/a] [Ba/m’] [Ba/m’]

(x=0,5m)

0 10 3,3258x10™ | 1,2326x10™ | 5,0253x10° 0

1 7,8225x10" | 4,1544x10" | 7,8769x10" | 3,2114x10° 0

2 1,8106 1,7539x10" | 7,2523x10" | 2,9567x10° 0
3 1,2617 2,4594x10" | 7,1493x10" | 2,9148x10° | 1,9678x10™"
4 1,7458 1,7368x10" | 6,9232x10" | 2,8226x10° | 1,4772x107
5 2,0306 1,4591x10" | 6,7827x10" | 2,7653x10° | 3,5172x10™
10 4,3800 6,0270x10° | -1,4990x10° | -6,1116x10" | -3,9941x10°
20 1,9868 1,0546x10" | 4,7933x10" | 1,9542x10° | 1,4178x10°
30 4,3800 3,7969x10° | 6,6934x10° | 2,7289x10" | 2,0060x10*
40 4,3800 3,0137x10° | 1,3852x10° | 5,6474x10" | 4,1515x10°
50 4,3800 2,3920x10° | 3,3699x10" | 1,3739x10° | 1,0100x10°
60 4,3800 1,8986x10° | -5,2105x107 | - 2,1243x10° | - 1,5616x10°
70 4,3800 1,5069x10° | 3,2277x10° | 1,3159x10" | 9,6736x10°
80 4,3800 1,1961x10° | 1,0900x10° | 4,4440x10° | 3,2668x10°
90 4,3800 9,4936x10° | -4,4020x10" | -1,7947x10° | -1,3193x10°
100 4,3800 7,6352x10° | - 2,4802x10° | -1,0112x10* | -7,4333x10°
150 4,3800 2,3737x10° | -7,1327x10" | -2,9080x10° | -2,1377x10°
200 3,5001 9,3585x10" | 7,8509x10° | 3,2008x10" | 2,3530x10"
250 4,3800 2.3556x10% | - 9,9851x10° | - 4,0709x10" | -2,9926x10°
300 4,3800 7,4204x10° | -1,1409x10° | -4,6516x10" | -3,4194x10"

Os valores dos numeros escolhidos aleatoriamente de uma distribuicdo normal

padrdo N(0,1), n;, do processo de Wiener, W;, do ruido branco gaussiano, ¢, da altura
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de coluna de liquido e da concentracdo em atividade no interior do repositério,
representadas respectivamente pelos simbolos H e Cg, da taxa de liberacdo em atividade

do repositorio para o meio ambiente, A, da concentracdo em atividade no ponto de
descarga no aquifero, Cp, e da concentragdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, séo

apresentados a seguir em forma de graficos.

6.4.2.2 Nameros escolhidos aleatoriamente de uma distribuicdo normal padrao

Na Fig. 6.11 sdo mostrados os valores dos nimeros n; escolhidos aleatoriamente de

uma distribuicdo normal padrdo N(0,1), para uma Unica chuva, utilizando-se o

Mathematica 9.0 (observa-se que +3c € igual a +3, pois o =1). Para atingir este

objetivo, devem-se utilizar os seguintes comandos nesta ordem:
e <<Statistics ContinuousDistributions;
e ndist=NormalDistribution[0,1];
e a=CDF[ndist,x];

e ni=Table[Random[ndist],{n}].

n;

i |
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Figura 6.11 — Valores dos numeros n; escolhidos aleatoriamente de uma distribuigao

normal padrdo N(0,1) no Mathematica 9.0
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O conjunto de numeros n; apresentado na Fig. 6.11, englobando um periodo de
tempo no intervalo de 0 a 300 anos, esta associado a um tipo de chuva neste intervalo.

Assim, em cada execucdo dos programas com modelagem estocastica REPEAL,
REPEN1 e REPEN2, um novo tipo de chuva é determinado pela escolha aleatoria de
um novo conjunto de numeros n;, e todos os parametros de importancia para o
repositorio sdo calculados para esta nova situacdo. Observa-se que, esta técnica € mais
abrangente e mais segura do que se utilizar o levantamento historico de chuvas, na
regido do repositério, durante um periodo de tempo, porque os valores obtidos para a

chuva sdo mais conservadores.

6.4.2.3 Processo de Wiener

Na secdo 4.4.4 foi mostrado que o processo de Wiener pode ser representado pela

onde por definicdo W(0) = 0. Assim, utilizando-se

expressao W, =W, +,/At;.n

nesta expressdo os valores de n; (que podem ser positivos, negativos ou nulos)

apresentados na Fig. 6.11, juntamente com o valor At=0,5 a, obtém-se os valores de

W, apresentados na Fig. 6.12.

W [m]

40

30

20

10

T rrrrroor e

: - - - - — t[a]
50 100 150 200 250 300

Figura 6.12 — Representacdo do processo de Wiener
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6.4.2.4 Ruido branco gaussiano

O ruido branco gaussiano, ¢, foi definido na se¢do 4.5 como a derivada do processo

. N : dw e
de Wiener em relagcdo ao tempo, ou seja, &= dtt . Embora esta definicdo nédo seja

matematicamente correta, pois, de acordo com MISTURINI (2010) esta derivada ndo
existe para nenhum ponto da trajetoria desse processo (vide Fig. 6.12), ela ndo interfere
na solucdo das equacdes diferenciais estocasticas, ja que esta ndo se baseia no conceito
de derivada e sim no de integrais estocésticas que sdo muito bem elaboradas

matematicamente.

Na Eqg. (4.11) é mostrado que AW, =\/A_t.ni. Substituindo-se esta equacdo na

expressédo anterior utilizada na definicéo de ¢, obtém-se: ¢, =n, /At . Assim, para 0s
nimeros n; mostrados na Fig. 6.11 e At=0,5a, obtém-se o grafico apresentado na

Fig. 6.13 para o ruido branco gaussiano.

g [m/a]

t[a]

Figura 6.13 — Representacgdo do ruido branco gaussiano
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6.4.2.5 Vazéo volumétrica de agua que entra no repositorio

A vazdo volumétrica de agua que entra através do teto do repositério, Q,, €

representada no modelo estocéstico pela Eq. (5.70).

Para uma chuva representada pelos nimeros n; da Fig. 6.11 e utilizando-se a

Eq. (5.70), obtém-se os valores él mostrados no grafico da Fig. 6.14.
Q,[m° /a]
200 |

JNJ.”M
!ﬁ

e

——

=200

7 Ralll “5 -_%t[a]

=400

Figura 6.14 — VVazao volumétrica de 4gua que entra no interior do repositorio

Os valores negativos de Q, ndo possuem significado fisico, porém eles séo

mantidos na Fig. 6.14 apenas para mostrar as oscilacdes nos valores desse parametro ao
longo do tempo.

6.4.2.6 Altura de coluna de liquido no interior do repositério

Os valores da altura de coluna de liquido no interior do repositorio, H, apresentados

nas Tabelas 6.8, 6.9, e 6.10, sdo colocados em forma de grafico na Fig. 6.15.
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__ REPEAL1- Solugéo analitica
® REPEN1- Euler-Maruyama

""""""""""""""" t[a]
50 100 150 200 250 300
(a) Modelo estocéstico 1

H [m]

|

3 % REPEN2 - Euler-Maruyama

o

1 I

L t[a]

(b) Modelo estocéstico 2

Figura 6.15 — Altura de coluna de liquido no interior do repositorio utilizando-se um

filtro para limitar a altura maxima igual a 4,38 m

140



Na Fig. 6.15-(a) sdo mostrados em forma de grafico os valores do modelo
estocéstico 1 (vide Apéndice D), sendo a solucdo analitica (Tabela 6.8) representada em

forma de linha e a solucdo numérica em forma de ponto (Tabela 6.9).

Os valores do modelo estocastico 2 (vide Apéndice E) sdo representados na
Fig. 6.15-(b), apenas para a solucdo numérica da Eq. (5.71), utilizando-se o0 método de
Euler-Maruyama (Tabela 6.10). A solucdo analitica desta equacdo nao foi incluida no
escopo desta tese. Por ser uma equacdo estocastica ndo-linear iria tornar este escopo
ainda mais pesado, sem trazer contribuicGes significativas para o entendimento do

problema tratado aqui.

Os graficos das Fig. 6.15 foram construidos utilizando-se um filtro nos programas
REPEA1, REPEN1 e REPENZ2, para evitar valores de H fora do intervalo de projeto, ou

seja, 0<H<H,, onde H, e a altura interna do repositorio igual a 4,38 m.

Observa-se, com o auxilio da Fig. 6.15-(a) que, para 0s nimeros n; mostrados na
Fig. 6.11 (representando um tipo de chuva), H é uma funcéo crescente com o tempo no
intervalo de 0 a 10 anos, sendo limitada em H = 4,38 m pelos filtros dos programas.
Apbs este intervalo, os valores de H diminuem até atingir seu valor minimo igual a
2,2722 m (no programa REPENL1) e 2,2672 m (no programa REPEAL), no instante de
tempo igual a 20 anos. Em seguida, os valores de H aumentam novamente até atingir a
altura interna do repositorio em t = 30 anos e sdo limitados novamente pelos filtros

mencionados anteriormente até o instante de tempo final t = 300 anos.

De acordo com os valores apresentados nas Tabelas 6.8 e 6.9, observa-se que o
desvio relativo percentual maximo entre a solucdo analitica (programa REPEAL) e a
solucdo numeérica (programa REPEN1) do modelo estocéastico 1 € igual a 0,7224%,
evidenciando que existe uma boa concordancia entre estas solucdes, para a altura de
coluna de liquido no interior do repositorio. Estes resultados foram obtidos utilizando-se
valores de At iguais a 0,5 a (0,5 ano) no método de Euler-Maruyama. Esse desvio pode
ser reduzido significativamente reduzindo-se os valores de At no programa REPEN1
(vide Apéndice F), mas esta alternativa ndo serd utilizada aqui, pois este erro nao

provoca nenhum impacto no valor da distancia critica do repositério de Abadia de
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Goias, Xit. 1sso ocorre porque os valores de Xqit Sa0 determinados utilizando-se 0s

valores maximos de concentragdo em atividade no aquifero C, , para cada valor de x.
Como os valores de C, ocorrem durante o transbordamento do repositorio, os valores

de H, obtidos com os programas de computador REPEAl e REPENI, para esta
situacdo, sdo iguais entre si. Seu valor é igual a altura interna do repositério, ou seja,
4,38 m.

Quando os filtros para a limitagdo dos valores de H no intervalo 0<H <H, s&o

desativados nos programas de computador REPEAL e REPEN1, obtém-se os valores de
H apresentados na Fig. 6.16. Observa-se, com o auxilio desta figura, que existe uma boa
concordancia entre as solugdes analitica (programa REPEAL) e numérica (programa

REPEN1) no intervalo 0 <H <25 m, com um desvio relativo percentual maximo igual

a 0,7224%, para o intervalo de tempo compreendido entre 0 e 300 anos.

__ REPEAL1- Solugdo analitica
® REPEN1- Euler-Maruyama

50 100 150 200 250 300

H [m]

25

20

15

10

t[a]

Figura 6.16 — Altura de coluna de liquido no interior do repositorio sem a utilizacéo de

filtros para controle de H no modelo estocastico 1
Enquanto na Fig. 6.15-(a) o valor de H é mantido em 4,38 m pelo filtro do programa

até t = 300 anos, na Fig. 6.15-(b) o valor deste parametro sofre uma reducdo de 4,38 m
para 3,50 m (vide Tabela 6.10) em t = 200 anos.
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Esta situacdo pode ser melhor entendida com o auxilio da Fig. 6.17, onde sdo
representadas as curvas de H obtidas com os programas REPEN1 (modelo
estocastico 1) e REPEN2 (modelo estocastico 2), para um repositério com altura
ilimitada. Também € representada nesta figura a altura interna do repositorio
H,=4,38 m.

A _ H=438m [ i)

H [m]

s | .
L __ REPEN1- Euler-Maruyama |
L J} __ REPEN2- Euler-Maruyama (H‘s L
B 1l I

20

15 |-

10

: : : N N : : = T
50 100 150 200 250 300 t [a]

Figura 6.17 — Altura de coluna de liquido no interior do repositério sem a utilizacéo

de filtros nos modelos estocasticos 1 e 2

Com base na Fig. 6.17, observa-se que os valores de H obtidos com o modelo
estocastico 2 (programa REPENZ2), e representados pela curva azul nesta figura, sdo
inferiores a altura interna do repositdrio, H;, nas imediac6es da abscissa t = 200 anos.
Este comportamento justifica o formato em “V” da curva de H nas imediagdes dessa

abscissa, mostrado na Fig. 6.15-(b).

Observa-se com o auxilio da Fig. 6.17, que os valores de H obtidos com o modelo
estocastico 1 sdo iguais ou superiores aos valores de H obtidos com o modelo
estocastico 2, e que a diferenca entre eles, para um mesmo instante de tempo t, aumenta
com o valor de H. Este comportamento pode ser explicado observando que no modelo
estocastico 1 sdo consideradas fugas de material radioativo pela base (proporcional a H)

e teto (ndo depende de H) do repositorio, enquanto que no modelo estocastico 2, além
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dessas fugas é também considerada a fuga de material radioativo pelas paredes laterais
do repositério que é proporcional a H% Assim, o aumento no valor de H provoca um
aumento muito maior na fuga de material radioativo pelas paredes laterais do repositério
do que por sua base, fazendo com que o valor de H calculado com o modelo

estocéstico 2 seja cada vez menor que o calculado com o modelo estocéstico 1.

Esta explicacdo pode ser melhor ilustrada com o auxilio da Fig. 6.18, onde é

representada a diferenca entre os respectivos valores de H calculados com os modelos

estocasticos 1 e 2, AH,, = H, —H,, em funcdo do tempo.

AHZL,Z [m]

8 //“h.

50 100 150 200 250 300

Figura 6.18 — Diferenca entre os valores de H calculados com os modelos

estocasticos 1 e 2

Observa-se, com o auxilio das Figs. 6.17 e 6.18, que os valores maximos de AH,,

ocorrem aproximadamente nos instantes de tempo em que também sdo maximos o0s
valores de H, calculados com os modelos estocasticos 1 e 2, confirmando as afirmacdes

apresentadas no pendltimo paragrafo.

Uma caracteristica encontrada na modelagem estocastica que a distingue da

modelagem deterministica é a possibilidade de ocorréncia de varios transbordamentos
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do repositdrio ao longo do tempo, mesmo quando a fungdo degradacdo do seu teto, Fg, €

constante. Isso ndo ocorre na modelagem deterministica.

Observa-se, com o auxilio da Fig. 6.15, a ocorréncia de 2 transbordamentos no

repositorio nos instantes de tempo iguais a 10 e 30 anos.

Na secdo 1.4 do Apéndice D foi mostrado que o valor médio do instante de tempo
em que se inicia o transbordamento do repositorio, na modelagem estocastica, é igual ao
valor do instante de tempo em que se inicia o transbordamento do repositdrio, na
modelagem deterministica. Esta afirmativa é verdadeira para um ndmero relativamente
grande de tipos de chuva, e pode ser utilizada para simplificar o desenvolvimento dos
programas de computador com modelagem estocéstica, considerando-se um tempo

meédio para o transbordamento do repositorio.

Entretanto, é importante frisar que este recurso ndo foi utilizado no desenvolvimento
dos programas de computador REPEAL, REPEN1 e REPEN2. Nestes programas, todos
os transbordamentos séo tratados nos seus instantes de tempo reais (sem utilizacdo de
médias) e em cada situacdo € utilizada a equacdo apropriada para o calculo de H, Cg,

A,CDECA.

6.4.2.7 Concentracao em atividade no interior do repositorio

Na Fig. 6.19-(a) sdo representados os valores da concentragdo em atividade no
interior do repositorio, Cg, obtidos com o modelo estocastico 1 (vide Apéndice D). A
solucdo analitica (Tabela 6.8) é representada em forma de linha e a solugcdo numérica

em forma de ponto (Tabela 6.9).
Os valores do modelo estocastico 2 (vide Apéndice E) sdo apresentados na

Fig. 6.19-(b), apenas para a solugdo numérica da Eq. (5.71), obtidos com a utilizacdo do

0 método de Euler-Maruyama (Tabela 6.10).
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Para a chuva representada pelos nimeros n; da Fig. 6.11, o comportamento da
concentracdo em atividade no interior do repositério, na modelagem estocéstica, é
similar ao comportamento na modelagem deterministica. Ou seja, Cg € uma funcgéo
decrescente com o tempo devido ao aumento do volume de liquido no repositério e a

reducdo da atividade em seu interior.

Cr [Ba/m?]

3010 __ REPEALI- Solug#o analitica
® REPENL- Euler-Maruyama

'y 'S 'y >—
50 100 150 200 250 300 t[a]
(a) Modelo estocastico 1
Cr [Ba/m?]
ar10 F
.
3010 REPEN2 — Euler-Maruyama
om0’
100}

50 100 150 200 250 300 t[a]

(b) Modelo estocastico 2

Figura 6.19 — Concentracdo em atividade no interior do repositorio

146



Como no caso da modelagem deterministica, a redugdo de atividade no interior do
repositério, na modelagem estocéstica, se deve principalmente ao decaimento
radioativo, ja que a fuga de material radioativo através das fronteiras do repositorio

desempenha um papel secundario (vide Apéndice D).

O aumento repentino de concentragdo em atividade que ocorre no instante de tempo
igual a 20 anos ¢ devido a reducao no valor da altura de coluna de liquido no interior do

repositorio, H, mostrada na Fig. 6.15.

O desvio relativo percentual maximo entre a solugdo analitica (programa REPEA1)
e a solucdo numérica (programa REPEN1) do modelo estocéastico 1, obtido com os
valores das Tabelas 6.8 e 6.9, é igual a 0,7252%, evidenciando uma boa concordancia

entre estas solugdes, para a concentragao em atividade no interior do repositorio.

Observa-se, com o0 auxilio das Tabelas 6.9 e 6.10, que os valores de Cr obtidos com
0 modelo estocastico 2 sdo um pouco maiores que os obtidos com o modelo
estocastico 1. Este resultado pode ser atribuido exclusivamente ao fato de que o volume
da fase liquida no interior do repositério no modelo estocastico 2 € menor que no
modelo estocastico 1, ja que o valor de H é menor no modelo 2, e a atividade no interior

do repositorio € igual nos dois modelos.

Uma evidéncia de que a atividade € igual nos dois modelos é encontrada nas
Tabelas 6.9 e 6.10, observando-se que durante o transbordamento do repositorio, onde
os volumes das fases liquidas sdo iguais nos dois modelos, os valores de Cr obtidos
com os modelos estocasticos 1 e 2 sdo praticamente iguais. Este tipo de abordagem ja

havia sido feita na analise realizada na secdo 6.3.2.3 para os modelos deterministicos.

6.4.2.8 Taxa de liberacdo em atividade do repositorio para o meio ambiente

Os valores da taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente,

A, apresentados nas Tabelas 6.8, 6.9, e 6.10, sdo colocados em forma de grafico na
Fig. 6.20.
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(b) Modelo estocastico 2

Figura 6.20 — Taxa de liberacdo em atividade do repositdrio para o0 meio ambiente

Com o objetivo de se analisar 0 comportamento matematico de A, ndo sdo
utilizados filtros para excluir os valores negativos da chuva, embora estes valores nao

tenham significado fisico.
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No modelo estocastico, os numeros n; escolhidos aleatoriamente de uma distribuicéo

normal, N(0,1), influenciam o ruido branco gaussiano, ¢, que, de acordo com a

Eq. (5.70), influencia os valores da vazdo volumétrica de agua que entra no interior do

repositorio, Q,. Esta, por sua vez, influencia os valores de A, durante o

transbordamento do repositério [vide Eq. (5.71)].

Desta maneira, valores negativos de chuva, durante o transbordamento do

repositério, podem levar a valores negativos de A, desde que os valores de |s| sejam

suficientemente grandes. Este fato é observado nas Tabelas 6.8, 6.9 e 6.10, onde valores

negativos de A sé ocorrem quando H é igual a 4,38 m, ou seja, no transbordamento do
repositoério.

Na Fig. 6.20 é mostrado que, quando ndo sdo utilizados filtros para a chuva, a taxa

de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A possui um
comportamento oscilatério amortecido, em torno do eixo das abscissas, ao longo do
tempo, ou seja, seus valores tendem a 0 & medida que o tempo tende a infinito. Esse
comportamento oscilatério é atribuido aos nimeros n; escolhidos aleatoriamente de uma

distribuicdo normal padrdo, N(0,1), e que caracterizam o tipo de chuva (vide

Fig. 6.11). J& o amortecimento é atribuido a reducdo da atividade com o tempo no
interior do repositorio, conforme mostrado na Fig. 6.4. Embora esta figura represente o
comportamento da atividade no interior do repositorio na modelagem deterministica, é
mostrado no Apéndice D, com a utilizacdo de nimeros adimensionais, que ela também

se aplica a modelagem estocastica.

Na Fig. 6.20-(a) sdo representados os valores da taxa de liberagdo em atividade do

repositério para 0 meio ambiente, A, obtidos com o modelo estocéstico 1. A solugdo
analitica (vide Apéndice D) e representada em forma de linha e a solugdo numérica em

forma de ponto (método de Euler-Maruyama).

O desvio relativo percentual méaximo entre a solugéo analitica (programa REPEA1)
e a solucdo numeérica (programa REPEN1) do modelo estocéastico 1, obtido com os
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valores das Tabelas 6.8 e 6.9, é igual a 0,7222%. Este resultado mostra uma boa
concordancia entre estas solugdes analitica e numérica, para a taxa de liberacdo em

atividade do repositorio para 0 meio ambiente.

Os valores da taxa de liberacdo em atividade do repositério para 0 meio ambiente,
A, obtidos com o modelo estocastico 2, sdo mostrados na Fig. 6.20-(b). Observa-se

com o auxilio das Tabelas 6.9 e 6.10 que os valores de A obtidos com o modelo
estocastico 2 sdo geralmente maiores que os valores obtidos para este pardmetro com o
modelo estocastico 1. Isso ocorre porque os valores de concentracdo em atividade no
interior do repositorio e as fugas de material radioativo deste para 0 meio ambiente sdo

maiores no modelo estocastico 2 [vide Eq. (5.48)].

Entretanto, observa-se que, durante o transbordamento do repositério, os valores de

A sdo iguais nos dois modelos, ja que também sdo iguais nos modelos estocasticos 1 e
2 a concentracdo em atividade no interior do repositério e as fugas de material

radioativo deste para o meio ambiente (vide se¢do 6.3.2.5).
6.4.2.9 Concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero
Na Fig. 6.21 sdo mostrados em forma de graficos os valores da concentracdo em

atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp, apresentados nas Tabelas 6.8, 6.9, e

6.10. A ndo-utilizacdo de filtros para selecionar apenas valores positivos de chuva

conduz a valores negativos de Cp, como no caso da taxa de liberacdo em atividade, A .
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Figura 6.21 — Concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero
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Na Fig. 6.21-(a) sdo representados os valores de Cp obtidos com o modelo
estocéstico 1. A solucdo analitica (vide Apéndice D) é representada em forma de linha e

a solucdo numérica em forma de ponto (método de Euler-Maruyama).

O desvio relativo percentual méximo entre a solucéo analitica (programa REPEA1)
e a solucdo numérica (programa REPEN1) do modelo estocéstico 1, obtido com os
valores das Tabelas 6.8 e 6.9, € igual a 0,7258%, evidenciando que existe uma boa
concordancia entre as solucdes analitica e numérica para a concentracdo em atividade

no ponto de descarga no aquifero, Cp.

Os valores de Cp, obtidos com o modelo estocastico 2, sdo0 mostrados na
Fig. 6.21-(b). Observa-se, com o auxilio das Tabelas 6.9 e 6.10, que estes valores sao
geralmente maiores que os obtidos para este pardmetro com o modelo estocéstico 1.
Isso ocorre porque a concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp,

é definida como a razdo entre A e a vazdo volumétrica média de agua no aquifero, Q,,

que é considerada constante. Assim, observa-se que o pardmetro Cp tem 0 mesmo

comportamento de A .

6.4.2.10 Concentracdo em atividade ao longo do aquifero

Os valores da concentracdo em atividade em um ponto do aquifero localizado a uma
distancia x = 0,5 m, Ca, sdo mostrados em forma de gréaficos na Fig. 6.22. Estes valores

sdo apresentados nas Tabelas 6.8, 6.9 e 6.10.

Também neste caso, observa-se a presenca das oscilacbes amortecidas dos valores
de Ca em torno do eixo das abscissas ao longo do tempo. Esse comportamento ja era
esperado, uma vez que a concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, é
diretamente proporcional a concentracdo em atividade no ponto de descarga no

aquifero, Cp, que também possui esse comportamento.
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Figura 6.22 — Concentracdo em atividade ao longo do aquifero
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Na Fig. 6.22-(a) é mostrada uma boa concordancia entre as solucdes analitica
(programa REPEAL) e numérica (programa REPEN1) da concentragdo em atividade ao
longo do aquifero, Ca, j& que o desvio relativo percentual maximo entre estas solugdes,

obtido com os valores das Tabelas 6.8 e 6.9, é igual a 0,6556%.

Os valores da concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, obtidos com o
modelo estocastico 2 (programa REPEN2), sdo mostrados na Fig. 6.22-(b). Observa-se,
com o auxilio das Tabelas 6.9 e 6.10, que estes valores sdo geralmente maiores que 0s
obtidos para este pardmetro com o modelo estocéstico 1. 1sso ocorre pela mesma razao

descrita na secéo 6.4.2.8.

6.5 COMPARACAO ENTRE OS MODELOS DETERMINISTICOS E OS
ESTOCASTICOS

6.5.1 Geral

A comparacdo entre modelos deterministicos e estocésticos é uma tarefa ardua,
tendo em vista que estes modelos possuem concepgdes bem diferentes.

Nos modelos deterministicos, os pardmetros que entram na concep¢do do modelo
sdo variaveis deterministicas, que possuem valores bem definidos no tempo e no

espaco.

Ja na modelagem estocastica, pelo menos um parametro que entra na concepcao do
modelo é uma variavel aleatdria, cujos valores ndo estdo bem definidos no tempo e no
espaco. O melhor que se pode dizer é que esse parametro é uma funcdo que associa
elementos de um espaco amostral a um numero real, segundo uma distribuicdo de

probabilidade.

Desta maneira, surge o dilema de como esses modelos com natureza téo diferentes

podem ser comparados.

154



Em principio, dependendo dos valores dos nimeros n; escolhidos aleatoriamente de

uma distribuicdo normal padrdo, N(0,1), os valores obtidos com o modelo estocastico,

para os parametros H, Cgr, A, Cp e Ca do repositorio, podem ser completamente
diferentes dos obtidos com 0 modelo deterministico.

Assim, uma forma para se comparar 0 modelo deterministico com o estocastico é
fazer uma escolha ndo-aleatéria (escolha direcionada) dos nimeros n;, de tal maneira
que a chuva tenha um comportamento similar nos dois modelos. Pode-se, por exemplo,
escolher um tipo de chuva que faca com que a altura de coluna de liquido no interior do
repositorio, H, no modelo estocastico seja crescente em média em um determinado
intervalo de tempo, ja que H tem este comportamento no modelo deterministico (vide
Fig. 6.1). Observa-se, que a escolha aleatdria dos nimeros n;, pode gerar valores de H
com comportamento contrario ao mencionado anteriormente, dificultando a comparacgéo

entre os modelos.

Os numeros n; mostrados na Fig. 6.11 possuem esta caracteristica, uma vez que as
alturas de coluna de liquido no interior do repositorio, H, geradas por eles sdo crescentes

em media no intervalo de 0 a 80 anos, conforme mostrado na Fig. 6.17.

Utilizando-se os valores dos nimeros n; da Fig. 6.11, obtém-se os valores da altura

de coluna de liquido no interior do repositorio, H, a concentracdo em atividade em seu

interior, Crg, a taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A ,a
concentracdo em atividade no ponto de descarga em atividade no aquifero, Cp, € a
concentracdo em atividade ao longo do mesmo, Ca, apresentados nas Figs. 6.23, 6.24,
6.25, 6.26 € 6.27.

6.5.2 Altura de coluna de liguido no interior do repositério

Na Fig. 6.23, os valores de H séo limitados no intervalo 0<H <H, por filtros

utilizados nos programas REPDA1, REPEAL, REPDA2 e REPEN2 (vide Fig. 2.3).
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Figura 6.23 — Altura de coluna de liquido no interior do repositorio
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Observa-se com o auxilio da Fig. 6.23, que H é uma funcéo crescente na modelagem
deterministica e uma funcéo oscilatéria na modelagem estocéstica, ou seja, uma funcéo
que é crescente em média em um intervalo de tempo e decrescente em média no

intervalo subsequente.

Uma ilustracdo para este fato é encontrada na Fig. 6.17, onde as fungdes estocasticas
que representam H nos modelos estocasticos 1 (curva vermelha) e 2 (curva azul) sdo
crescentes em média no intervalo de 0 a 90 anos e decrescentes em média no intervalo e
90 a 140 anos.

Enquanto na modelagem deterministica H atinge o seu valor maximo igual a
4,38 m apenas uma vez, na modelagem estocastica este valor maximo € atingido varias
vezes no intervalo de 0 a 40 anos, no modelo estocéstico 1, e no intervalo de 0 a 200
anos, no modelo estocéstico 2.

Assim, observa-se que na modelagem estocastica existe a possibilidade de
ocorrerem varios transbordamentos do repositorio, mesmo quando o fator de

degradacdo de seu teto, Fq, € constante. Isto ndo ocorre na modelagem deterministica.

Levando-se em consideracdo que o vazamento maximo de material radioativo para o
meio ambiente ocorre durante o transbordamento do repositério, observa-se que a
modelagem estocastica produz um maior impacto radiolégico em um individuo do

publico do que a modelagem deterministica.

Outro fato muito importante que pode ser observado na Fig. 6.23 é a possibilidade
de ocorréncia de transbordamentos para instantes de tempo relativamente curtos
(inferiores a 10 anos) na metodologia estocastica, quando o tempo de decaimento do
radionuclideo no interior do repositério é ainda muito pequeno. Este fato faz com que

esta metodologia seja ainda mais impactante.
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6.5.3 Concentracdo em atividade no interior do repositorio

Na Fig. 6.24 sdo mostrados, em forma de graficos, os valores da concentragdo em
atividade no interior do repositorio, Cg, obtidos com os programas REPDA1, REPEA1,
REPDA2 e REPEN2.
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Figura 6.24 — Concentracdo em atividade no interior do repositorio
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Observa-se, com o auxilio da Fig. 6.24, que na metodologia deterministica, 0s
valores de Cr s&o decrescentes com o tempo no intervalo de 0 a 300 anos. O mesmo
acontece com a metodologia estocastica embora algumas oscilagbes ocorram neste

intervalo.

Os valores da concentracdo em atividade no interior do repositério, Cgr, na
metodologia estocastica sdo inferiores aos valores deste parametro na metodologia
deterministica, antes do transbordamento do repositorio determinado por esta

metodologia.

Isto ocorre porgue o volume de liquido no interior do repositério, V., € menor na
modelagem deterministica em comparacdo com a estocastica (vide Fig. 6.23) e a

atividade no interior do repositério é igual nos dois modelos (vide Apéndices D e E).

Quando ocorre o transbordamento do repositério na modelagem deterministica,
observa-se que os valores de Cg sdo iguais nos modelos deterministico e estocastico.
Este resultado é atribuido ao fato de que, no transbordamento, tanto o volume de

liquido, V., € a atividade, Ag, no interior do repositério, sdo iguais nos dois modelos.

Na Fig. 6.24-(b), observa-se que o valor de Cr, na modelagem estocastica, aumenta
significativamente no interior do repositorio, no intervalo de tempo entre 130 anos e
140 anos e, posteriormente, ocorre um aumento de menor importancia para este
parametro no intervalo de 190 anos a 200 anos. Estes aumentos sdo atribuidos a reducéo
do volume de liquido no interior do repositorio, V., nestes intervalos de tempo, como
pode ser constatado na Fig. 6.23-(b). O aumento de Cr € maior no primeiro intervalo
devido a uma maior reducdo de volume de liquido e a um maior valor de atividade no

interior do repositério (menor tempo de decaimento do radionuclideo).
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6.5.4 Taxa de liberacdo em atividade do repositério para o meio ambiente

Os valores da taxa de liberagdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente,

A(t), obtidos com os programas REPDAL, REPEA1l, REPDA2 e REPEN2, sdo

apresentados em forma de graficos na Fig. 6.25.
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Figura 6.25 — Taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente
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Na secdo 6.4.2.7 foi descrita a influéncia nos valores de A quando ndo séo

utilizados filtros para eliminar os valores negativos de chuva. Esta estratégia é adequada

para se observar o comportamento de A .

Observa-se, com o auxilio da Fig. 6.25, que A é uma funcdo decrescente com o
tempo nos modelos deterministicos 1 e 2, cujo primeiro ponto de maximo ocorre em

t = 0 (vide Tabelas 6.3, 6.4, 6.5 e 6.6). Posteriormente, um segundo ponto de maximo

para A ocorre no transbordamento do repositério, ou seja, para instantes de tempo

iguais a 47 anos e 53 anos nos modelos deterministicos 1 e 2, respectivamente.

Na modelagem estocastica, A € representada por uma funcdo oscilante cujos
maximos, dependendo do tipo da chuva, podem estar localizados em qualquer ponto no

interior do intervalo de tempo 0 <t <300 anos.

Para a chuva gerada pelos numeros n; da Fig. 6.11 e que da origem aos valores de

A da Fig. 6.25, observa-se que os valores maximos encontrados para este parametro
s40 iguais nos modelos estocésticos 1 e 2. Seu valor é igual a 1,2326x10*! Bg/a e ocorre

emt=0.

Os valores de A tendem a 0 quando o tempo tende a infinito, tanto na metodologia
estocastica como na deterministica. Isto ocorre devido a redugdo com o tempo da

concentracdo em atividade no interior do repositério.

6.5.5 Concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero

Utilizando-se os programas de computador REPDALl, REPEALl, REPDA2 e
REPENZ2, obtém-se os valores da concentracdo em atividade no ponto de descarga no
aquifero, Cp, apresentados em forma de graficos na Fig. 6.26.
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Figura 6.26 — Concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero

O comportamento de Cp é similar ao de A, ja que ele é obtido dividindo-se este

parametro pela vazdo volumétrica media de agua no aquifero, Q,, que e considerada

constante.

162



6.5.6 Concentracdo em atividade ao longo do aquifero

Na Fig. 6.27 sdo mostrados, em forma de graficos, os valores da concentragdo em
atividade em um ponto do aquifero (x = 0,5 m), Ca, obtidos com os programas de
computador REPDA1, REPEAL, REPDA2 e REPEN2.

Ca [Bg/m?]
20T HWWHH
B \
i __ REPDAI1-Solugéo deterministica
: il i __ REPEAL1- Solugdo estocéstica
1000 F alid Ml -
i ( 10
~1000 |
B Il
(a) Modelos deterministico e estocastico 1
Ca [Bg/m®]
2000 T HWM MH
B __ REPDAZ2-Solugéo deterministica
- | _ REPEN2- Solucéo estocastica
1000 f il m
- m 7% q § |
[ 1 150
~1000 | ' ‘
i I

(b) Modelos deterministico e estocéstico 2

Figura 6.27 — Concentracdo em atividade ao longo do aquifero
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O comportamento da concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, na
modelagem deterministica foi exaustivamente analisado na se¢éo 6.3.2.6.

Para a modelagem estocéstica, observa-se com o auxilio da Fig. 6.27, que Ca € uma
funcdo oscilante que, dependendo do tipo de chuva considerada, pode atingir seus

valores méximos em qualquer ponto no interior do intervalo de tempo 0 <t <300 anos.

De acordo com a Fig. 6.27, observa-se que tanto na modelagem deterministica como
na estocéstica, Ca € uma funcdo que tende a 0, & medida que o tempo tende a infinito.
Esta caracteristica pode ser atribuida & concentracdo em atividade no interior do
repositorio, Cg, que tem a propriedade de amortecer as flutuacGes de Ca ao longo do

tempo.

6.6 DETERMINACAO DA DISTANCIA CRITICA DO REPOSITORIO
UTILIZANDO-SE OS MODELOS DETERMINISTICOS E
ESTOCASTICOS

6.6.1 Geral

Conforme mencionado na secdo 1.1, a distancia critica do repositorio, Xgit, €
definida como a distancia compreendida entre o ponto de descarga em atividade no
aquifero, e um pogo cuja agua possui uma concentracdo em atividade capaz de provocar

um impacto radiolégico, em individuos do publico, igual ao limite da CNEN.

De acordo com a secdo 1.3, o impacto radiolégico em um individuo do publico,
devido ao repositorio de Abadia de Goias, foi limitado em termos de dose anual em
20 mSv (CNEN, 1991). Para este limite de dose anual e considerando-se 0S mesmos
caminhos (pathways) de dose utilizados no RFAS do repositorio de Abadia de Goias
(NUCLEN, 1996), obtém-se para a concentracdo em atividade critica no aquifero, Ceit,
um valor igual a 7,42x10° Bg/m® (o limite atual de dose efetiva anual preconizado para

repositorios de rejeitos radioativos € mostrado na secéo 1.3).
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Assim, observa-se que determinar a distancia critica do repositorio significa
determinar o valor de x no aquifero onde o valor maximo de Cx € igual a Cgit, OU Seja,

CAmax = Ccrit '

6.6.2 Modelos deterministicos

Utilizando-se o programa de computador REPDA2 (que € mais conservador que o
programa REPDA1), obtém-se os valores maximos de concentracdo em atividade no

aquifero, C, _, mostrados na Tabela 6.11.

Tabela 6.11 — Concentracdo em atividade méaxima no aquifero obtida com a

modelagem deterministica

Distancia do poco ao repositério Concentracdo em atividade maxima no
X ponto X
[m] CAmaX
[Ba/m?]
0,00 1,0043x10*
1,00 7,8064x10°
2,00 3,2686x10?
3,00 9,2110x10"
4,00 2,6171x10*
5,00 7,4752
6,00 2,1427

6.6.3 Modelos estocasticos

A distancia critica do repositorio, Xcit, € determinada na modelagem estocastica com
a utilizacdo do programa de computador REPEN2, que € mais conservador que o
REPENL.

O programa REPEN2 ¢ executado 20 vezes (para a selecdo aleatoria de 20 tipos

diferentes de chuvas) para cada valor de x apresentado na Tabela 6.12, e 0 maior valor

de concentragdo encontrado, C, _ , € mostrado nesta tabela. O nimero 20 € arbitrario,
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pois 0 programa poderia ser executado 50 vezes, 10° vezes, 10° vezes para cada valor de
x. Obviamente que, quanto maior for o nimero de execucBes do programa REPEN2,
maior serd a probabilidade de se encontrar valores maiores para Ca. Entretanto, esta
estratégia ndo pode ser utilizada indefinidamente e um nimero de execucfes para 0

programa tem que ser fixado.

Tabela 6.12 — Concentracdo em atividade maxima ao longo do aquifero obtida com a

modelagem estocastica

Distancia do pogo ao repositorio Concentracéo em atividade maxima no
X ponto X
[m] C A
[Ba/m°]
0,00 4,9676x10°
1,00 1,2059x10°
2,00 3,3422x10°
3,00 9,4186x10*
4,00 2,6761x10*
5,00 7,6440x10°
6,00 2,1912x10°

O numero de 20 execucdes do programa REPEN2 para cada x é baseado no fato de
que estas execucOes ndo sao demasiadamente demoradas, e que é mais importante para
esta tese 0 desenvolvimento de uma metodologia estocastica do que propriamente a

obtencao de valores definitivos para C, _ .

Por outro lado, observa-se que, para o repositorio de Abadia de Goiés, o principal
mecanismo de redugdo da atividade no interior do repositorio € o decaimento radioativo.
Assim, fica evidente que os maiores valores de concentracdo em atividade ao longo do
aquifero, Ca, ocorrerdo para o caso de chuvas que provoguem o transbordamento
precoce do repositorio. Dentre os 20 tipos de chuvas escolhidas aleatoriamente para
cada valor de x, verificou-se que isso ocorreu pelo menos uma vez. Assim, pode-se

afirmar que os valores maximos de Ca,, aPresentados na Tabela 6.12 ndo devem

aumentar significativamente, com o aumento do numero de execucbes do programa
REPENZ2.
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6.6.4 Comparacao entre os modelos deterministicos e estocasticos

Os valores das Tabelas 6.11 e 6.12, juntamente com o valor da concentragdo em
atividade critica no aquifero, Cgit = 7,42x10° Bg/m?®, sdo mostrados em forma de grafico

monolog na Fig. 6.28.

Cane [BA/M’]

E
| Modelo estocastico (REPEN2)

1.010° k

10000 E Ccrit
oo Modelo deterministico (REPDA?2)
E
1 F M
0 1 2 3 4 5 6 X [m]

Figura 6.28 — Concentracdo em atividade maxima ao longo do aquifero

Observa-se com o auxilio da Fig. 6.28 que os valores de C, ., obtidos com a

modelagem deterministica (curva preta), sdo maiores que o valor de Cgjt (curva

vermelha) no intervalo 0 m<x <01l m. Assim, a distancia critica do repositério de

Abadia de Goias na modelagem deterministica € igual a 0,1 m.

Para a modelagem estocastica, observam-se que os valores de C Ang ¢ TEPresentados

pela curva azul, s6 sdo menores que o valor de C;; quando x >51 m . Desta forma, a

distancia critica do repositorio nesta modelagem é igual a 5,1 m.

Assim, observa-se que para 0 repositorio de Abadia de Goids, a substituicdo da

metodologia deterministica pela estocastica provoca um grande impacto no valor da
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distancia critica do repositério. O valor obtido, para este parametro, na metodologia
estocastica é 51 vezes maior que o obtido na metodologia deterministica.

Embora, a mudanca de metodologia cause um grande impacto no valor de X, este
impacto é insignificante para o repositorio de Abadia de Goiés, pois a menor distancia
entre este repositorio e a cerca do seu sitio é igual a 100 m.

O gréfico da Fig. 6.28 é um grafico monolog, com abscissa linear e ordenada
logaritmica. Observa-se, com o auxilio desta figura, que a curva do modelo
deterministico (curva preta) e praticamente uma reta no intervalo 2 m<x <6 m, o que
levanta um questionamento sobre o valor desta curva em X = 1 m, ou seja, se este ndo
deveria ser maior para que o formato de reta fosse mantido em todo o intervalo

0 m<x<6m,como ocorre com a curva do modelo estocastico (curva azul).

Para responder a essa questdo, os programas REPDA2 e REPEN2 foram executados

uma unica vez, para cada valor de x no intervalo 0 m<x<1m, com incrementos

Ax iguais a 0,10 m, e os resultados séo apresentados na Tabela 6.13.

Tabela 6.13 — Concentracdo em atividade maxima ao longo do aquifero obtida no

intervalo 1, [0, 1]

Distancia entre 0 poco ao Concentracdo em atividade méxima no ponto x
repositorio A,
X [Bg/m’]
[m] Modelo deterministico Modelo estocastico
(REPDA2) (REPEN2)
0,00 1,0043x10* 4,9676x10°
0,10 2,7412x10° 4,0545x10°
0,20 2,2019x10° 3,5056x10°
0,30 1,8829x10° 8,8437x10*
0,40 1,6395x10° 2,5269x10°
0,50 1,4382x10° 8,5533x10"
0,60 1,2666x10° 2,0364x10°
0,70 1,1179x10° 1,7843x10°
0,80 9,8800x10° 7,0019x10°
0,90 8,7376x10° 1,3733x10°
1,00 7,8064x10 7,4477x10°
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Com os valores apresentados nas Tabelas 6.11, 6.12 e 6.13 foram tragados o0s
graficos da Fig. 6.29.

Ca,., [Ba/m’]

10000

1000

100

0 1 2 3 4 5 6 x [m]
(a) Modelo deterministico (REPDAZ2)
Ca,, [Ba/m’]
1. O10° ;
100000. ;
10000 ;
e )

(b) Modelo estocastico (REPEN2)

Figura 6.29 — Concentracdo em atividade maxima ao longo do aquifero
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Com o auxilio da Fig. 6.29-(a), observa-se que o refinamento na determinagdo dos

valores de C, _, na modelagem deterministica e no intervalo 0 m <x <1m, indicou

que a solucdo deterministica ndo pode ser representada por uma reta no intervalo

0 m < x <6 m, pois existe uma depressao no valor de Capper EMX=1m.

Este comportamento pode ser melhor explicado trabalhando-se com a Eq. (5.68).

Sejam as fungdes f; e f, definidas pelas seguintes equagdes, respectivamente:

*

f, = 05)Expl( Vix ) X]Exp[-B x]. erfo[¢] 6.1)
2D,. D, t
f, =(0.5).Ex [( Vix ).X].Exp[B” x]erfc[—A*t] (6.2)
- b, P D, .t '

Substituindo-se as Egs. (6.1) e (6.2) na equacdo (5.68), obtém-se a seguinte

expresséo:

C, =C,f, +C,f, (6.3)

Apos a insercdo das Egs. (6.1), (6.2) e (6.3) no programa REPDA2, obtém-se com
este programa os valores dos parametros apresentados na Tabela 6.14.

Na primeira coluna da Tabela 6.14, da esquerda para a direita, sdo apresentados 0s

valores da distancia entre o repositorio e 0 pogo, X.

Os valores da concentracdo no ponto de descarga no aquifero, Cp, determinados
com o auxilio das Egs. (5.55) e (5.56), sdo apresentados na segunda coluna da
Tabela 6.14.

Jé& os valores das funcdes f; e f,, apresentados respectivamente nas terceira e quarta
colunas da Tabela 6.14, sdo obtidos com a utilizacdo das Egs. (6.1) e (6.2),

respectivamente.
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Tabela 6.14 — Parametros importantes para a analise de C, no modelo deterministico

X CD f1 f2 CA t
[m] [Ba/m’] [Bg/m?] [a]
0 1,0043x10* | 8,3925x10* | 1,6076x10*" | 1,0043x10* 0
1 1,4446x10° | 5,4039x107 | 3,0579x10° | 7,8065x10? 53,5
2 1,2008x10° | 2,7019x107" | 2,0110x10° | 3,2686x10° 61,5
3 6,3615x10° | 1,4378x107" | 1,0128x10° | 9,2110x10! 89
4 3,3701x10% | 7,7156x107 | 4,9925x10* | 2,6171x10" 116,5
5 1,8061x10% | 4,1125x10 | 2,6388x10™ 74753 143,5
6 9,7917x10' | 2,1737x107 | 1,4658x10™ 2,1428 170

Na quinta coluna da Tabela 6.14 sdo apresentados os valores méximos da

concentracao em atividade ao longo do aquifero, C, , obtidos com a utilizacdo da

Eq. (6.3).

Finalmente, sdo apresentados na ultima coluna do lado direito da Tabela 6.14, o0s
instantes de tempo, t, em que a concentracdo em atividade ao longo do aquifero é

maxima, para cada valor de Xx.

Com base nos valores de Cp, f; e f, apresentados na Tabela 6.14, observa-se que 0s
dois primeiros parametros tém maior influéncia no comportamento de Ca do que o

parametro f,.

Observa-se, com o auxilio da Tabela 6.14, que no intervalo de tempo compreendido

entre 0 e 1 ano, ocorrem redugdes nos valores de Cp e f; iguais a 86% e 35,6%,

respectivamente, provocando uma reducéo no valor de C, igual a 152%.

Ja no intervalo de tempo compreendido entre 1 ano e 2 anos, a reducdo nos valores

de Cp e f; sdo iguais a respectivamente 16,9% e 50%, reduzindo o valor de C, ~em

75,4%.
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Para o intervalo de tempo entre 2 anos e 3 anos, os valores de Cp e f; sofreram

reducGes iguais a 47% e 46,8%, respectivamente, reduzindo o valor de C, ~em

aproximadamente 116%.

Quando estes calculos séo realizados para todos os valores de x da Tabela 6.14,

observa-se que a maior reducédo no valor de C, ocorre justamente no intervalo
0<x <1. Assim, pode-se afirmar com seguranga que existe realmente uma depressao
em x =1m, nacurvade C, obtida com o modelo deterministico e apresentada na

Fig. 6.28, e que esta depressdo pode ser atribuida principalmente a grande reducdo no

valor de Cp nesse intervalo.

E importante observar que os valores do instante de tempo em que Ca € maximo, t,
(4ltima coluna do lado direito da Tabela 6.14) aumentam a medida que sao

incrementados os valores de x.

Relembrando que erfo(—x) =1—-erf(-x), erf(-x)=—erf(x) e erf(xo)=1,
observa-se que a funcdo erfc(x) aumenta a medida que x se torna cada vez mais

negativo e atinge o seu maximo igual a 2, no limite quando X — —o0.

Na Eq. (6.3), observa-se que o valor de Ca aumenta com o aumento de f; e que este

A . x Xx—At
parametro também aumenta quando o valor da funcgéo erfc(2

D, t

[vide Eq. (6.1)]. Como o valor desta fungdo aumenta & medida que seu argumento

) é incrementado

*

se torna cada vez mais negativo, é evidente que todo aumento de x deve ser
tz

rx

acompanhado de um aumento em t para que esta caracteristica seja mantida.

Com relacdo a modelagem estocéstica, observa-se que a forma aproximadamente

retilinea mostrada na Fig. 6.28 para Ca.. é confirmada na Fig. 6.29-(b), obtida com a

utilizacdo dos valores da Tabela 6.13. As retas apresentadas nestas figuras representam
os limites superiores dos valores de Ca, para cada instante de tempo t, na modelagem

estocastica.
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7. CONCLUSOES E SUGESTOES

O objetivo desta tese foi o desenvolvimento da anélise de seguranca deterministica e
estocéstica, para um repositorio proximo a superficie com cripta de concreto, destinado

a deposicao de rejeitos radioativos de baixo e médio niveis de radiacao.

As analises foram realizadas para um cenario de infiltracdo de agua no interior do
repositério, considerando-se como pardmetro de referéncia a concentragdo critica em

atividade no aquifero, Cgit.

Para este cenario de acidente, foi determinada a distancia critica do repositorio, X,
utilizando-se os modelos matematicos deterministicos e estocasticos, desenvolvidos

neste trabalho.

A distancia critica do repositorio, X, € definida nesta tese como a distancia entre o
ponto de descarga em atividade no aquifero e um pogo capaz de provocar uma dose, em
um individuo do publico, igual ao limite de dose estipulado pela CNEN.

Os modelos matematicos sdo desenvolvidos com base na equacao de Richards para

o fluxo de liquidos em meios porosos e na equacao de transporte de soluto neste meio.

Para a realizacdo deste trabalho foram desenvolvidos 0os modelos matematicos e 0s

programas de computador, mencionados na Fig. 2.3.

Nos modelos deterministicos 1 (com vazamento do tipo 1) e 2 (com vazamento do
tipo 2), apresentados nos Apéndices A e B, as equagdes foram resolvidas analiticamente
com a utilizacdo do calculo convencional (ndo-estocastico), e numericamente pelo

método de Runge-Kutta de 42 ordem.
No modelo estocastico 1 (com vazamento do tipo 1), apresentado no Apéndice D, as

equacdes estocasticas foram resolvidas analiticamente com base no calculo estocéstico

de Ito e numericamente pelo método de Euler-Maruyama. J& no modelo estocastico 2
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(com vazamento do tipo 2), apresentado no Apéndice E, as equagles estocasticas foram

resolvidas apenas pela via numérica, utilizando-se o método de Euler-Maruyama

E avaliado o impacto no valor da distancia critica do repositério de Abadia de
Goias, considerado como um caso de estudo, quando a metodologia deterministica é
substituida pela estocéstica, considerada mais adequada para modelar adequadamente a

chuva como um processo estocastico.

O impacto verificado na distancia critica desse repositorio, quando a metodologia
deterministica é substituida pela estocéstica, € 0 aumento no valor de Xt de 0,1 m para
5,1 m. Embora a mudanca de metodologia cause um grande impacto no valor de Xcrit,
este impacto € insignificante para o repositorio de Abadia de Goids, pois a menor

distancia entre este repositorio e a cerca do seu sitio é igual a 100 m.

Este resultado indica que se deve tomar muito cuidado com a utilizacdo de modelos
deterministicos no estudo de processos estocasticos, pois 0s resultados obtidos podem

ndo retratar a realidade do problema.

Os valores obtidos analiticamente (vide Apéndice A) e numericamente (pelo método

de Runge-Kutta de 42 ordem) com o modelo deterministico 1, para H, Cgr, A, Cp e Ca
concordam entre si com um desvio relativo percentual maximo igual a 0,008%,

evidenciando uma 6tima concordéancia entre as solugdes analitica e numérica.

Jé& para 0 modelo deterministico 2, os valores obtidos analiticamente (vide Apéndice

B) e numericamente (pelo método de Runge-Kutta de 4% ordem), para os parametros H,

Cr, A, Cp e Ca concordam entre si com um desvio relativo percentual méximo igual a
0,01%. Assim, uma 6tima concordancia entre as solucBGes analitica e numérica é

também verificada neste caso.

Os valores obtidos analiticamente (vide Apéndice D) e numericamente (pelo método

de Euler-Maruyama) com o modelo estocéastico 1, para H, Cg, A, Cp e Ca concordam
entre si com um desvio relativo percentual méximo igual a 0,7258%. Estes resultados

foram obtidos com incrementos de tempo, At, iguais a 0,5 a no método de Euler-

174



Maruyama. Uma melhor concordancia entre as solugdes analitica e numérica pode ser
obtida reduzindo-se os valores de At (vide Apéndice F). Entretanto, julgou-se
desnecesséria a aplicacdo desta pratica, uma vez que este erro ndo provoca nenhum

impacto no valor da distancia critica do repositorio, Xt (vide secdo 6.4.2.6).

Com relacdo aos valores obtidos numericamente (pelo método de Euler-Maruyama)

com o modelo estocastico 2 (descrito no Apéndice E), para os parametros H, Ck, A , Cp
e Ca, observa-se que estes ndo puderam ser comparados com os valores obtidos de uma
solugdo analitica, pois a mesma ndo foi disponibilizada nesta tese. A ndo inclusdo de
uma solucdo analitica para 0 modelo estocastico 2 tem como objetivo evitar um
aumento desnecessario do escopo de trabalho desta tese, ja que esta inclusdo exigiria
que a equacgdo estocastica ndo-linear de Ito fosse resolvida analiticamente. Julgou-se
desnecesséria a realizacdo desse trabalho adicional, uma vez que se pode observar, com
0 auxilio das Tabelas 6.8, 6.9 e 6.10, que o modelo estocastico 2 tem um
comportamento e produz valores muito similares ao modelo estocastico 1, na

determinacédo dos parametros mencionados anteriormente.

Observa-se que, os valores da atividade no interior do repositério de Abadia de
Goids, Ar, sdo praticamente iguais nos modelos deterministicos e estocasticos,
evidenciando que este parametro € mais influenciado pelo decaimento radioativo do que
pela fuga de material radioativo pelas fronteiras do repositério, e que o termo
estocastico desempenha um papel secundario na equacdo de balanco de Agr (vide
Apéndices D e E).

A presente pesquisa mostra que, a altura de coluna de liquido no interior do
repositério, H, obedece a uma equagcdo diferencial deterministica ordinaria de Riccati no
modelo deterministico (vide Eq. 5.26) e a uma equacdo diferencial estocastica ordinaria
de Ito no modelo estocastico (vide Eq. 5.72), que sdo resolvidas nos Apéndices de A a E

desta tese.
Verifica-se que, a altura de coluna de liquido no interior do repositério, H, é maior

nos modelos deterministicos e estocasticos do tipo 1, do que nos modelos do tipo 2

(vide Fig. 6.23). Isso ocorre porque a fuga de material radioativo € menor nos modelos
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do tipo 1. Assim, observa-se que 0s modelos que tém menores perdas de material
radioativo para 0 meio ambiente produzem os maiores valores de H. Consequentemente,

o tempo de transbordamento do repositério € menor nesses modelos.

Para as condicGes do repositorio de Abadia de Goias, observa-se que apenas ocorre
um transbordamento do repositorio no modelo deterministico, que é mantido ao longo
do tempo. Nos modelos deterministicos 1 e 2, os tempos de transbordamentos sdo iguais
a 47 anos e 53 anos, respectivamente. J& nos modelos estocasticos podem ocorrer Varios

transbordamentos do repositdrio, conforme mostrado na Fig. 6.23.

Conforme mencionado anteriormente, para o0 caso do repositério de Abadia de
Goids, 0 mecanismo mais importante para a reducdo de atividade no interior do
repositério, Ar, € 0 decaimento radioativo (vide se¢do 6.3.2.3). Assim, 0s maiores
impactos radioldgicos em individuos do publico ocorrem para transbordamentos
precoces do repositério, onde uma grande quantidade de material radioativo pode ser
lancada ao aquifero antes que os efeitos do decaimento radioativo possam ser

observados.

Com base no item anterior, observa-se que a modelagem estocastica produz maiores

valores de Xt do que a modelagem deterministica (vide Fig. 6.28).

No tocante a concentracdo em atividade no interior do repositério, Cg, observa-se
que ela é maior nos modelos do tipo 2 do que nos do tipo 1. Isso ocorre porque 0
volume da fase liquida é menor nos modelos do tipo 2 (menor valor de H na Fig. 6.23) e
a atividade no interior do repositorio, Ag, € praticamente igual nos dois modelos (vide
Fig. 6.4).

Verifica-se nesta pesquisa que, a taxa de liberacdo em atividade do repositério para

0 meio ambiente, A, € maior nos modelos do tipo 2. Este resultado ja era esperado pois

tanto a concentragdo em atividade no interior do repositério, Cr, como a vazdo

volumetrica de mistura (agua + radionuclideos) que sai do interior do mesmo, > Q, , sdo
i

maiores nos modelos do tipo 2 (vide Eq. 5.48).
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A concentragdo em atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp, também é maior

nos modelos do tipo 2, pois ela é obtida dividindo-se A pela vazéo volumétrica média

da agua no aquifero, Q,, que é considerada constante.

A concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, € maior nos modelos do

tipo 2. Este resultado é atribuido ao fato de que nesses modelos, mais material

radioativo € lancado ao aquifero, para um mesmo tempo de decaimento radioativo.

Como futuros trabalhos de pesquisa relacionados com esta tese recomendam-se:

Resolver analiticamente a Eq. (5.72), que é uma equacdo ndo-linear de Ito e
determinar as probabilidades dos processos estocasticos, envolvidos na
andlise de infiltracdo de &gua no interior de um repositdrio, utilizando-se a
equacdo de Fokker-Plank. O comportamento da equacdo ndo-linear de Ito,
utilizada na determinacdo da altura de coluna de liquido no interior do
repositério, H, é mostrado na Fig. 6.17 (solucdo numérica obtida com o
método de Euler-Maruyama). No caso da probabilidade ndo se pode fazer

previsdes sem antes resolver a referida equacao de Fokker-Plank;

Realizar estudos sobre modelos estocasticos de infiltracdo de agua no
interior de repositdrios proximo a superficie, considerando-se a presenca de
outros radionuclideos além do **’Cs. Para este radionuclideo, os valores do
coeficiente de retardo, Ry, para as condi¢bes do sitio de Abadia de Goiés, e
da constante de decaimento radioativo, A, sdo iguais a 1,1710x10* e
2,31x10% a™?, respectivamente. Estes valores fizeram com que os termos
estocasticos pudessem ser desprezados na equacdo de balan¢o de massa de
radionuclideo no interior do repositorio [vide Eq.s (D.55) e (E.32)],
simplificando o problema. Esta simplificacdo pode ndo ser valida para alguns

radionuclideos;

Considerar a presencga de ruidos estocasticos na equacdo de transporte de
radionuclideos no aquifero, obtendo-se uma equacéo diferencial estocastica,
gue pode ser resolvida por métodos numéricos estocasticos apropriados.

Nesta linha de pesquisa, pode-se citar o trabalho de KULASIRI &
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VERWOERD (1999) que trata do desenvolvimento de um modelo
estocastico computacional para a dispersdo de soluto em um meio poroso
saturado. Neste trabalho, a velocidade do fluido no meio poroso é modelada
como um processo estocastico, obtido pela soma de uma parte
deterministica, funcdo do tempo e do espago, com uma parte estocastica
representada pelo ruido branco gaussiano. Com esta consideracao, a equagdo
diferencial parcial deterministica original que governa o transporte de soluto
no meio poroso é transformada em uma equacao diferencial de Ito, que é

resolvida por um método numérico proposto pelos proprios autores.

No tocante a trabalhos de pesquisa envolvendo a modelagem estocastica em geral,
pode-se recomendar, além da aplicacdo em matematica financeira descrita na secéo 4.8,
a sua aplicacdo no estudo de fenébmenos fisicos, quimicos, biolégicos, etc, envolvendo

sistemas microscopicos, onde a teoria deterministica ndo produz bons resultados.

Uma das areas mais importantes para a aplicacdo da modelagem estocastica é a
microfluidica, que pode ser definida como a ciéncia e engenharia de sistemas com
dimensdes micrométricas, na qual o comportamento dos fluidos difere da teoria
tradicional para dominios macroscopicos. A microfluidica pode ser explorada para uma
variedade de aplicacdes cientificas e tecnoldgicas e, por esse motivo, ha a necessidade
de uma maior discussdo sobre os efeitos desse escalonamento (CNPEM, 2014). Ela é
aplicada as areas de sintese quimica, analise molecular, biodefesa, biologia molecular,
Otica, tecnologia da informacdo, microeletronicos, etc. Porém, encontra-se ainda em um
estagio inicial de seu desenvolvimento. As primeiras aplicacdes desta tecnologia foram
em analises, devido a uma série de vantagens, tais como: a utilizacdo de quantidades
muito pequenas de amostras e reagentes, a capacidade para realizar separaces e
deteccbes com alta resolucdo e sensibilidade com baixo custo envolvido
(WHITESIDES, 2006).

O desenvolvimento de micro sensores de fluxo, microbombas e microvalvulas no
final dos anos 80 dominou os primeiros estagios da area de microfluidica. Durante este
periodo, as principais plataformas exploradas para a fabricacdo de microsistemas eram
baseadas em vidro, quartzo e silicio. No entanto, desde a década de 1990 plataformas de

menor custo e facil acesso estdo sendo cada vez mais empregadas em microfluidica,
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incluindo polimeros elastoméricos e materiais descartaveis como papel e filmes de
transparéncia (CNPEM, 2014).

Atualmente, sistemas microfluidicos podem ser utilizados em diferentes areas
incluindo quimica, biologia, medicina, dentre outras. Alguns exemplos de aplica¢Bes
destes dispositivos incluem determinacdo de pH, monitoramento de cinética de reacdes,
interacdes biomoleculares, separacdes eletroforéticas, imunoensaios, citometria de
fluxo, manipulacéo de celulas, alem de analises protedmicas, metabolémicas, de DNA e

varias outras aplicacbes (CNPEM, 2014).

O uso de tais dispositivos apresenta uma série de vantagens bastante atrativas do
ponto de vista econdmico e tecnologico. Primeiro, porque o volume de fluidos no
interior destes sistemas é muito pequeno (nano litros a micro litros). Isto é
especialmente significativo para reagentes caros, ou em situaces onde a quantidade de
amostra € reduzida. Além disso, varias técnicas de fabricacdo sdo relativamente baratas,
permitindo a producdo em larga escala, bem como a integracdo de mdltiplas etapas
quimicas em um Unico dispositivo. Em consequéncia do tamanho reduzido dos
dispositivos, é possivel, por exemplo, realizar uma analise quimica em um intervalo de
tempo da ordem de segundos (CNPEM, 2014).

A microfluidica comegou a ser desenvolvida no Brasil no inicio dos anos 2000.
Atualmente, j& existem alguns grupos de pesquisa dedicados integralmente a esta linha
de pesquisa. Neste contexto, foi realizado recentemente, nos dias 24 e 25 de julho de
2014, o IV Workshop em Microfluidica, no campus da Universidade de Campinas em
Sao Paulo (CNPEM, 2014).

Como exemplo de pesquisa publicada nesta area de conhecimento humano, pode-se
citar o trabalho de ANDERSON (2013), que trata da modelagem estocastica e
simulacdo de processos microscopicos. O autor estuda os métodos matematicos
analiticos e numéricos que descrevem as interacdes e a evolucdo de sistemas fisicos
complexos modelados por processos microscopicos. Sdo abordados dois tipos de
sistemas que se diferenciam no tocante a modelagem utilizada no nivel microscépico,
ou seja, se sdo modelados por equagdes diferenciais estocasticas ou por processos

estocasticos microscopicos elementares. As equacgOes obtidas sdo resolvidas
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analiticamente utilizando-se o calculo estocéstico ou numericamente por simulagdes de

Monte Carlo.

Outro exemplo € a cinética de reacdes quimicas que sdo modeladas utilizando-se
equacdes diferenciais deterministicas. Nesta formulagdo, utiliza-se implicitamente a
hipGtese de que a concentracdo dos reagentes varia de forma continua e diferenciavel
(SCOTT, 2013). Para moles de reagentes (i. e. nimero de moléculas da ordem de 10%),
estas hipoteses sdo perfeitamente justificadas, desde que a mudanca em uma ou duas
moléculas, em uma populacéo de 10%* moleculas é, para qualquer objetivo ou propdsito,
infinitesimal (SCOTT, 2013). Isso explica o sucesso na aplicagdo de modelos
deterministicos para a maioria dos sistemas macroscopicos. Entretanto, para pequenas
quantidades de reagente, a formulacdo matematica tem que ser mais acurada. Dentro de
células vivas, por exemplo, a quantidade de reagentes tende a ser muito pequena, e uma
reacdo que altere a populacdo por uma ou duas moléculas gera uma grande mudanca
relativa, invalidando a hipotese de diferenciabilidade da concentracdo dos reagentes
(SCOTT, 2013). Além disso, as reacdes ndo ocorrem continuamente em um pegqueno
intervalo de tempo infinitesimal, mas sim em saltos para intervalos de tempo finito.
Desta forma, fica evidente a necessidade de aplicacdo da metodologia estocéstica no

estudo de fendmenos evolvendo sistemas microscopicos.

180



REFERENCIAS

ABUKHALED, M. 1., Runge-Kutta and Distribution Numerical Methods for
Approximate Solution of Stochastic Differential Equations”, Ph.D. dissertation,
Department of Mathematics and Statistics, Texas Tech University, Lubbock, USA,
1995.

AGUIAR, L. A., Avaliacdo de Risco de um Repositdrio Proximo a Superficie na fase
P6s-Fechamento em Cenario de Liberacio de Radionuclideos por Infiltracdo de Agua,
Tese de D.Sc., PEN/COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, Brasil, 2006.

AGUIAR, L. A., FRUTUOSO E MELO, P. F. and ALVIM, A. C. M., “Estimation of
Mean Time to Failure of a near Surface Radioactive Waste Repository for PWR Power

Stations”, International Nuclear Atlantic Conference — INAC, Santos, Brazil, 2007.

AHLFORS, L.V., Complex Analysis, An Introduction to the Theory of Analytic
Functions of one Complex Variable, Second Edition, International Student Edition,
Japan, McCGRAW HILL KOGAKUSHA LTDA, 1966.

ALLEN, E., Derivation of Stochastic Ordinary and Partial Differential Equations,
NIMBIioS Tutorial — Stochastic Models with Biological Applications, University of
Tennessee, Knoxville, USA, 2011.

ALVES, AS. & PASSOS, E.M., Determinacao do fluxo de mistura (agua + Cs-137)
através das paredes laterais do repositorio devido a porosidade da mesma, Relatorio
Nuclen n® TS3/BN/1170/940009, Rio de Janeiro, Brasil, 1994.

ALVES, A.S. & PASSOS, E.M., Determinacdo da altura de coluna de liquido, da
concentracdo de atividade de Cs-137 na fase liquida do repositorio, da taxa de
liberacdo de atividade e da concentracdo inicial deste radionuclideo no lencol freatico,
Relatério Nuclen n® TS3/BN/1170/950016, Rio de Janeiro, Brasil, 1995.

ALVES, AS. & PASSOS, E.M., Modelagem Matemética para a Migracdo de
Radionuclideos em Meios Porosos, Relatério Eletronuclear
n® GAS.T/3/BP1170/030012, Rio de Janeiro, Brasil, 2003.

ALVIM, A. C. M., Métodos Numericos em Engenharia Nuclear, Curitiba, Brasil,
Editora Certa, 2007.

181



AMINI, M.; SOHEILI, A. R. and ALLAHDADI, M., “Numerical Solution of Stochastic
Differential Equations Corresponding to Continuous Contribution”, Commun. Korean
Math. Soc.,, v. 26, n. 4, pp. 709-720, 2011. Disponivel em:
<http://www.mathnet.or.kr/mathnet/thesis_file/CKMS-26-4-709-720.pdf>. Acesso em
20 Jun. 2013, 15:30:27.

ANDERSON, A., Stochastic Modeling and Simulation of Microscopic Processes,
Centre for Mathematical Sciences, Numerical Analysis, Lund, Sweden, Lund University
Publications, 2013.

ANEVSKI, D., Riemann-Stieltjes Integral, Mathematical Sciences, Lund University,
Lund, Sweden, 2012.

ANSI/ANS-2.17 — Evaluation of Radionuclide Transport in Ground Water for Nuclear
Power Sites, American Nuclear Society - American National Standard Institute,
Illinois, USA, 1980.

APPLEBY, J. & WU, H., Solutions of Stochastic Differential Equations Obeying the
Law of the Iterated Logarithm with Applications to Financial Markets, School of
Mathematical ~Sciences, Dublin City University, 2008. Disponivel em:
<http://www.dcu.ie/maths/research/preprints/ms0903.pdf>. Acesso em 06 Jun. 2013,
11:05:42.

ARCHAMBEAU, C., Stochastic Differential Equations, University College, Centre for
Computational Statistics and Machine Learning, London, UK. Disponivel em:
<http://www0.cs.ucl.ac.uk/staff/C.Archambeau/SDE_web/figs_files/ca07_SDE _talk.pdf
>, Acesso em 02 Mar. 2014, 10:10:22.

ARNOLD, P., Langevin Equations with Multiplicative Noise: Resolution of time
discretization ambiguities for equilibrium systems, Department of Physics, University of
Virginia, Virginia, USA, 1999. Disponivel em: <http://arxiv.org/pdf/hep-
ph/9912208.pdf>. Acesso em 06 Out. 2014, 09:41:10.

BEAME, P. & MACHMOUCHI, W., Monotone Functions, Monotone Circuits and
Communication Complexity, Lecture 11, 2008. Disponivel em:
< http://courses.cs.washington.edu/courses/cse532/08sp/lect11.pdf>. Acesso em 04 Out.
2014, 11:21:42.

182


http://www.dcu.ie/maths/research/preprints/ms0903.pdf
http://www0.cs.ucl.ac.uk/staff/C.Archambeau/SDE_web/figs_files/ca07_SDE_talk.pdf
http://www0.cs.ucl.ac.uk/staff/C.Archambeau/SDE_web/figs_files/ca07_SDE_talk.pdf

BEAR, J., Hydraulics of Groundwater, The First Edition, New York, USA, McGraw-
Hill, 1979.

BIRD, R. B.; STEWART, W. E and LIGHTFOOT, E. N., Transport Phenomena, The
First Edition, Department of Chemical Engineering, University of Wisconsin,
Wisconsin, USA, Copyright by John Wiley & Sons, Inc., 1960.

BLACK, F. & SCHOLES, M., “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”’, The
Journal of Political Economy, v. 81, n. 3, pp. 637-654, May-Jun. 1973.

BRASIL, Lei Federal n° 10.308, de 20.11.2001, Dispde sobre a selegéo de locais, a
construcdo, o licenciamento, a operacdo, a fiscalizacdo, os custos, a indenizagéo, a
responsabilidade civil e as garantias referentes aos depdsitos de rejeitos radioativos, e
da outras providéncias. Publicada no D.O.U. de 21.11.2001, sec¢do I, 12 pagina.

BRAUMANN, C. A., Introduction to Stochastic Differential Equations, Centro de
Investigagdo em Matematica da Universidade de Evora — CIMA-EU, Stochastic Finance
2004 — Autumn School & International Conference, Evora, Portugal, 2004.

BRAUMANN, C. A., “Introducdo as Equagdes Diferenciais Estocasticas e
Aplicagoes”, X1l Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estatistica Ericeira,
EdicGes SPE, Lisboa, Portugal, 2005.

BRAUN, M., Equacbes Diferenciais e suas aplicacdes, Rio de Janeiro, Brasil,
EDITORA CAMPOS LTDA, 1979.

BUCKINGHAM, E., “Studies on the movement of soil moisture”, Bull 38, USDA,
Bureau of Soils, Washington D. C., USA, 1907.

BURRAGE, K.; LENANE, I. and LYTHE, G., “Numerical Methods for Second-Order
Stochastic  Differential Equations”, SIAM J.CI. COMPUT, v. 29, n. 1,
pp. 245-264, 2007.

BURRAGE, K.; BURRAGE, P. M. and TIAN, T., Numerical Methods for Strong
Solutions of Stochastic Differential Equations: an Overview, Advanced Computational
Modeling Centre, Department of Mathematics, University of Queensland, Australia.
Disponivel em:
<http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.205.6327 &rep=repl &type=
pdf>. Acesso em 10 Mar. 2014, 11:20:25.

183


http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.205.6327&rep=rep1&type=pdf
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.205.6327&rep=rep1&type=pdf

BUTCHER, J. C., “4 History of Runge-Kutta Methods”, Elsevier - Applied Numerical
Mathematics, v. 20, pp. 247 — 260, 1996.

CAPUTO, J. G. & STEPANYANTS, Y. A., “Front Solutions of Richard’s Equation”,
Transp. Porous Med., v. 74, pp. 1-20, 2008.

CARVALHO, J. C.; CANEPPELE, N.; FIGUEIREDO, C. M., “Um novo método para
resolver a equacdo de Langevin aplicada a dispersdo de poluentes atmosféricos em
regime de turbuléncia gaussiana”, ACTA SCIENTIAE, v. 5, n.1, pp. 55-63, 2003.

CHURCHIL, R. V., Variaveis Complexas e suas aplicacdes, Traducdo de Tadao
Yoshioka, , Rio de Janeiro, Brasil, EDITORA McGRAW - HILL DO BRASIL LTDA,
1978.

CNEN, Geréncia de Rejeitos Radioativos em Instalac6es Radiativas, CNEN-NE-6.05,
Rio de Janeiro, Brasil, 1985.

CNEN, Radioprotecdo e seguranca para deposicao final dos rejeitos radioativos
armazenados em Abadia de Goias, Projeto de Instrucdo Técnica, CNEN-IT-01/91, Rio
de Janeiro, Brasil, 1991.

CNEN, Critérios de Aceitacdo para Deposicdo de Rejeitos Radioativos de Baixo e
Médio Niveis de Radiacdo, CNEN-NE-6.09, Rio de Janeiro, Brasil, 2002.

CNEN, Licenciamento de InstalacGes Radiativas, Projeto de Norma, CNEN-NN-6.02,
Rio de Janeiro, Brasil, 2008.

CNEN, Diretrizes Basicas de Protecdo Radioldgica, CNEN-NN-3.01, Rio de Janeiro,
Brasil, 2011.

CNPEM, IV Workshop em Microfluidica, Unicamp, Campinas, Brasil, 2014.

COGHO, V. E. & BOTHA, J. F., Modeling Contamination of Ground Water in the
Vicinity of a Nuclear Waste Disposal Site, Institute for Ground Water Studies,

University of the Orange Free State, Bloemfontein, Republic of South Africa, 1984.

CORTIS, A. & BERKOWITZ, B., “Groundwater — Computer Note - Computing
“Anomalous” Contaminant Transport in Porous Media: The CTRW MATLAB
Toolbox”, Ground Water, v. 43, n. 6, pp. 947-950, 2005.

184



CYGANOWSKI, S., Solving Stochastic Differential Equations with Maple, School of
Computing and Mathematics, Goethe Universitat, Institut fur Mathematik, Frankfurt,
German, 1993.

DARCY, H., “Détermination des lois d’ecoulement de ['eau a travers le sable”, Les

fountaines publiques de la ville de Dijon, pp. 590-594, Victor Dalmont, Paris, 1856.

DAY, P. R., Soil Moisture Tension Measurements: Theoretical Interpretation and
Practical Application, University of California, Berkeley, USA. Disponivel em:
<http://www.clays.org/journal/archive/volume 3/3-1-557.pdf>. Acesso em
20 May. 2014, 17:10:10.

DE LA CRUZ, H. & ZUBELLLI, J. P., “Stabilized Integrators for Stochastic Differential
Equations Driven by Small Noises”, CNMAC2012, XXXIV Congresso Nacional de
Matematica Aplicada e Computacional, ISSN 1984-8218, pp. 1336-1342, Aguas de
Linddia, Brasil, 17 a 21 Set. 2012.

DIAS, W., Manual de Controle Radioldgico do Meio Ambiente — MCRMA, ETN,
CP/2/1170/000001, rev. 3, Rio de Janeiro, Brasil, 2004.

EVANS, L. C., An Introduction to Stochastic Differential Equations, Version 1.2,
Department of Mathematics, University of California, American Mathematical
Society — AMS, Berkeley, USA, 2013.

FORTUNA, A. O., Técnicas Computacionais para Dinamica dos Fluidos — Conceitos
Basicos e Aplicacbes, Primeira Edicdo, Sdo Paulo, Brasil, EDUSP — Editora da
Universidade de S&o Paulo, 2000.

FOURIER, J. B. J, Théorie Analytique de la Chaleur, F. Didot, Paris, France, 1822.

GALLAS, T., Stochastic Processes, Ito Calculus and Black-Scholes Formula, Complex
Systems and Statistical Physics Group, School of Physics and Astronomy, University of
Manchester, Manchester, UK, 2006. Disponivel em:
<http://www.theory.physics.manchester.ac.uk/~galla/diplomacourse.pdf>. Acesso em
11 Out. 2014, 10:11:30.

GLEESON, P. J., The Ito/Stratonovich Dilemma, Department of Mathematics and
Statistics,  University of  Limerick, Limerick, Ireland. Disponivel em:
<http://www3.ul.ie/gleesonj/Papers/SDEs/AM4062_notes7.pdf>. Acesso em 04 Out.
2014, 14:18:25.

185


http://www.clays.org/journal/archive/volume%203/3-1-557.pdf

GONTIS, V.; KAULAKYS, B. and RUSECKAS, J., “Nonlinear Stochastic Differential
Equation as the Background of Finantial Fluctuations”, 20" International Conference
(ICNF 2009), Noise and Fluctuations, Edited by M. Macucci and G. Basso, American
Institute of Physics, USA, 20009.

GREEN, W. H. & AMPT, C. A., “Studies on Soil Physics I. The Flow of Air and Water
through Soils ”, Journal of Agricultural Science IV (Part I), USA, 1911.

HAMDI, S.; SCHIESSER, W. E. and GRIFFITHS, G. W., “Method of Lines, Part I —
Basic Concepts”, Scholarpedia 2(7):2859, 2007. Disponivel em:
<http://www.pdecomp.net/Scholarpedia/MOL final.pdf>. Acesso em 18 June. 2013,
15:05:23.

HAUGH, M., Simulating Stochastic Differential Equations, Monte Carlo Simulation:
IEOR E4703, Columbia University, New York, USA, 2004. Disponivel em:
<http://www.columbia.edu/~mh2078/MCS04/MCS_SDEs.pdf>. Acesso em
22 June. 2013, 14:20:10.

HERZOG, F., Stability of Stochastic Systems, Institute for Dynamic Systems and
Control, Zurich, Swiss, 2010. Disponivel em:
<http://www.idsc.ethz.ch/Courses/stochasticsystems/Stability.pdf>. Acesso em
30 June.2014, 16:20:15.

HIGHAM, D. J. & KLOEDEN, P. E., MAPLE and MATLAB for Stochastic Differential
Equations in Finance, Department of Mathematics and Statistics, University of
Strathclyde, Glasgow, Scotland, 2001.

HIGHAM, D. ., “Stochastic Ordinary Differential Equations in Applied and
Computational Mathematics”, Paper submitted to the IMA Journal of Applied
Mathematics, “2020 Vision of Applied Mathematics”, 2010. Disponivel em: <
http://www.strath.ac.uk/media/departments/mathematics/researchreports/2010/7techima
.pdf>. Acesso em 07 May. 2013, 20:13:27.

HIROMOTO, G.; DELLAMANGO, J. C.; MARUMO, J. T.; ENDO, L. S.; VICENTE, R.
and HIRAYAMA, T., Introducdo a Geréncia de Rejeitos Radioativos, Instituto de
Pesquisas Energéticas e Nucleares, Departamento de Rejeitos Radioativos, Sdo Paulo,
Brasil, 1999.

186


http://www.columbia.edu/~mh2078/MCS04/MCS_SDEs.pdf
http://www.idsc.ethz.ch/Courses/stochasticsystems/Stability.pdf

HOLMAN, J. P. & WHITE, P. R. S., Heat Transfer, Seventh Edition, Metric Editions,
Mechanical Engineering Series, London, UK, McGraw-Hill Company, 1992.

HOTTOVY, S., The Fokker-Planck Equation, University of Wisconsin, Department of
Mathematics, Madison, USA, 2011. Disponivel em:
<http://www.math.wisc.edu/~shottovy/NumPDEreport.pdf>. Acesso em
21 Feb. 2013, 20:05:08.

HUNG, C., PRESTO-EPA-POP: A Low-Level Radioactive Waste Environmental
Transport and Risk Assessment Code, Methodology Manual,
v. 1, Prepared for U. S. Environmental Protection Agency — Office of Radiation
Programs, Washington, USA, 2000.

IAEA, Interim Storage of Radioactive Waste Packages, Technical Report Series n. 390,
Vienna, Austria, 1998a.

IAEA, The Radiological Accident in Goiania, STI/PUB/815, ISBN 92-0-129088-8,
Vienna, Austria, 1998b.

IAEA, Near surface disposal of radioactive waste, Safety Standard Series n. WS-R-1,
Vienna, 1999.

IAEA, Scientific and technical basis for the near surface disposal of low and
intermediate level waste, Technical Reports Series n. 412, 2002.

IAEA, Radioactive Waste Management Glossary, 2003 Edition, Vienna, Austria, 2003.

IAEA, Safety assessment methodologies for near surface disposal facilities, results of a
coordinated research project, v. 1 — Review and enhancement of safety assessment
approaches and tools, Vienna, Austria, 2004a.

IAEA, Safety assessment methodologies for near surface disposal facilities, results of a

coordinated research project, v. 2 — test cases, Vienna, Austria, 2004b.

IAEA, Storage of Radioactive Waste, IAEA Safety Standards for Protecting People and
Environment, IAEA Safety Standards Series n. WS-G-6.1, Vienna, Austria, 2008.

IAEA, Disposal of Radioactive Waste, IAEA Safety Standards for Protecting People
and Environment, IAEA Safety Standards Series n. SSR-5, Specific Safety

Requirements, Vienna, Austria, 2011.

187


http://www.math.wisc.edu/~shottovy/NumPDEreport.pdf

ISRAELSEN, O. W., “The application of hydrodynamics to irrigation and drainage
problems”, Hilgardia”, V. 2, pp. 479-528, 1927.

ITO, K., “On Stochastic Processes (Infinitely Divisible Laws of Probability)”, Ph.D.
Dissertation, Japan, Jouro Math XVIII, 261-301, 1942.

JAEGER, R. G., Engineering Compendium on Radiation Shielding - Shielding
Fundamentals and Methods, The First Edition, v. 1, Berlin, Germany, Springer Verlag,
1960.

JONES, P. B.; WALKER, G. D.; HARDEN, R. W. and McDANIELS, L. L., The
Development of the Science of Hydrology, Texas Water Commission, Circular
n. 63-03, USA, 1963.

KAVANAGH, K. R.; KELLEY, C. T.; BERGER, R. C.; HALLBERG, J. P. and
HOWINGTON, S. E., Nonsmooth Nonlinearities and Temporal Integration of
Richards’ Equation, Department of Mathematics and Center for Research in Scientific
Computation, North Carolina State University, North Carolina, USA, 2009.

KELLEY, C. T.; MILLER, C. T. and TOCCI, M. D., Method of Lines Solution of
Richards Equation, North Carolina State University, Center for Research in Scientific
Computation and Department of Mathematics, and Department of Environmental
Science and Engineering, North Carolina, USA, 1995.

KLOEDEN, P. E. & PLATEN, E., Numerical Solution of Stochastic Differential
Equations, Applications of Mathematics — Stochastic Modeling and Applied
Probability, New York, USA, Springer Publisher, 1999.

KOCH, D. L. & BRADY, J. F., “4 Non-local Description of Advection-Diffusion with
Application to Dispersion in Porous Media”, J. Fluid Mech., v. 180, pp. 387-403, 1987.

KOLMOGOROV, A. N., Foudations of the Theory of Probability, Translation Edited
by Nathan Morrison, University of Oregon, New York, USA, Chelsea Publishing
Company, 1956.

KREIDER, D. L.; KULLER, R. G.; OSTBERG, D. R. and PERKINS, F. W,
Introducdo a Analise Linear, EquacGes Diferenciais Lineares, Edicdo, v. 1, Traducao
de Genésio Lima dos Reis, EDITORA AO LIVRO TECNICO S/A, Rio de Janeiro,
Brasil, 1972.

188



KULASIRI, D. & VERWOERD, W., A Stochastic Model for Solute Transport in
Porous Media: Mathematical Basis and Computational Solution, Applied Computing,
Mathematics and Statistics Group, Division of Applied Manegement and Computing,
Research Report No: 99/11, ISSN 1174-6696, Lincoln University, Cantebury, New
Zealand, 1999.

KUMAR, C. P., Modeling Unsaturated Flow, Hard Rock Regional Centre, National
Institute of Hydrology, Belgaum, India, 1988.

KUNETSOV, P. I. & STRATONOVICH, R. L., Eletromagnetic Waves Distribution in
Multiwire Systems, Proceedings of 1947-1955, Vychisl. Tsentr. Akad., Moscow, SSSR,
1958.

KURTZ, T. G., Lectures on Stochastic Analysis, Department of Mathematics and
Statistics, University of Wisconsin, Madison, USA, 2007. Disponivel em:
<http://www.math.wisc.edu/~kurtz/735/main735.pdf>. Acesso em 25 Mar. 2014,
10:30:15.

LEE, D. H. & ABRIOLA, L. M., “Use of the Richards Equation in Land Surface
Parameterizations”, Journal of Geophysical Research, v. 104, n. D22, pp. 27,519-
27,526, 1999.

LEE, C. C.; TAN, Y. C.; CHEN, C. H. and YEH, T. C. J., “Stochastic Series Lumped
Rainfall-Runoff” Model for a Watershed in Taiwan”, Journal of Hydrology - Science
Direct — Elsevier, v. 249, pp. 30-45, 2001.

LONGTIN, A., Effects of Noise on Nonlinear Dynamics. Disponivel em:
<http://www.springer.com/?SGWID=4-102-45-103417-p3057121>. Acesso em 20
May. 2014, 15:20:05.

LUO, Y.; ZHIDONG, L.; ZHENG, L.; YANG, S.; OUYANG, Z. and ZHAO, Q., A
“Stochastic Model of Soil Water Regime in the Crop Root Zone”, Journal of Hydrology
- Science Direct — Elsevier, v. 335, pp. 89-97, 2007. Disponivel em:
<http://sourcedb.cas.cn/sourcedb_igsnrr_cas/zw/lw/200906/P020090625748233640235.
pdf>. Acesso em 26 Jan. 2013, 10:18:25.

189


http://www.math.wisc.edu/~kurtz/735/main735.pdf
http://www.springer.com/?SGWID=4-102-45-103417-p3057121
http://sourcedb.cas.cn/sourcedb_igsnrr_cas/zw/lw/200906/P020090625748233640235.pdf
http://sourcedb.cas.cn/sourcedb_igsnrr_cas/zw/lw/200906/P020090625748233640235.pdf

LYONS, S. M. J., Introduction to Stochastic Differential Equations, School of
Informatics, University of Edinburgh, Scotland. Disponivel em:
<http://homepages.inf.ed.ac.uk/s0978702/introsde.pdf>. Acesso em 10 May. 2013,
11:20:25.

MAHONY, C. O., The Numerical Analysis of Stochastic Differential Equations.
Disponivel em:
<http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.117.8043&rep=repl&type=
pdf>. Acesso em 20 Apr. 2013, 20:06:30.

McCAVITT, M. J., Guide to the Papers of Norbert Wiener — MC.0022, Massachusetts
Institute of Technology — MIT, Institute Archives and Special Collections — MIT
Libraries, Cambridge, USA, 2009.

MERTON, R. C., “Option Pricing when Underlying Stock Returns are Discontinuous”,
Journal of Financial Economics, v. 3, pp. 125-144, 1976.

MISTURINI, R., Movimento Browniano, Integral de Ito e Introducdo as EquacGes
Diferenciais Estocasticas, dissertacdo de M.Sc., Instituto de Matematica, Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, Brasil, 2010.

MONTGOMERY, D. C. & RUNGER, G. C., Estatistica Aplicada e Probabilidade para
Engenheiros, Segunda Edicdo, Traducdo de Verbnica Calado, Rio de Janeiro, Brasil,
LTC Editora, 1999.

MOVELLAN, J. R., Tutorial on Stochastic Differential Equations, MPLab Tutorials
Version 06.1, University of California, San Diego, USA, 2011. Disponivel em:
<http://mplab.ucsd.edu/tutorials/sde.pdf>. Acesso em 10 Apr. 2013, 17:30:10.

NACHABE, M. H.; ISLAS, A. L. and ILLANGASEKARE, T. H., Analytical Solutions
for Water Flow and Solute Transport in the Unsaturated Zone, University of Colorado,
Department of Civil, Environmental and Architectural Engineering, Boulder, USA,
1994,

NARAYANAN, R.; ZAKI, M. H. and TAHAR, S., “Using Stochastic Differential
Equation for Assertion Based Verification of Noise in Analog/RF Circuits”, Journal of

Electronic Testing: Theory and Applications, v. 26, n. 1, pp. 97-109, 2009.

NUCLEN, Repositorio de Abadia de Goias, Relatério Final de Analise de Seguranca
(RFAS), Rio de Janeiro, Brasil, 1996.

190


http://homepages.inf.ed.ac.uk/s0978702/introsde.pdf
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.117.8043&rep=rep1&type=pdf
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.117.8043&rep=rep1&type=pdf
http://mplab.ucsd.edu/tutorials/sde.pdf

OKSENDAL, B., Stochastic Differential Equations, An Introduction with Applications,
Fifth Edition, Corrected Printing, New York, USA, Springer Publisher, 2000.

OZISIK, M. N., Finite Difference Methods in Heat Transfer, Mechanical and
Aerospace Engineering Department, North Carolina State University, Boca Raton,
USA, CRC Press, 1994.

PACHEPSKY, Y.; TIMLIN, D. and RAWLS, W., “Generalized Richards’ Equation to
Simulate Water Transport in Unsaturated Soils”, Journal of Hydrology - Elsevier,
V. 272, pp. 3-13, 2003. Disponivel em:
<http://arsserv0.tamu.edu/SP2UserFiles/ad_hoc/12755100FullTextPublicationspdf/Publ
ications/timlin/genrichards.pdf>. Acesso em 01 Apr. 2013, 10:50:15.

PARLANGE, J. Y.; BARRY, D. A.; PARLANGE, M. B.; HOGARTH, W. L.;
HAVERKAMP, R.; ROSS, P. J.; LING, L.; STEENHUIS, T. S., “New Approximate
Analytical Technique to Solve Richards Equation for Arbitrary Surface Boundary
Conditions”, Water Resources Research, v. 33, n. 4, pp. 903-906, 1997.

PARLANGE, J. Y.; HOGARTH, W. L.; BARRY, D. A.; PARLANGE, M. B,
HAVERKAMP, R.; ROSS, P. J; STEENHUIS, T. S.; DIiCARLO, D. A;
KATUL, G., “dnalytical Approximation to the Solutions of Richards Equation with

Applications to Infiltration, Ponding and Time Compression Approximation”, Advances
in Water Resources — Elsevier, v. 23, pp. 189-194, 1999.

PONTEDEIRO, E. M. B. D., Avaliacdo de Modelos de Impacto Ambiental para
Deposicdo de Residuos Sélidos Contendo Radionuclideos Naturais em Instalacdes
Minero-Industriais, Tese de D.Sc., PEM/COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, Brasil, 2006.

RAMAN, K., A Stochastic Differential Equation Analysis of Cerebrospinal Fluid
Dynamics, Fluids and Barriers of the CNS 2011, Medill IMC Department,
Northwestern University, Evanston, USA, 2011.

RANGCON, D., Utilisation Pratique du Coefficient de Distribution pour la Mesure de la
Contamination Radioactive des Mineraux, des Roches, du sol et des eaux Souterraines,
Commissariat a L’Energie Atomique, Departement de Sdret¢ Nucléaire, Centre

d’Etudes Nucleaires de Cadarache, Rapport CEA-R-4274, Paris, France, 1972.

191


http://arsserv0.tamu.edu/SP2UserFiles/ad_hoc/12755100FullTextPublicationspdf/Publications/timlin/genrichards.pdf
http://arsserv0.tamu.edu/SP2UserFiles/ad_hoc/12755100FullTextPublicationspdf/Publications/timlin/genrichards.pdf

REEVES, M. & DUGUID, J. O., Water Movement Through Saturated-Unsaturated
Porous Media: Finite-Element Galerkin Model, Oak Ridge National Laboratory, For
the U. S. Atomic Energy Commission, Computer and Environmental Science Divisions,
UC-32-Mathematics and Computer, ORNL-4927, Tennessee, USA, 1975.

REIB, M., Stochastic Differential Equations, Lecture notes for courses given at Humbolt
University Berlin and University of Heidelberg, Institute of Applied Mathematics —
University of Heidelberg, Heidelberg, German, 2007.

RICHARDS, L. A., Capillary conduction of liquids through porous mediums, Ph.D.
dissertation, Cornell University, USA, 1931.

RICHARDSON, M., Stochastic Differential Equations Case Study, University of
Oxford, = Mathematical Institute, Oxford, UK, 2009. Disponivel em:
<http://people.maths.ox.ac.uk/richardsonm/SDEs.pdf>. Acesso em 20 Mar. 2013,
20:30:40.

RIECKE, H., Introduction to Stochastic Processes and Stochastic Differential
Equations — Lecture Note Sketches, Engineering Sciences and Applied Mathematics,
University of Bayreuth, Bayreuth, Germany, 2010. Disponivel em:
<http://people.esam.northwestern.edu/~riecke/\Vorlesungen/442/Notes/notes_442.pdf>.
Acesso em 12 Out. 2014, 17:07:55.

RILEY, K. F; HOBSON, M. P. and BENCE, S. J., Mathematical Methods for Physics
and Engineering — A comprehensive guide, Cambridge, UK, Cambridge University
Press, 1997.

ROOD, A. S., FOLAT: A Model for Assessment of Leaching and Transport of
Radionuclides in Unsaturated Porous Media, Final Report of the Code, K-Spar Inc.
Scientific Consulting, USA, 2003.

ROSS, P. J., Fast Solution of Richards’ Equation for Flexible Soil Hydraulic Property
Description, CSIRO Land and Water Science, Report n. 39/06, Melbourne, Australia,
2006.

ROSS, S. M., Introduction to Probability Models, 9" Edition, Burlington, USA,

Academic Press - Elsevier, 2007.

192


http://people.maths.ox.ac.uk/richardsonm/SDEs.pdf

SADEGHI, M.; GHAHRAMAN, B.; ZIAEI, A. N.; DAVARY, K. and REICHARDT,
K., “ddditional Scaled Solutions to Richard’s Equation for Infiltration and Drainage”,
Soil and Tillage Research — Elsevier, v. 119, pp. 60-69, 2012.

SALAMON, P., On Modeling Contaminant Transport in Complex Porous Media using
Random Walk Particle Tracking”, Ph.D. dissertation, Instituto de Ingenieria del Aguay
Medio Ambiente - IIAMA, Universidade Politécnica de Valencia, Valencia, Spain,
2006.

SALAMON, P.; GARCIA, D. F. and HERNANDEZ, J. J. G., “4 Review and
Numerical Assessment of the Random Walk Particle Tracking Method”, Journal of
Contaminant Hydrology - Science Direct - Elsevier, v. 87, pp. 277-305, 2006.

SAYTO, Y., Stability Analysis of Numerical Methods for Stochastic System with
Additive Noise. Disponivel em:
<http://www.shotoku.ac.jp/data/facilities/library/publication/education-

keizai08 2_06.pdf>. Acesso em 05 Jun. 2013, 09:20:10.

SAUER, T., Numerical Solution of Stochastic Differential Equations in Finance,
Chapter 19 of Handbook of Computational Finance, Springer Handbooks of
Computational Statistics DOl 10.1007/978-3-642-17254-0_19, Berlin, Germany,
Springer-Verlag, 2012,

SAYTO, Y. & MITSUI, T., “Mean-square Stability of Numerical Schemes for
Stochastic Differential Systems”, Vietnam Journal of Mathematics, v. 30, pp. 551-560,
2002. Disponivel em:
<http://www.math.ac.vn/publications/vim/vjm_30/So_DB_02/551-
560_Y.%208Sait0,%20T.%20Mitsui.pdf>. Acesso em 25 Jun. 2014, 19:30:15.

SCHUSS, Z., Chapter 4 - Theory and Applications of Stochastic Processes: An
Analytical Approach, Springer Science+Business Media, Applied Mathematical
Sciences 170, DOI 10.1007/978-1-4419-1605-1_4. Disponivel em: <_http://mitran-
lab.amath.unc.edu:8084/redmine/projects/polymerkineticmontecarlo/repository/revision
s/171/entry/biblio/LectureNotes/sde.pdf >. Acesso em 20 Jun. 2014, 09:20:50.

SCHWARZER, K., Radionuclidtransport im Boden, Institut fiir Nucleare
Sicherheitsforschung, Julich, Bericht n. 1572, Deutschland, 1972.

193


http://www.shotoku.ac.jp/data/facilities/library/publication/education-keizai08_2_06.pdf
http://www.shotoku.ac.jp/data/facilities/library/publication/education-keizai08_2_06.pdf
http://www.math.ac.vn/publications/vjm/vjm_30/So_DB_02/551-560_Y.%20Saito,%20T.%20Mitsui.pdf
http://www.math.ac.vn/publications/vjm/vjm_30/So_DB_02/551-560_Y.%20Saito,%20T.%20Mitsui.pdf

SCOTT, M., Applied Stochastic Processes in Science and Engineering, Department of
Applied Mathematics, University of Waterloo, Waterloo, Canada, 2013. Disponivel em:
<http://www.math.uwaterloo.ca/~mscott/Little_Notes.pdf>. Acesso em 02 Jul. 2014,
11:20:05.

SHOJI, I. & OZAKI, T., Estimation for Nonlinear Stochastic Differential Equations by
a Local Linearization Method, Tokio, Japan, 1998. Disponivel em: <
http://www.ism.ac.jp/~ozaki/publications/paper/1998 Shoji_Ozaki_sto_ana app.pdf>.
Acesso em 09 Jan. 2014, 22:17:45.

SIGMAN, K., Geometric Brownian Motion, Columbia University, Columbia, USA,
2006. Disponivel em: <http://www.columbia.edu/~ks20/FE-Notes/4700-07-Notes-
GBM.pdf>. Acesso em 15 Jul. 2014, 10:04:45.

SIGMAN, K., Introduction to Stochastic Integration, Columbia University, Columbia,
USA, 2007. Disponivel em: < http://www.columbia.edu/~ks20/FE-Notes/4700-07-
Notes-Ito.pdf >. Acesso em 20 Jul. 2014, 10:20:25.

SIMMONS, G. F., Calculo com Geometria Analitica — Volume |, Traducdo de Seiji
Hariki, Sao Paulo, Brasil, MAKRON Books do Brasil Editora Ltda, 1987.

SIMUNEK, J. & VAN GENUCHTEN, M. T., “Modeling Nonequilibrium Flow and
Transport Processes Using HYDRUS”, Vadose Zone Journal - Vadose Zone Modeling,
V. 7,n.2, pp. 782-797, 2008.

SOONG, T. T., Random Differential Equations in Science and Engineering, v. 103 in

Mathematics in Science and Engineering, New York, USA, Academic Press, 1973.

SRIVASTAVA, R. & JIM YEH, T. C., “Analytical Solutions for One-Dimensional,
Transient Infiltration Toward the Water Table in Homogeneous and Layered Soils”,

Water Resources Research, v. 27, n. 5, pp. 753-762, 1991.

STRATONOVICH, R. L., “On the theory of Optimal Nonlinear Filtering of Random
Functions”, Teor. Veroyatn. Primen., n. 2, pp. 239-242, 1959.

STRATONOVICH, R. L., “Conditional Markov Processes”, Teor. Veroyatn. Primen.,
n. 2, pp. 172-195, 1960.

STROOCK, D. W., Introduction to Markov Processes, Department of Mathematics,
Massachusetts Institute of Technology — MIT, Printed in Germany, Berlin, Germany,
Spring Publisher, 2005.

194


http://www.math.uwaterloo.ca/~mscott/Little_Notes.pdf
http://www.columbia.edu/~ks20/FE-Notes/4700-07-Notes-GBM.pdf
http://www.columbia.edu/~ks20/FE-Notes/4700-07-Notes-GBM.pdf

TANKOV, P., Financial Modeling with Lévy Processes, Centre de Mathématiques —
Ecole  Polytechniquer -  CMAP, Paris, France. Disponivel  em:
<http://www.impan.pl/CZM/tankov.pdf>. Acesso em 18 Jul. 2014, 15:19:05.

TOME, T. & DE OLIVEIRA, M. J., Dindmica Estocastica e Irreversibilidade, Sao
Paulo, Brasil, Edusp — Editora da Universidade de S&o Paulo, 2001.

UHLENBECK, G. E. & ORNSTEIN, R. U., “On the Theory of the Brownian Motion”,
Physical Review - V. 36, Holland, 1930. Disponivel em:
<http://fraden.brandeis.edu/courses/phys39/simulations/Uhlenbeck%20Brownian%20M
otion%20Phys%20Rev%201930.pdf>. Acesso em 07 Sep. 2014, 10:20:15.

VALLE, K. N. F., Métodos Numéricos de Euler e Runge-Kuta, Monografia apresentada
ao Programa de Poés-graduacdo em Matematica para Professores com Enfase em
Célculo da UFMG, como parte dos requisitos a obtencdo do titulo de Especialista em
Educacdo Matemaética, Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG), Belo Horizonte,
Brasil, 2012.

VAN GENUCHTEN, M. T., Calculating the Unsaturated Hydraulic Conductivity with
a New Closed-Form Analytical Model, 78-WR-08, Water Resources Program,
Department of Civil Engineering, Princeton University, Princeton, New Jersey, USA,
1978.

VASCONCELLQOS, C. A. B & AMORIM, J. C. C., “Numerical Simulation of
Unsaturated Flow in Porous Media Using a Mass-Conservative Model”,
16™ Brazilian Congress of Mechanical Engineering, Proceedings of COBEM 2001,
Fluid Mechanics, v. 8, p. 148, Brazil, 2001.

WIO, H. S. & TORAL, R., “Effect of non-Gaussian Noise Sources in a Noise-Induced
Transition”, Elsevier - Science Direct, Physica D, v. 193, pp. 161-168, 2004.

YUAN, R. & AO, P., Beyond It6 vs. Stratonovich, Department of Computer Science
and Engineering, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai, China, 2012.

ZARADNY, H., Groundwater Flow in Saturated and Unsaturated Soil, Edited by R. B.
Zeidler, Brookfields, USA, Distributed by A. A. Balkema Publishers, 1993.

ZITKOVIC, G., Introduction to Stochastic Process — Lecture Notes, Department of
Mathematic, The University of Texas, Austin, USA, 2010.

195


http://www.impan.pl/CZM/tankov.pdf
http://fraden.brandeis.edu/courses/phys39/simulations/Uhlenbeck%20Brownian%20Motion%20Phys%20Rev%201930.pdf
http://fraden.brandeis.edu/courses/phys39/simulations/Uhlenbeck%20Brownian%20Motion%20Phys%20Rev%201930.pdf

APENDICE A

A.1. MODELO DETERMINISTICO 1 (Solug&o Analitica)
A.1.1 GERAL

Este apéndice trata do desenvolvimento do modelo deterministico 1, com solucéo
analitica e vazamento do tipo 1 (vazamento de material radioativo pela base e teto do

repositorio).

A.1.2 HIPOTESES

As hipoteses deste modelo s&o:

1) Considera-se que a funcdo degradacdo do teto do repositério seja constante,
assim, F4(t) = Fg;

2) Despreza-se a vazdo volumétrica da fase liquida (radionuclideo + agua) que sai

através das paredes laterais do repositorio (Q, =0);

3) Considera-se que no instante da falha do repositorio, t;, a altura de coluna de
liquido no interior do mesmo é igual a H(ts).

A.1.3 ALTURA DE COLUNA DE LIQUIDO NO INTERIOR DO
REPOSITORIO

A altura de coluna de liquido no interior do repositério, H, é representada pela
Eg. (5.26), ou seja:

(L—:I+a.H2+b.H+c(t):0 (A1)
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onde:

4= K..(b, +b,) , [m-l_a-l];
n.A.L

KC

n.E

b=

'

o(t) = %[KC R, (0).(p+ i —e - 0], [m/al;

A = 4rea interna da base do repositério, [m?];
by = largura da base do repositério, [m];

b, = comprimento da base do repositorio, [m];
E = espessura da base do repositério, [m];

e = taxa de evapotranspiracao, [m/a];

Fa(t) = funcéo degradagéo do teto do repositorio (0 < F,(t) <1);

Ir = taxa de irrigacao do repositorio, [m/a];

Ke = condutividade hidraulica do concreto, [m/a];

L = espessura das paredes do repositorio, [m];

n = porosidade da regido interna do repositério;

p = taxa de precipitacdo pluviométrica, [m/a];

r = escoamento de agua tangente a superficie do terreno (surface runoff), [m/a];

Utilizando-se as hipoteses (1) e (2) observa-se que F4(t) = Fqe (.33 =0. Com base no
Capitulo 5 observa-se que a Eq. (A.1) pode ser simplificada dando origem a seguinte

equacao:
—+bH=-c¢ (A.2)

onde:
b= K
n.E

c:%[Kc “E.(p+ir-e-n]
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A Eqg. (A.2) € uma equacdo diferencial ordinaria linear homogénea de primeira
ordem e do primeiro grau. Ambos os membros da Eq. (A.2) podem ser multiplicados

pelo fator €', assim:
(d—H+ b.H)e"" = — ce®™ (A.3)
dt
A Eq. (A.3) pode ser colocada na forma:
E(H.eb't). =—ce™ (A.4)
dt
Utilizando-se o simbolo de integral nos dois membros da Eq. (A.4) obtém-se:

j%(H.eb") = —_"c.e”'t +C, (A5)

onde C; € a constante de integracao.

Resolvendo-se as integrais da Eq. (A.5) obtém-se:
Heb = — (%).eb-t e (A6)

Da hipotese (3) observa-se que quando t = t;, entdo H = H(tf). Utilizando-se estas

expressdes na Eq. (A.6) obtém-se a seguinte equacédo para Ci:
_ C\qy bt
C, =[H(t) + (e (A7)
Substituindo-se a Eq. (A.7) na Eq. (A.6) obtém-se:

H=H(t) + (Dle " = () (Ag)
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A.1.4 DETERMINACAO DO INSTANTE DE TEMPO EM QUE SE
INICIA O TRANSBORDAMENTO DO REPOSITORIO

O instante de tempo a partir do qual ocorre o transbordamento (overflow) do

repositdrio, t,, pode ser determinado com o auxilio da Eq. (A.8), substituindo-se nesta

equacéo a expressdo H =H,, para t =t,. Assim, obtém-se a seguinte equagao:

H, +(0)

t =t = () nfl— 2] (A9)
b c
HEE)+ ()

A.l5 MASSA DE RADIONUCLIDEO NA FASE LIQUIDA NO
REPOSITORIO

A.1.5.1 Geral

A massa de radionuclideo na fase liquida no repositério, My,, deve ser determinada

considerando-se as situacdes de ndo-transbordamento e transbordamento do repositorio.

A.1.5.2 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A massa de radionuclideo na fase liquida, M,w, pode ser determinada utilizando-se a

Eq. (5.43), que é aqui reproduzida:

erw__ éz‘*‘és
" [M(—n.A.Rd.H)]'M“” (A.10)

onde Ry € o coeficiente de retardo definido na Eqg. (5.28).
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Utilizando-se a hipotese (2) observa-se que (.23 = 0. Substituindo-se esta expressdo
na Eq. (A.10) obtém-se:

M, Q,
= [M(—n.A.Rd.H)]'M“” (A.11)

A vazdo volumétrica da fase liquida (dgua + radionuclideos) que sai pela base do

repositorio, éz, é representada pela Eq. (5.24), ou seja:

Q. =K.ACED) (A12)

Substituindo-se a Eq. (A.12) na Eq. (A.11) obtém-se:

M K K
d = — [ A ——+——] M, (A.13)
dt nR,E nR,H
ou
M K K
M, =—[A+——+——]dt (A.14)
M., nR,E nR,H

Integrando-se os dois membros da Eq. (A.14) desde um tempo de falha t; até um
tempo t arbitrario, obtém-se:

My _ K. oy K IE
I\,va(tf)]— [Mn.Rd.E]'(t t;) (n_Rd).jH (A.15)

t

In[
E necessario resolver a Gltima integral do membro direito da Eq. (A.15). Definindo-
se 0s parametros o, = H(tf)+(%) e a, =(%) observa-se que a Eq. (A.8) pode ser

colocada na seguinte forma:
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H=o,e"" —q, (A.16)

Com base nas Egs. (A.15) e (A.16) observa-se que:

pdt dt A17
jﬁ_ja (e ") _ g (A17)
1 2

t t

Multiplicando-se 0 numerador e o denominador da Eqg. (A.17) pela expresséo

b.a,.e” ') obtém-se:

t t b.(t—t;)

dt 1 b.o,.e” . dt

M (b : : b.(—;) (A.18)
’ Oy {0y — 0,8
Considerando-se a mudanga de variavel u=oa, —a,e” ", observa-se que

du =—b.a,.e™") dr. Substituindo-se estas expressdes na Eq. (A.18) obtém-se:

td 1 u(t) d
T % (A.19)
i H bot,” iy &

Resolvendo-se a integral do membro direito da Eq. (A.19) e aplicando-se os limites

de integragéo observa-se que:

t _ b.(t-t¢)
JSE = I B (A20)
tfH b.o, ‘ o, — 0o, ‘
Substituindo-se a Eq. (A.20) na Eq. (A.15) obtém-se a seguinte equacao:
_ b.(t—t;)
M =R ot ) 4 (e ).|n[|°°1 @2 (A2
M, (t,) nR,.E nRyba, | oo,
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Substituindo-se na Eq. (A.21) as expressdes o, = H(t;) + (%) e a,= (%) , obtém-

S€:

M K, K, c

In w_]=—[\ (t—t An[iL (1—e>tt)
[M,W(tf)] [ +n.Rd.E]( f)jL(n.de.c) [ +(b.H(tf))( )]
(A.22)
o . K K
Substituindo-se na Eq. (A.22) as expressdes B, = (A + ), B,=(——) e
R,.E nR,.Cc
B =(L) obtém-se:
° ChH(t) '
In[ M., 1=—B,(t—-t.)+PB In[‘1+[3 (1—e>t)] (A.23)
M, ()" T T |
A Eq. (A.23) pode ser colocada na forma mais compacta:
My, =My, (t){E ™) [1+ B (1™ )]} (A24)

A massa de radionuclideo que poderia entrar em equilibrio com a fase liquida no

repositorio, no instante da falha do mesmo, € representada pela Eq. (5.42), ou seja:

M
M, (t) = R—O.e-“f (A.25)

d

onde My € a massa de um determinado radionuclideo no interior do repositorio no

instante t = 0.

Substituindo-se a Eq. (A.25) na Eq. (A.24) obtém-se a seguinte equacao:

M, = (%).{(e-[ﬁl‘“f) Y4BT Y tet ] (A.26)
d
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A.1.5.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A altura de coluna de liquido no interior do repositério, H, atinge seu valor maximo
igual a H;. A massa de radionuclideo no interior do repositorio é governada pela
Eq. (5.44), ou seja:

My, L+ Qa+Q,
a R,NAH, Mo (A27)

onde Q, é a vazdo volumétrica de mistura (agua + radionuclideo) que sai pelo teto do

repositério durante o transbordamento do mesmo.

Substituindo-se a Eq. (5.27) na Eq. (A.27) obtém-se:

erw [}\44_ ((1_fm)(Q2+Q3)+mel)]dt

=— (A.28)
M., () R,NAH,

onde f, (0 < f, < 1) € o fator de mistura que corrige a atividade do liquido que sai pelo

teto do repositdrio durante o seu transbordamento.

E importante observar que apo6s o transhordamento do repositério todos os termos
entre colchetes na Eq. (A.28) séo constantes.

Integrando-se ambos os membros da Eg. (A.28) desde um tempo de

transbordamento “t;"* até um tempo “t” qualquer, obtém-se:

M, =M, (t)e &t (A.29)

onde Cl* =[7\4+ ((1_fm)'(Q2+Q3)+fm'Ql)]
R,nAH.

e o simbolo “TR” indica que as vazdes

TR

Q,, Q,e Q, sédo determinadas para o transbordamento do repositorio, quando H = H,.
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Da  hipétese  (2) observa-se  que Q;=0. Assim, neste caso:

(l_fm)'Q2+fm'Ql )]

C, =[r+
=l R,NAH,

TR

O simbolo Q, representa a vazdo volumétrica de agua que entra pelo teto do

repositorio, durante a falha do mesmo. Esta vazao é representada pela Eq. (5.3), ou seja:
Q, =F, A(p+ir—e—1). (A.30)

A vazdo volumétrica Q, € determinada utilizando-se a Eq. (A.12), fazendo-se

H=H,.
A massa de radionuclideo, no interior do repositério, no instante do

transbordamento do mesmo, Mp(t;), pode ser determinada utilizando-se t = t; na
Eq. (A.26). Assim, obtém-se:

Mo (6) = (RO B0 H0) e, (e )] ) (A31)
d
Substituindo-se a Eq. (A.31) na Eq. (A.29) obtém-se:

M - —t;) + +C, (- -t -
Mrw =(R_0)_{(e [By-(ti—ts) + Atz +Cy (1 tt)]).|:|1+63.(1_eb(tt tf))]Bz} Vvt E[tt,OO) (A.32)

d
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A.1.6 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE DE RADIONUCLIDEO NA FASE
LIQUIDA NO REPOSITORIO

A.1.6.1 Geral

A concentracdo em atividade na fase liquida no repositério, Cg, é definida como a

razdo entre a atividade desta fase e o volume da mesma.

A.1.6.2 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade na fase liquida no repositorio, Cg, € determinada

utilizando-se a Eq. (5.45), ou seja:
Cr =(=—).(5%) (A.33)

onde:

Ao = Atividade de um determinado radionuclideo no interior do repositorio no instante
t=0, [Ba];

My = Massa de um determinado radionuclideo no interior do repositério no instante
t=0, [kal;

Substituindo-se a expresséo V,, =n.AH juntamente com a Eqg. (A.26) na

Eq. (A.33) obtém-se:

Ay

S B2 c .
nR,AH 1"} vitelt t] (A34)

CR :( ).{(e—[ﬁl.(t—tf)+x.tf]).[‘l_i_Bal(l_eb.(t—tf))

Substituindo-se a Eq. (A.16) na Eq. (A.34) obtém-se a seguinte equacao:

A, ) {(e—[51-(t—tf) + }"-tf]).[‘l_'_ B3-(1_ eb-(t_tf))]BZ

nR,.A o.(e" ) —ay,

CR:(

} Vtelt,,t] (A.35)
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A.1.6.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

Deve-se substituir na Eq. (A.33), a expresséo V, = n.AH, juntamente com a

Eq. (A.32). Assim, obtém-se:

AO

_ = [By-(ti=te) + At + Cf . (t-1,)] _ bt 182
e NTRA G )[1+B, (1—e> )P} Ve[t )

(A.36)

A.1.7 TAXA DE LIBERACAO EM ATIVIDADE DO REPOSITORIO PARA O
MEIO AMBIENTE

A.1.7.1 Geral

A taxa de liberacdo em atividade do repositorio para o0 meio ambiente, A, é obtida
multiplicando-se a concentracdo em atividade da mistura (dgua + radionuclideos), no

interior do repositorio, pela vazdo volumétrica de mistura que sai do mesmo.

A.1.7.2 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A taxa de liberacdo em atividade do repositdrio para 0 meio ambiente, A , pode ser
determinada pela Eq. (5.49), ou seja:

A =Cp.(Q,+Q,) (A37)

No presente caso C.)g =0 (hipotese (2)) e a Eq. (A.37) d& origem a seguinte

equacéo:
A=C..Q, (A38)
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Substituindo-se as Egs. (A.12) e (A.35) na Eq. (A.38) obtém-se a taxa de liberacdo

em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A, ou seja:

- ALK, E
A=(—Z—2) L+ bty
nR,.E a,.(e )-a,

14(e [B.-(t—t;) + k-tf]).[‘1+ Ba-(l_ eb-(t—tf))]ﬁz}

Vitelt,,t] (A39)

A.1.7.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A taxa de liberacdo em atividade do repositério para 0 meio ambiente, A, é
determinada pela Eq. (5.51), ou seja:

A=Cpo [1=f,)(Qp+ Q) +1,,.Q1] (A.40)

Da hipotese (2) observa-se que é3 =0. Assim, a Eqg. (A.40) assume uma forma

mais simplificada:

A=Cpl(l-F,).Q,+f,.Q.] (A41)

Substituindo-se as Egs. (A.12), (A.30) e (A.36) na Eqg. (A.41), obtém-se a expressao

para a taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A, ou seja:

L ] A *
A=( 0 )l{[e_[pl'(tt_tf) + 0+ Cy '(t_tt)]]'[‘1+ BSl(l_eb'(tt_tf))

]le
n.R,.H,

(A42)
H +E

E

[(L—F,) Ko (o) + F, Fy(Q i —e- 1T}

vV telt,,o)
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A.1.8 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE NO PONTO DE DESCARGA NO
AQUIFERO

A.1.8.1 Situacdo em gue nao ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp, pode ser

determinada utilizando-se a Eq. (5.55):

c, = CrlQ:+Qsl (A43)
b,H,.v,

Da hipotese (2) observa-se que Q3 =0. Assim, a Eqg. (A.43) se reduz a seguinte

equacao:
Ce-Q
=—= =< A.44
° b,H,.v, (A.44)
Substituindo-se as Egs. (A.12) e (A.35) na Eq. (A.44) obtém-se:
A, K
Cpo=(—2—)y,. vV telt,t A.45
D (n'Rd'ba'Ha'Va)WI V2 [te.t] ( )
onde:

o) —a, +E
E

(e [By-(t=t¢) + A.t¢] ).[‘1+ B,.(1— eb.(tftf))
Y, =

v, =( )

]Bz

a,.e ") —a,

208



A.1.8.2 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp, pode ser

determinada utilizando-se a Eq. (5.56):

c. - Ce.[(1-f,).(Q,+ Q) +f,.Q,] (A.46)
b,.H,.v,

De acordo com a hipotese 2, Qs =0, entdo a Eq. (A.46) se reduz a:

_ Cel-1,).Q,+ Q)] (A47)
b, H,.v, |

CD
Substituindo-se as Egs. (A.12), (A.30) e (A.36) na Eq. (A.47), obtém-se:

CD — Cz*.{(e' [By-(te-te) + Aoty + cl*'(t_tt]).[‘l_'_ Ba-(l_ eb-(tt'tf))]BZ} Vte [tt,OO) (A.48)

onde:

. A,

H +E
C, =( !
nR,H, b, H,.

= )]

v ).[F. Fy (G ir—e—r) + (L—F. ).K_.(

re

A.1.9 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE AO LONGO DO AQUIFERO

A.1.9.1 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A concentragdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, pode ser determinada

utilizando-se a Eq. (5.68):
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v . x—A"t
C, =(0.5).C,.Ex ) x].Exp[-B" x].erfd ——=1+
A =(05)C, p[(Z-Drx)] p[ 1 0[2. Dert]
A (A.49)
\Y; . X+A .t
0.5)C,.Ex ) X].Exp[B" x].erfd——=
(05).Cp p[(Z.D,X) 1.Exp[B X] 0[2. Drx-t]

onde Cp é determinado pela Eq. (A.45).

A.1.9.2 Quando ocorre o0 transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, pode ser determinada
utilizando-se a Eq. (A.49), porém Cp tem que ser determinado utilizando-se a
Eq. (A.48).
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APENDICE B

B.1. MODELO DETERMINISTICO 2 (Solugio Analitica)
B.1.1 GERAL

Este apéndice trata do desenvolvimento do modelo deterministico 2, com solugédo
analitica e vazamento do tipo 2 (vazamento de material radioativo pela base, paredes

laterais e teto do repositorio).

B.1.2 HIPOTESES

Sédo utilizadas as seguintes hipdteses neste modelo:

1) Considera-se que a funcdo degradacdo do teto do repositério € constante, assim,
Fq(t) = Fq;

2) Considera-se que no instante da falha do repositorio, t;, a altura de coluna de
liquido no interior do mesmo ¢é igual a H(ty);

3) A altura de coluna de liquido no interior do repositorio, H, é uma funcéo real e

nao-decrescente.

B.1.3 ALTURA DE COLUNA DE LIQUIDO NO INTERIOR DO
REPOSITORIO

Na Eq. (5.26) foi mostrado que a altura de coluna de liquido no interior do

repositério, H, pode ser representada pela seguinte equacao:

(L—:I+a.H2+b.H+c(t):0 (B.1)
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onde:

4= K..(b, +b,) [mtal]:
nAL

b=

K,
[a';
nE[]

o(t) = %[Kc CE(0).(p + ir —e — 1], [M/al;

A = area interna da base ou do teto do repositorio, [m?];
b, = largura da base do repositorio, [m];
b, = comprimento da base do repositdrio, [m];

E = espessura da base do repositério, [m];
e = taxa de evapotranspiracdo, [m/a];

Fa(t) = funcdo degradacéo do teto do repositorio (0 < F,(t) <1);

ir = taxa de irrigacdo no repositorio, [m/a];
K. = condutividade hidraulica do concreto, [m/a];
L = espessura das paredes do repositério, [m];

n = porosidade da regido interna do repositorio;
p =taxa de precipitacdo pluviométrica, [m/a];

r = vazao de dgua tangente a superficie do terreno (surface runoff), [m/a];

Utilizando-se a hipotese (1) observa-se que Fq(t) = F4. Substituindo-se esta

expressao na Eg. (B.1) obtém-se:

C;—:I+a.H2+b.H +¢=0 (B.2)

onde:

c= LK -F(p+ir—e— D)
n

Esta equacdo é denominada Equagdo de Riccati com coeficientes constantes
(KREIDER et al., 1972).
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Da Eqg. (B.2) observa-se que toda constante que satisfaca esta equacdo tem que

satisfazer a equagdo do segundo grau associada a mesma, ou seja, se "h " & uma

constante, solugdo da Eq. (B.2), entdo é valida a seguinte equag&o:
2
ah,“+bh +c=0 (B.3)

As solugdes da Eq. (B.3) podem ser representadas pela equacéo:

_—btJA

h
P 2.4

(B.4)

onde A=b*-4.ac.

De acordo com KREIDER et al. (1972), a equagdo de Riccati com coeficientes
constantes pode ser reduzida a uma equacdo diferencial linear de primeira ordem,

fazendo-se a seguinte mudanca de variavel:

1
H:hp+ﬁ (BS)

onde h é uma func¢do associada a H.

Substituindo-se a Eq. (B.5) na Eq. (B.2), obtém-se a seguinte equac&o:
1 dh, 1
h_z'(a_E)Jr ﬁ.(2.a.hp+b)+(a.hp2+b.hp+<:)=0 (B.6)

Observa-se que o ultimo termo do membro esquerdo da Eq. (B.6) é igual a zero,

pois 0 mesmo € igual a Eq. (B.3).

Logo a Eq. (B.6) pode ser colocada na forma:
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% - (ah,+b)h-a=0 (B.7)

Como h, pode ser qualquer solucdo particular, com a utilizagdo da hipdtese (3)

observa-se que H deve ser uma funcdo ndo-decrescente. Consequentemente, h deve ser

uma funcdo nao-crescente [vide Eg. (B.5)] e deve-se escolher h =h =%.
Substituindo-se esta expressao na Eg. (B.6), obtém-se a seguinte equacéo:
c(jj—T+\/Z.h —a=0 (B.8)

Na tentativa de se resolver a Eq. (B.8), devem-se considerar 3 casos que serdo

analisados a seguir.

Inicialmente seja 3, definido pela expressao 3 :\/N.

B.1.3.1 Casoem que A>0

Para o caso em que A > 0, entdo JA = \/m = . Substituindo-se esta expressdo na

Eq. (B.8), obtém-se a seguinte equacdo:

dh
— +pBh-a=0 B.9
P (8.9

Segundo KREIDER et al. (1972), a solucdo da Eg. (B.9) pode ser representada

como:

h=Coe ™+ (%) (B.10)

onde C, € uma constante arbitraria.
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Substituindo-se a Eqg. (B.10) na Eg. (B.5) e lembrando que h, = hm:'— bz—a\/X

obtém-se a seguinte equacao:
_ Ay
H=h, +[C,.e B't+(E)] ! (B.11)

onde B ja foi definido anteriormente.

Da hipotese (2) observa-se que para t=t,, H=H(t;) entdo

C, =[—(3) +;].e‘“f . Substituindo-se esta expressdo na Eq. (B.11), obtém-se a
B H (tf ) - h Py
seguinte equacéo:
h a 1 -t (@
o)+ e +()3+1
B H(t)-h, B
H= 3 1 2 (B.12)
=)+ v 1e ™+ ()}
B H(tf ) —h Py B
B.1.3.2 Caso em que A=0
Para o caso em que A=0, entdo a Eg. (B.8) se reduz a seguinte equacao:
dh
—=a B.13
m (B.13)
Integrando-se os dois membros da Eq. (B.13), obtém-se a seguinte equacao:
h=at+C, (B.14)

onde C, tambem é uma constante arbitraria.
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Substituindo-se a Eq. (B.14) na Eq. (B.5), para h,=h = _Z_ba’ obtém-se a

seguinte equacgéo:
H=h, +[at+C,]™* (B.15)

Mas para t=t, observa-se que H=H(t;). Desta maneira obtém-se a expressao

“a(h, —H(t))t, +1

5 . Substituindo-se esta expressdo na Eq. (B.15), obtém-se a
H(t;)-h,

seguinte equacdo:

H_ahm(HaQ—hm)a—p)+HaJ
©a(H(t)-h,).(t-t,)+1

(B.16)

B.1.3.3Casoemgue A< 0

Para o caso em que A< 0 e lembrando que B= \/N entdo a Eq. (B.8) assume a

seguinte forma:

dh .
—+iBh—-a=0 B.17
i (8.17)

onde i=,/-1.

Com o auxilio de CHURCHIL (1978) e AHLFORS (1966), pode-se mostrar que a

solucdo da Eq. (B.17) € da seguinte forma:

h=C,e -2

i B.18
B)I (B.18)

Segundo BRAUN (1979) ¢ vélida a seguinte equacao:
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e M= [cos(B.t) —isen(p.t)] (B.19)

Substituindo-se a Eq. (B.19) na Eq. (B.18), obtém-se a equacao:

h = [C,.cos(B.t) — i.(C,sen(B.t) + (%))] (B.20)

Substituindo-se a Eg. (B.20) na Eqg. (B.5) e lembrando que hthpf_ bz_a b

obtém-se a seguinte equacao:
H=h, +{[C;.cos(.t) — i.(C;sen(B.t) + (%))]}l (B.21)

A hipotese (2) indica que para t=t.,, H=H(t,), entdo se obtem a expresséo

[H(tf)—hm].(;).i -1

C3 = (H(tf)_hpl)'(COS(B'tf)_ i.Sen(B-tf))

. Substituindo-se esta expressdo na equacao

(B.21), entdo se obtém a seguinte equacao:

_ hpl'[(§1+ n,)+ (&, + M,)]
B n,+im,

H

(B.22)

onde:

H(t)-h,
&= (h—)'COS(B'tf) ;

n,= cos.t)+ (%).[H(tf )—h, 1[sen(Bt)— sen(Bt,)];

H(t;)-h,
EJz = (h—l)-sen(ﬁ-tf) ;

P

n, =—sen(B.t>+(§).[H(tf>—hm].[cos(s.o—cos(B.tf)];
i=/-1.
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As equacOes de H obtidas neste apéndice sdo apresentadas na Tabela B.1.

De acordo com a hipdtese (3), a altura de coluna de liquido no interior do
repositorio, H, é uma funcdo real e ndo-decrescente. Com o auxilio da Tabela B.1,
observa-se que a Unica equacdo de H que atende a esta hipotese é a Eq. (B.12), e,
portanto, sera a Unica equacdo utilizada doravante neste apéndice para a altura de

coluna H.

Tabela B.1 - Equagdes para a altura de coluna de liquido H

A h H Egs.

Py

Ay o b

H B H(‘tf)_hp1
A>0 | -b-B ) 1 ey @ B.12
oa {l (B)+iH(tf)_hp1]-e +(B)}
A=0 | b H_a.hpl.(H(tf)—hpl).(t—tf)+H(tf)
24 ©a(H(t)-h,).(t-t,)+1 B.16
A<O0 —b-Bi hpl'[((gl +n,) +1.(&; +1,)]
T H= B.22
N +M;

B.1.4 DETERMINACAO DO INSTANTE DE TEMPO EM QUE SE
INICIA O TRANSBORDAMENTO DO REPOSITORIO

O instante de tempo a partir do qual ocorre o transbordamento (overflow) do

repositorio, t,, pode ser determinado com o auxilio da Eqg. (B.12), substituindo-se nesta

equacdo H =H, e t=t,. Assim, obtém-se a seguinte equag&o:
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a 1
(H, —hpl)-[—(g) +H(tf)—hp1)]

—(Hr—hpl).(g)ﬂ

t, =t, +(%).In{ (B.23)

B.1.5 MASSA DE RADIONUCLIDEO NA FASE LIQUIDA NO
REPOSITORIO

B.1.5.1 Geral

A massa de radionuclideo na fase liquida no repositério, My, deve ser determinada

considerando-se as situacdes de ndo-transbordamento e transbordamento do repositério.

B.1.5.2 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A massa de radionuclideo na fase liquida no repositério pode ser determinada

utilizando-se a Eq. (5.43), ou seja:

erw__ é2+(:\)3
0 [M(—n.Rd.A.H)]'M“” (B.24)

A vazdo volumétrica da fase liquida (agua + radionuclideo) que sai através da base

do repositorio, (.32 , pode ser determinada pela Eq. (5.24):

. H+E
QZ =KC'A'( E

) (B.25)

A vazdo volumétrica da fase liquida (radionuclideo + agua) que sai através das

paredes laterais do repositorio, é3, é representada pela Eq. (5.25):
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és :Kc-(HTZ)-(b1+b2) (B.26)

Substituindo-se as Eqgs. (B.25) e (B.26) na Eq. (B.24) obtém-se:

dm 1 KA K..(b, +b,)H

K.A
W= —{ A+ )+ (——)+ M B.27
o { n-Rd-A[( = )+( H )+( . M, (B.27)
A Eqg. (B.27) pode ser colocada na seguinte forma:
tdM ¢ 1 K.A, K_.A_ Kb, +b,)H
W | A+ ) () 4 (2 d B.28
Jerw tjf{ TR A E ) R (B.28)

onde t; representa o tempo de falha e t € um instante de tempo qualquer.

Resolvendo-se as integrais da Eq. (B.28) obtém-se a seguinte equacao:

3
1
Dt + n_Rd.A.ZIim]

M, =M, (t;)e (B.29)
onde:
LKA LKA L K..(b,+b,)H
h:j(&)m;5=j(;)m;g=j(AlL9 )dt
t¢

As equaces para Iy, I, e 13, obtidas no Apéndice C, sdo apresentadas na Tabela B.2.

Na Tabela B.2 os simbolos a;, a,, a3 e a4 representam as expressoes:

a 1 a a :
R AT E T A TR

a
L=+ h O
a, =[1+ I(B)]
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Tabela B.2 - Equagdes para 1,

i |i(*)
1 | KAt
' E
2 K A a;e ""Waia, a a, +a, el
1, =<2 -2 n (—4) 2. In(=—"—)]

P ag a;+a, a, a,+a,

3 K..(b,+b,) a, a.e % 4a, a, +a,eltt
I3 ZQ[ —*.In (—) S I R R
BL al a1+ 2 2 al +a2

(*) — Os significados de todos esses simbolos sdo mostrados no Apéndice C

A massa de radionuclideo que poderia entrar em equilibrio com a fase liquida no
repositério, no instante da falha do mesmo, é representada pela Eq. (5.42), ou seja:

M, (t)= e (B.30)

d

onde M, e Ry representam respectivamente a massa de um determinado radionuclideo

emt = 0 e o coeficiente de retardo, no interior do repositorio.

Substituindo-se a Eq. (B.30) na Eq. (B.29), obtém-se a equacao:

M, =(—2)e Vtelt,t,] (B.31)

B.1.5.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A massa de radionuclideo na fase liquida no repositdrio pode ser determinada pela
Eq. (5.44), ou seja:
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Moy _ g Q¥ Quy (B.32)
dt Ry AH,

O simbolo Q, representa a vazdo volumétrica de mistura (agua + radionuclideos)

que sai pelo teto do repositorio, durante o transbordamento do mesmo. Esta vazdo €

representada pela Eq. (5.27), ou seja:

Q, =f, [0~ (Q,+Q,)] (B.33)

onde f, (0 < f, < 1) € o fator de mistura que corrige a atividade do liquido que sai pelo

teto do repositério durante o seu transbordamento.
Da Eq. (B.33) observa-se que:

Q,+Qy+Qy = (A—F,).(Q,+Qa) +,..Q, (B.34)

Substituindo-se a Eq. (B.34) na Eq. (B.32) obtém-se:

ervv :—[7\,+ (1_fm)'(Q2+Q3)+fm'Ql]'MrW (835)
dt nR,AH,

No transbordamento do repositério, todos os termos entre colchetes na Eg. (B.35)
sdo constantes. Assim, integrando-se ambos os lados da Eq. (B.35) desde um tempo de

transbordamento t; até um tempo t qualquer, obtém-se:

M, =M, (t)e S Vt e[t ) (B.36)

(1_fm)'(é2+ és) +fm'él )]

onde C, =[r+
p =l R,NAH,

e o simbolo “TR” indica que as vazdes

TR

Q., Q,e Q; séo determinadas para o transhordamento do repositorio.
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O simbolo Q, representa a vazdo volumétrica de agua que entra pelo teto do

repositorio, durante a falha do mesmo. Esta vazéo é representada pela Eq. (5.3), ou seja:
Q, =F, A(p+ir—e—r) (B.37)

As vazbes Q,e Q, sdo determinadas utilizando-se respectivamente as Eqs. (B.25) e

(B.26) deste apéndice, fazendo-se H = H,.

O valor de M, (t,) pode ser obtido, substituindo-se t = t; na Eq. (B.31), ou seja;

Mo B n'RZIA.ZB:Ii(n)]
M, (t,) =(R—°)-e (B.38)
d

Substituindo-se a Eq. (B.38) na Eq. (B.36), obtém-se a seguinte equagao:

M, B n.RldlA.Zl:li(tt) 0 t)]
M, =(—=>)e " vVt e[t,, ) (B.39)

B.1.6 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE DE RADIONUCLIDEO NA FASE
LIQUIDA NO REPOSITORIO

B.1.6.1 Geral

A concentracdo em atividade na fase liquida no repositério, Cg, € definida como a

razao entre a atividade desta fase e o volume da mesma.

223



B.1.6.2 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositério

A concentracdo em atividade na fase liquida no repositorio, Cr, € determinada

utilizando-se a Eq. (5.45), ou seja:

AO M w
Cp = (M—O)-(V—) (B.40)

w

onde A, € a atividade de um determinado radionuclideo no interior do repositorio no
instante t = 0, My é a massa de um determinado radionuclideo no interior do repositério
no instante t = 0 e V,, = n.A.H é o volume de liquido no interior do repositoério no

instante de tempo t.

Substituindo-se a expressdo para V,, e a Eq. (B.31) na Eq. (B.40), obtém-se:

—[rt+

n.RlA'ZI‘]
A e e
C, = 0 ). vtelt,,t B.41
R (n.Rd.!)[ H 1 e [t;,t,] (B.41)

B.1.6.3 Quando ocorre o transbordamento do repositério

Deve-se substituir na Eq. (B.40), a expressdo V,, = n.AH,, juntamente com a Eq.

(B.39). Assim, obtém-se:

3

A Pty n.Rld YOOI ES
—2 e vVt e [t,,o] (B.42)
nR,AH.

CR:(
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B.1.7 TAXA DE LIBERACAO EM ATIVIDADE DO REPOSITORIO PARA O MEIO
AMBIENTE

B.1.7.1 Geral

A taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A, é obtida
multiplicando-se a concentracdo em atividade da mistura (dgua + radionuclideos), no

interior do repositdrio, pela vazao volumétrica de mistura que sai do mesmo.

B.1.7.2 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A taxa de liberacdo em atividade do repositério para 0 meio ambiente, A, pode ser

determinada pela Eq. (5.49), ou seja:

A=Cpr.(Q,+Q,) (B.43)

Substituindo-se as Egs. (B.25), (B.26) e (B.41) na Eq. (B.43) obtém-se a seguinte

equacao:
- (A t+ Rld.A'Zli)

. e i=1
A=o,.0,.[ w ] v telt,t] (B.44)
onde:

A, K,
s =

nR,A

A b, +b
o, = (E)'[H +E]+ (%)-[HZ]
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B.1.7.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A taxa de liberacdo em atividade do repositério para 0 meio ambiente, A, é

determinada pela Eqg. (5.51), ou seja:

A=Cp .l F)-(Qp+ Qa)+Fr. Q] (B.45)

Substituindo-se as Egs. (B.25), (B.26) e (B.42) na Eg. (B.45), lembrando que neste

caso H=H, e utilizando-se a hipotese (1), obtém-se:

. Dty + .Rld_A.ZI.(tt>+cf.<t—tt)]
A=[o, ,(t,)+o]e Yt e[t,, o) (B.46)

onde:

o _(1_fm)'Kc.
* nR,AH,’
— m* O |r e r
( R A )(a+i N;

¢1<tt)=(§).[H vE]+ (2 2)[H]

B.1.8 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE NO PONTO DE DESCARGA NO
AQUIFERO

B.1.8.1 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp, pode ser

determinada utilizando-se a Eq. (5.55):

— CR'((.?2+¢3) (B 47)
°  b,H,v, '
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Substituindo-se as Egs. (B.25), (B.26) na Eq. (B.41) obtém-se:

Cp =00 ] vVt oelt,t] (B.48)

B.1.8.2 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp, pode ser

determinada utilizando-se a Eq. (5.56):

_ Call=Tn)Qu+ Q) +1y-Qu] (B.49)

C
P b,.H,.v,

Substituindo-se as Egs. (B.25), (B.26) e (B.42) na Eq. (B.49), obtém-se:

3
Dt n.Rld _ A-Zli (t)+Cy (-]

Cp =0a,.[o,.0,(t,)+as]e vV telt,,o) (B.50)
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B.1.9 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE AO LONGO DO AQUIFERO

B.1.9.1 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A concentragdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, pode ser determinada
utilizando-se a Eq. (5.68):

V * X_A*.t
C,. =(0.5)C,.Ex ) x].Exp[-B” .x].erfd——=] +
A=(05)C, p[(Z.DrX)] p[ 1 0[2_ Drx-t]
A (B.51)
v . X+At
0.5)C,.Ex ) x].Exp[B” .x].erfd ———=
(0.5).C, p[(Z.DrX)] p[B .x] 0[2' Drx-t]

onde Cp é determinado pela Eq. (B.48).

B.1.9.2 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, pode ser determinada
utilizando-se a Eq. (B.51), porém Cp tem que ser determinado utilizando-se a Eq.
(B.50).
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APENDICE C

C.1. DETERMINACAOQO DAS INTEGRAIS I, I, E I; OBTIDAS NO
APENDICE B PARA O MODELO DETERMINISTICO 2

C.1.1 CALCULODE I,

No Apéndice B foi mostrado que a integral I; pode ser representada como:

o (C.1)

onde:

A = 4rea interna do teto ou da base do repositério, [m?];
E = espessura da base do repositério, [m];

K. = condutividade hidraulica do concreto, [m/a];

t = instante de tempo, [a];

tr = tempo de falha, [a].

Como os parametros K., A e E sdo constantes, a integral da Eg. (C.1) pode ser

resolvida facilmente dando origem a seguinte equagao:

K A(t—t,)

. (C.2)

Iy

C.1.2 CALCULO DE I,

A integral I, é mostrada no Apéndice B e pode ser representada como:
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LK, Ad
I, = [t (C.3)
tf

onde:
H = altura de coluna de liquido no interior do repositorio, [m].

A altura de coluna de liquido no interior do repositério, H, para o modelo
deterministico 2, foi obtida no Apéndice B. Ela pode ser representada pela seguinte

equacéo:
@ 1 -t (@
H_hpl-{[ (B)+H(tf)—hpl]'e f +(B)}+1 o
oG b et @y |
B H(tf)_hpl B
onde:
4 K..(b, +b,) .
~ nAL
b KA.
n.A.E

c= —fl[KC CF,(ptir—e—r];

r

A=b?-4ac;
B=\/N;
i:\/jl;

—b-B
h (A>0)= :
n(A>0) 2.a

b, = largura da base do repositorio, [m];

b, = comprimento da base do repositério, [m];

é = taxa de evapotranspiracao, [m/a];

Fq = fator de degradagéo do teto do repositorio (0 < F, <1);

n = porosidade da regido interna do repositorio;

H(t;) = altura de coluna de liquido no instante da falha do repositério, [m];
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ir = taxa de irrigagdo no repositorio, [m/a];

L = espessura das paredes do repositério, [m];
[Z.) = taxa de precipitacdo pluviométrica, [m/a];

r = vazao de dgua tangente a superficie do terreno (surface runoff), [m/a].

Substituindo-se a Eq. (C.4) na Eq. (C.3) obtém-se:

B e . L)
I, =K Aj{ P H(t) o P }do (C.5)

e-Ba-t) (&
o, A (B) H(t) h, le +(B)}+1

A Eq. (C.5) pode ser colocada em uma forma mais compacta, ou seja:

(a e A= tf)+a2)

, =K Aj{ eI Ydo (C.6)
onde:

a 1
I AT

a
a, = (B)

1

a3:hpl'[_(B) m]

—f+h (2
a, =[1+ pl(B)]

A Eqg. (C.6) pode ser desmembrada como a soma de duas integrais, da seguinte
maneira:

(a e B.(r— tf))
e B(T tf)_'_

l.dt+ j [ 22 1.dt} (C.7)

_B (T_tf) + a

1, :KC.A.{j[a
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].dt, observa-se que esta integral pode ser

L b (age )
15

Denominando-se I, = S0
oagett i ra,

resolvida fazendo-se a mudanca de varidvel u=a,e """ +a,, onde

u=—Pa,e "' dr. Assim observa-se que ¢ valida a seguinte equagio:

I B. a,e B-(T’tf)) dt

l,° C.8
2 Ba3t ,e P g, (C8)

Substituindo-se u e du na Eqg. (C.8) e resolvendo-se a integral obtém-se a seguinte

equacao:

1," = (C.9
s t
Aplicando-se os limites de integracéo a Eq. (C.9), obtém-se a equacédo:
—-B.(t-t¢)
" =21 g2t T4 (C.10)
Ba az +a,

a,.drt
Bt -t)
;€ “ +a,

t
De maneira analoga seja IZ":j Multiplicando-se tanto o
a

numerador como o denominador de I,™* por e ' obtém-se a seguinte equagao:

. t aZleB.(‘r—tf)
L™ =|I[ e ldt (C.11)
i g ta,e

Fazendo-se a mudanca de variavel u=a, +a,.e*™ % entdo du =B.a,.e? " dr.
3 4 4

Substituindo-se estas expressdes na Eq. (C.11) e resolvendo-a obtém-se:

t
+a, el (C.12)

a, t
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Substituindo-se os limites de integracdo na Eq. (C.12), observa-se que:

B.(t=t)
a a;+a,.e
" =—2In[>—2

B.a, a,+a,

] (C.13)

Substituindo-se as Egs. (C.10) e (C.13), na Eq. (C.7), obtém-se:

K A a,ePya,  a a,+a,ert
I, =—"—[- 4 In(=2 D)+ 2. In(>—2"—)] (C.14)
B a3 3+a’4 a4 a3+a4

C.1.2 CALCULODE I,

Segundo o Apéndice B, a integral I3 é representada pela equacao:

tK,.(b, +b,).Hdr

I;= C.15
o (C.15)
onde:
H = altura de coluna de liquido no interior do repositério, [m].
Substituindo-se a Eq. (C.4) na Eq. (C.15) obtém-se:
1 a
-G+ et w4 G
3 H(t,)—-h,,
1, = (b +0a).| [ A ) f }.d (C.16)
T e LA (o)
p H(t) hy, p
A Eq. (C.16) pode ser colocada na seguinte forma compacta:
K (b +b,) b (a,e " +a,)
Iy = ey <l (€.17)
] +a,
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onde ay, a,, a3 e a4 ja foram definidos na Eq. (C.6).

A integral da Eqg. (C.17) pode ser decomposta nas integrais

t

-B.(r-tf)

. a;.e L
|3 :J[ ?iB.(r—tf) ]d‘l7 € |3 = .[[
ae +a, tr @

a,drt

]. O numerador e o denominador
e_B'(T_tf) + a
1 2

da integral 1,* podem ser multiplicados pela fungio e*“'”, dando origem a expressio

t a4.eﬁ-(1_tf)

———]dt
=R
;oa, +a, et

I

Entretanto, deve-se observar que 1,” é semelhante a 1,", e 1, a 1,”. Assim,

obtém-se:
-B.(t-tf)
. a a,.e +a
I, =——.In(= 2 (C.18)
B.a, a, +a,
B.(t=tf)
w @ a, +a,.e
I,7° =2 In(—t—2 (C.19)
B.a, a, +a,

Substituindo-se as Egs. (C.18) e (C.19) na Eq. (C.17), chega-se a:

—B.(t-t¢) B.(t=tr)
I, :Kc.(b1 +b2) .[_a_3.|n(al.e +az)+a_4.|n(m” (C.20)
B.L a, a, +a, a, a, +a,

As expressdes obtidas para as integrais I4, I, e I3 sdo apresentadas na Tabela C.1.

Tabela C.1 — Resumo das equac0es para I,

i 0
1 K. A(t-t
1, (1) = KAL)
E
p-t) —
2 Iz(t)ch.A[_ﬂ_|n(U)+a72_|n(%)]
aj a; +a, a, a,+a,

’ | Ke0irby) g e T v, Ay 2 ra, et

BL a, a,+a, a, a, +a,
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APENDICE D

D.1. MODELO ESTOCASTICO 1 (Solugio Analitica)
D.1.1 GERAL

Neste apéndice é desenvolvido o modelo estocastico 1, com solucdo analitica e

vazamento do tipo 1 (vazamento de material radioativo pela base e pelo teto do
repositorio).

D.1.2 HIPOTESES

As hipoteses deste modelo séo:

1) Considera-se que a funcdo degradacdo do teto do repositorio € constante, ou seja,
Fa(t) = Fg;

2) Despreza-se a vazdo volumétrica da fase liquida (radionuclideo + agua) que sai
através das paredes laterais do repositério (Q; =0);

3) Considera-se que no instante da falha do repositorio, t;, a altura de coluna de

liquido no interior do mesmo € igual a H(ty).

D.1.3 ALTURA DE COLUNA DE LIQUIDO NO INTERIOR DO
REPOSITORIO

D.1.3.1 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A altura de coluna de liquido no interior do repositério, X;, é representada pela
Eq. (5.72), ou seja:
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dX, =—[a.X,” +b.X, +c(t)].dt + (Fdn(t)).dwt (D.1)

onde:

Kb, +b,)

-1 -1
,[m—.a];
n.A.L [ |

b=

K., 1
ylatls
n.E [a”]

o) = TIKe- Fy (0. + 1+ & - ], [mal

A = 4rea interna da base do repositério, [m?];
by = largura da base do repositério, [m];

b, = comprimento da base do repositorio, [m];
E = espessura da base do repositério, [m];

e = taxa de evapotranspiracao, [m/a];

Fa(t) = funcéo degradagéo do teto do repositorio (0 < F,(t) <1);

Ir = taxa de irrigacao no repositorio, [m/a];

Ke = condutividade hidraulica do concreto, [m/a];

L = espessura das paredes do repositorio, [m];

n = porosidade interna do repositério;

;.)m = taxa de precipitacdo pluviométrica media, [m/a];

; = taxa de escoamento de agua tangente a superficie do terreno (surface runoff),
[m/a];

W; = processo de Wiener ou movimento browniano padrao (EVANS, 2013), [m].

Utilizando-se as hipoteses (1) e (2) observa-se que F4(t) = Fqe (.23 =0. Com base no
Capitulo 5 observa-se que a Eg. (D.1) pode ser simplificada dando origem a seguinte
equacéo:

dX, = —[b.X, +cl.dt + (%).dwt (D.2)
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onde:

c:%[KC “F(p,+ir - € - 1]

A modelagem estocastica tem um grau de complexidade maior do que a
deterministica para o problema tratado nesta tese, devido aos conceitos e as ferramentas
matematicas envolvidas. Adicionalmente, sob o ponto de vista da engenharia é sempre
recomendavel a simplificacdo dos modelos matematicos, desde que esta simplificacdo

ndo altere significativamente os resultados obtidos com o modelo modificado.

Simplificar o modelo matematico no presente estudo significa desprezar, sempre
que possivel, os termos estocasticos que aparecem nas equacdes diferenciais obtidas da
equacdo de Richards e da equacédo de transporte de soluto no meio poroso. A estratégia
utilizada aqui é tentar maximizar a importancia do termo estocastico, na equacao

diferencial em questdo, e mesmo assim provar que ele pode ser descartado.

Com este objetivo, pode-se definir o numero adimensional, N, , como a razdo entre

0 termo estocastico e o termo deterministico na Eq. (D.2), ou seja:

‘ F,. AW, ‘
Ny, = n
W ‘—[b.xt + c].At‘

(D.3)

Sera utilizado neste trabalho a condicdo: numero adimensional < 1% para a
eliminacdo do(s) termo(s) estocastico(s) em uma equacdo diferencial estocastica,
partindo da premissa de que esse é um erro pequeno para a altura de coluna e a massa de

radionuclideo no interior do repositério.

O processo de Wiener, W;, pode ser representado pela Eq. (4.11), que é aqui

reproduzida como:

AW, =/At.n, (D.4)
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onde 0s n; sdo numero extraidos aleatoriamente de uma distribuicdo normal padréo,
N(0,1).

As unidades de AW, e n; na Eq. (D.4) séo m e m.(a)°® [vide unidades da Eq. (D.2)],

respectivamente.
Substituindo-se a Eq. (D.4) na Eq. (D.3) obtém-se a seguinte equacao:

F,.n, |
[b.X, +c].n.\/Kt‘

Nw=§ (D)

Substituindo-se as expressoes b:KICE e c:%[KC - Fd.(;.)m+ir - é - r.)] na
n.
Eq. (D.5), observa-se que:
3 |
Ny, =|- o (D6)

KC
E

{« )Xwﬂ&—&(M+i-é-bDJﬁ‘

Na Tabela 6.1 s&o apresentados os valores de alguns parametros da Eg. (D.6) para o
repositério de Abadia de Goiés, tais como: e=14570 m/a; E=0,2 m; Fq = 0,10;

i =0; Ko =3,15x10% m/a; p. =15920 m/a e r=0.

Para maximizar o valor de N, , deve-se utilizar na Eq. (D.6) o valor maximo de n

e 0s valores minimos de X; e At.

No caso de uma distribuicdo normal padréo e considerando-se a dispersdo de

+ 30 (equivalendo a uma probabilidade de 99,7%), obtém-se um valor extremo de n;

igual a +3m.(a) ™.
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Da Eqg. (D.6), observa-se que quanto menor for o valor de At, maior serd o valor de

N,y € consequente, maior sera a importancia do termo estocastico em relagéo ao termo

deterministico.

Nesta tese, todos os resultados apresentados na secdo 6.4 foram obtidos com 0s
programas com modelagem estocastica (REPEAL, REPEN1 e REPENZ2), utilizando-se

um valor de At iguala0,5a.

Assim, qualquer valor de At inferior a 0,5 a fard com que esta analise do nimero

adimensional N, seja conservadora. Devido a isso, foi escolhido um valor de At igual

102 a.

O paradmetro X; representa a altura de coluna de liquido na Eq. (D.6). Seu valor
minimo é 10™ m (altura de coluna no instante da falha do repositério). Observa-se que
ndo existe uma justificativa plausivel para a utilizacdo deste valor. Entretanto, deve-se
utilizar um nimero muito pequeno, pois no instante da falha do repositério ndo existe
agua em seu interior. Porém, este nimero tem que ser maior do que 0, para que possa
ser justificada a presenca de um volume de &gua no interior do repositério e,
consequentemente, a existéncia de uma concentracdo em massa ou em atividade em seu
interior, no instante da falha do mesmo. Verifica-se, com o auxilio das Tabelas de 6.8 a
6.10, que este valor inicial de X; tem pouca influéncia na determinagdo dos valores da

altura de coluna de liquido no interior do repositério.

Adicionalmente, deve-se observar que pequenos valores de altura de coluna de
liquido produzem valores muito baixos de concentracdo em atividade no aquifero, como
mostrado nas Tabelas de 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.8, 6.9 a 6.10. De acordo com estas tabelas,
os valores de concentracdo em atividade no aquifero sdo significativos apenas para

alturas de coluna de liquido a partir de 1,21 m.

Assim, utilizando-se na Eq. (D.6) os valores n; =3 m.(a)*°, X; = 1,21 m (valor que

maximiza N, ), At = 107%a, juntamente com os valores dos demais parametros obtidos

da Tabela 6.1, obtém-se o valor N,, = 265,86. Este resultado mostra que o termo
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estocastico ndo pode ser excluido da Eq. (D.2), pois sua contribuicdo no valor de X;,
calculado por esta equacdo, pode chegar a 99,6%.

Como n¢ € um nimero escolhido aleatoriamente em uma distribuicdo normal padréo,

entdo ele pode assumir qualquer valor no intervalo de +3c (intervalo de -3 m.(a)°° a

3.m.@)°%). Assim, se n; for um ndmero suficientemente pequeno, o termo
deterministico serd mais importante do que o termo estocastico, evidenciando que ele

também ndo pode ser excluido da Eq. (D.2).

Desta maneira, fica evidente que a Eq. (D.2) ndo pode ser simplificada e assim, ela

deve ser resolvida tal como estd em sua forma original.

A Eq. (D.2) é uma equacéo diferencial estocéstica linear de I1to (OKSENDAL, 2000;
BRAUMANN, 2004; EVANS, 2013) sujeita a condigdo de valor inicial X, =H(t,),

para t = t,. Ela pode ser resolvida analiticamente utilizando-se a solugéo geral
representada pela Eq. (4.14), aqui reproduzida por comodidade, ou seja:

X =@, (X, + j;[% () $,(5) B, (s)]. D, ds + joﬁz (5) D3 dW,) (D.7)
onde W; é 0 processo estocastico de Wiener ou movimento browniano padréo (MBP) e
®,, = Exp{jo [o4(9) =5 (By(6))*Js + josl(s) aw,} (D8)
sendo a fungdo @ 10 representada pela equacao:
g 1

sty (D— (Dg)
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As integrais que aparecem nos membros direitos das Egs. (D.7) e (D.8) sdo integrais
de Riemann-Stieltjes (ANEVSKI, 2012) e de Ito (MISTURINI, 2010; SAUER, 2012),
respectivamente.

A Eqg. (D.7) representa a solucdo geral da forma linear da equacdo diferencial
estocéstica escalar de Ito, ou seja:

dX, =[a, (1)X, + o, (O1dt+[B, (1)X, +B,(H)].dW, (D.10)

A Eqg. (D.2) é um caso particular da Eq. (D.10) quando o, (t)=-b, a,(t)=-c,

B,()=0 e B,(t) = (i) . Substituindo-se estas expressdes na Eq. (D.8) obtém-se:
n

O, =BExp[-b.(t-t,)] (D.11)
Substituindo-se a Eq. (D.11) na Eq. (D.9) observa-se que:
cD;iO = Exp[b.(t—t,)] (D.12)

Substituindo-se as Egs. (D.11) e (D.12) na Eq. (D.7), juntamente com as expressdes

para o, (t), a,(t), B,(t) e B,(t), obtém-se a equacéo:
—b.(t=t,) Cy bt , (C Fy t b.(s—t,)
X, =e X () e +(B)+(F)'Ie 9 dW, } (D.13)
t0
que pode ser colocada na seguinte forma equivalente:

[ c A
X, ={IX,, + (e P-to) -3+ (e ) bt gw, (D.14)

to

E importante frisar [vide hipotese (3)] que na Eq. (D.14) o tempo to se refere ao

instante de tempo em que ocorre a falha do repositorio, representado pelo simbolo t; e
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X,, a altura de coluna de liquido no interior do repositorio no instante desta falha,

representado pelo simbolo H(t). Assim, a Eqg. (D.14) pode ser colocada na forma:
c c F ;
X, ={[H(t;) + (E)].e‘b'““f) - (E)}+ (Fd).e‘b"“‘”.jeb'““f) dw, (D.15)
t¢

O termo que aparece entre chaves na Eq. (D.15) representa a parte deterministica da
altura de coluna de liquido no interior do repositorio. Observa-se que, coerentemente,
este termo € idéntico a Eq. (A.8), obtida no Apéndice A como solucdo da parte

deterministica da Eq. (D.2).

O outro termo do membro direito da Eqg. (D.15) representa a parte estocéastica da

mesma.

A integral de Ito que aparece no membro direito da Eq. (D.15) pode ser resolvida da
maneira descrita a seguir (MISTURINI, 2010; SAUER, 2012).

Seja um intervalo de tempo [0, T]definido como:
0<t, <t,<t,.<T

Para este intervalo, observa-se que a integral de Ito para um processo estocastico
X(t) pode ser representada como (MISTURINI, 2010; SAUER, 2012):

j X(s).dW, = lim {ix(til)-AWi} (D.16)

N—>

T
onde N =0 At=t, -t e AW, =ni.\/ﬁ.
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Conforme mencionado anteriormente, 0s n; S80 numeros extraidos aleatoriamente de
uma distribuicdo normal padréo (distribuicdo normal com média 0 e variancia 1), que é

representada pelo simbolo N(0,1).

Para subintervalos de tempo At = % com comprimentos iguais entre si e com um
valor de N suficientemente grande, observa-se que o limite quando N — oo pode ser
suprimido da Eq. (D.16). Assim:

}X(s).dWS = iX(til).ni.\/E (D.17)

Para outro intervalo de tempo definido como:

onde t; € o tempo de transbordamento do repositério, observa-se que a Eq. (D.17) pode

- , . t—t . .
ser utilizada para um nimero de subintervalos N, = ( Atf)’ de comprimentos iguais
entre si. Assim, a Eq. (D.17) assume a seguinte forma:

t N
[X(s)dW, = 3 X(t,,)n, /At (D.18)
tf i=1

Deve-se observar que, na Eg. (D.18) quando i = 1 entdo t = t;, e que o valor de N;

varia com o instante de tempo t considerado.

Substituindo-se a Eq. (D.18) na Eg. (D.15) e lembrando que neste caso

X(t) =e™™) | obtém-se a seguinte equago:

X, ={H(E)+ e "0~ (S (9 ). n) (A (D.19)
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O somatorio que aparece no membro direito da Eq. (D.19) pode ser colocado na

forma expandida como:

N,

) b.
> e, =e®on, +ePtn, +..+e" "y (D.20)
i=1

Substituindo-se a expressdo N, =

- ;ttf) na Eq. (D.20) e lembrando que t,=t,,

obtém-se a equacao:

Nt
D et n =e [ +n,e" +n e 4 +n "N (D.21)
i=1

que pode ser colocada na forma compacta:
N, N, i
D et n =gl Y n et (D.22)
i=1 i=1

Substituindo-se a Eq. (D.22) na Eq. (D.19) obtém-se:

X, ={[H<tf>+(§)1.e“-<“f’ —(%)}+(%).(e*’-““f’).NKt).(Zm.eb-“-l’-“) (D.23)

vtelt,,t,]

D.1.3.2 Quando ocorre o transbordamento do repositério

A altura de coluna de liquido no interior do repositorio, X;, é representada pela
Eq. (5.73), ou seja:

R (©
n

dX, = (—2) dw, (D.24)

A Eq. (D.24) pode ser colocada na seguinte forma integral:
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deXt = j( i (t))-th (D.25)

n
Xy,

onde t; & o tempo no qual ocorre o transbordamento do repositorio e X, € a altura de

coluna correspondente, igual a altura interna do repositério, H;.

Da hipotese (1) observa que F,(t)=F,. Assim, substituindo-se as expressdes

Fy(t) =F; e X, =H, naEq. (D.25), obtém-se:
F t
X, =H, +()[dw, (D.26)
n’;

A integral que aparece no membro direito da Eqg. (D.26) é uma integral de Ito do
processo estocastico de Wiener, que pode ser resolvida de maneira analoga ao caso

anterior.
Assim, considerando-se o seguinte intervalo de tempo:

t, <t <t,, <t,..<t<T

observa-se que a Eq. (D.22) pode ser utilizada para um numero de subintervalos

(

t—t . L . ..
N, :Tt), de comprimentos iguais entre si e com um valor de N, suficientemente

grande. Desta maneira, a integral de Ito da Eq. (D.26) pode ser representada como:

t N,
[dw, =>"n, VAt (D.27)
t, i=1

Substituindo-se a Eq. (D.27) na Eq. (D.26) obtém-se a seguinte equacao:

X, =H, +(%).§:ni.\/xt Vte[t,, o) (D.28)
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D.1.4 DETERMINACAO DO INSTANTE DE TEMPO MEDIO EM QUE
SE INICIA O TRANSBORDAMENTO DO REPOSITORIO

O instante de tempo médio em que se inicia o transbordamento do repositorio pode

ser determinado tanto sob o ponto de vista matematico como sob o ponto de vista fisico.

Sob o ponto de vista matemético, deve-se primeiramente obter a esperanca

matematica ou média para os dois membros da Eq. (D.23), no instante de tempo .
Assim:
Cav bt c F bt Ny g
E(X) =EAHE) + (e Hew T GOIC P20y (VA3 n, e"PMY)
i=1
(D.29)

Se X; sdo variaveis aleatdrias e c; sdo constantes, entdo a média da variavel aleatéria
Y, representada pela equacdo (MONTGOMERY & RUNGER, 1999):

Y =c,.X; +C,. X, +...+C,. X, (D.30)
é igual a:
E(Y)=c,.E(X))+C,.E(X,)+...+¢, .E(X,) (D.31)

A parte estocastica da Eqg. (D.29), representada pelo segundo termo do membro
direito desta equacdo, € um processo estocastico, que no instante de tempo t, é uma
variavel aleatéria. J& a parte deterministica da Eq. (D.29), representada pelo primeiro
termo de seu membro direito, pode ser considerada um tipo particular de variavel

aleatdria, que é constante no referido instante de tempo t.
Com base nas Egs. (D.29) e (D.31), observa-se que a média do membro direito da

Eq, (D.29) pode ser desmembrada na soma das medias do termo deterministico e do

termo estocastico desta equagdo. Assim:
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E(X,) = EQTH(E) + (D)]e 2 - O+ EE2).(e 0 2). (VA0 (X ¢ )
(D.32)

A média da parte deterministica da Eq. (D.32) é igual a ela mesma, uma vez que

este termo sO possui um valor no instante de tempo t. Assim,

E«man+§neW“t4§»=ﬂHmru@m““m—%» (D.33)

F b Ny . . ..
Os termos (—%), e ™20 JAt e S'n. ™D que compdem a parte estocastica
1

n =1

da Eq. (D.32), sdo independentes entre si. Desta maneira, a média obtida para a parte
estocastica da Eq. (D.32), no instante de tempo 1, pode ser desmembrada como um

produto das médias individuais de cada termo, ou seja:

E((%).(e_b‘(t_z'tf)).(\/E).(ini.eb'(il)'At)) — E(%).E(e_b‘(t_z'tf)).E(\/E).E(iI’li.eb'(il)'At)
(D.34)

F bt u o - .
Como os termos (—%), e > e /At sdo deterministicos, suas médias no instante
n

L . . F F
de tempo t sdo iguais aos seus proprios valores. Assim, E((-%))=(-%),
n n

E(e—b.(t72.tf)) — efb.(th-tf) e E(\/E) = \/E

Substituindo-se estas expressdes na Eq. (D.34), obtém-se:

E((%).(eb.(t2.tf)).(\/A_t).(§:ni.eb.(i—l).At)) _ (%).(eb.(t2.tf)).(\/A_t).E(ini.eb.(i—l).At)

(D.35)

247



N, _
Ja o termo > n; e depende do parametro n; cujos valores sdo obtidos por
i=1

escolhas aleatorias a partir de uma distribuicdo normal padrdo, N(0,1). Assim, observa-

se que se forem feitas N escolhas aleatorias para o instante de tempo 7, entdo:

N i Ny . N )
1(zni.eb.(ufl).m) n z(zni.eb.(ufl).At)_’_m_*_N (Zni'eb.(ufl).m)
i=1

N, ) - 4
E r.]_.eb.(l—l).At — i=1 i=1
(Z . ) N
(D.36)
ou na forma aberta equivalente:
N, _ (1n + eb.At.ln +.+ eb.(NI—l).At. 1n )
E( n_.eb.(lfl).At) _ 1 2 Ny n
2" N
(2n1 +eb.At- zn2 _l_m_i_eb.(Nt—l).At. ant)
+
N (D.37)
(N n, +eb.At- an _l_m_i_eb.(Nt—l).At. Nan)
N
que equivale ainda a:
N, 1 2 N 1 2 N
E(Zn.eb'“‘l)'“)z( n,+N, +.+ n1)+eb'm( n,+N,+..+ n2)+
=g N N
1 2 N (D'38)
+eb.(N‘—1).At ( nNz + nN[ Tt nNt)
N
ou
N, i N .
E(Zni'eb.(lfl).At) — Zeb.(lfl).AtlE(ni) (D39)
i=1 i=1
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Mas, por outro lado, como a fungdo n; obedece a uma distribuicdo normal padrao,
N(0,1), entdo sua media no instante de tempo t € igual a O (zero), ou seja, E(n,) =0.

Substituindo-se esta expressao na Eg. (D.39), obtém-se:
N, _
EQ neP4) =0 (D.40)
i=1

Substituindo-se a Eqg. (D.40) na Eg. (D.35), juntamente com as expressdes

E[(';_d)]: (%), E(e > 1)) = ™21 ¢ E(\/At) = /AL, obtém-se:

E((%).(eb-“2-‘f)).(\/Kt).(§:ni.eb-“-D-M)) =0 (D.41)
Substituindo-se as Egs. (D.33) e (D.41) na Eq. (D.29) obtém-se:
E(X,) ={IH(t) + (Dle "~ ()} (D.42)

A Eq. (D.42) mostra que a média, em um instante de tempo t, da solucéo
estocéstica da Eq. (D.2) é igual a solucdo da parte deterministica desta mesma equacéo.
Este resultado estd coerente com a abordagem apresentada em ALLEN (2011).

Assim, para o calculo do instante de tempo médio em que se inicia o
transbordamento do repositorio, t;, no modelo estocastico, pode-se utilizar a Eq. (A.9),

desenvolvida para 0 modelo deterministico, ou seja:

H, +(0)
t =t - (1).|n[—bc] (D.43)
H(t,) + (B)

Este mesmo resultado pode ser obtido de uma maneira bem mais simples

raciocinando sob o ponto de vista fisico.
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Na secdo 4.10.3 foi mencionado que, parai =1, 2, 3, ..., a variagdo do processo de

Wiener, AW,=W, —W, , em um intervalo de tempo, At, =t;—t,,, pode ser

representada como AW, = ,/At..n., onde os n, sdo nimeros escolhidos aleatoriamente

de uma distribuicdo normal padrao, N(0,1).

Na Fig. D.1 ¢é apresentado o gréfico de uma curva (de uma familia de curvas) que

mostra 0 comportamento do processo de Wiener, W(t), com o tempo, para At,
constante e igual a At.

W(t) Ar

C1

AW; = (A)*°.ny

Wl RS R

0 | | | | | >
t
Figura D.1 — Representacao de uma curva que obedece ao processo de Wiener

De acordo com a explanacdo anterior e com a Fig. D.1, o valor de W(1) € obtido
pela equacéo W(1):W(0)+(\/E).nl, onde por definicdo W(0)=0. De maneira
anédloga, o valor de W(2) é obtido como W(2):W(1)+(\/E).n2, e assim
sucessivamente. Como os valores de n; sdo numeros obtidos aleatoriamente de uma

distribuicdo normal padrdo (vide Fig. D.2), entdo significa que para cada nimero n;

escolhido aleatoriamente, existe a mesma probabilidade de ser escolhido o seu simétrico
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- n; (a probabilidade de sair o namero 2, por exemplo, é igual a probabilidade de sair o
seu simétrico -2, e assim por diante, como pode ser visto na Fig. D.2).

Figura D.2 — Distribui¢do normal padréo

Desta forma, pode-se afirmar que se o processo de Wiener for representado por um
numero suficientemente grande de curvas, entdo, para toda curva que obedecer ao
processo de Wiener existird outra, simétrica a anterior, que também obedecera a este

processo estocastico, conforme mostrado na Fig. D.3.

Assim, na determinacdo da média do processo de Wiener, cada curva que representa
este processo é anulada pela curva simétrica equivalente, fazendo com que esta média
seja nula. Com esta argumentacéo, se justifica a validade da Eq. (D.41) e a utilizacdo da
Eg. (D.42) para a representacio da média do processo estocastico X
Consequentemente, a Eq. (D.43) pode ser utilizada para a determinacdo do instante de

tempo médio em que se inicia o transbordamento do repositério no modelo estocéstico.
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W(t) 4 C
W() |
0 i f[
-Wh) T
C
A média de W(1):
E[W®)]=[W(@) +(-W(1))]/2=0

Figura D.3 — A curva C e a sua curva simétrica C’

D.1.5 MASSA DE RADIONUCLIDEO NA FASE LIQUIDA NO
REPOSITORIO

D.1.5.1 Geral

A massa de radionuclideo na fase liquida no repositério, My,, deve ser determinada
considerando-se as situa¢des de ndo-transbordamento e transbordamento do repositdrio.

D.1.5.2 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A massa de radionuclideo na fase liquida no repositério, M, pode ser determinada

utilizando-se a Eq. (5.43), que é aqui repetida por comodidade:
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erw__ (.32+é3
a - MGAR, g M (B49

onde Ry € o coeficiente de retardo definido na Eq. (5.28).

Utilizando-se a hipotese (2) observa-se que Q, = 0. Substituindo-se esta expressao

na Eq. (D.44) obtém-se:

Mu_ 22 ym

w (D.45)
dt nAR,.H

A vazdo volumeétrica da fase liquida (agua + radionuclideos) que sai pela base do

repositorio, éz, é representada pela Eq. (5.24), ou seja:

H+E
E

Q, =K A (L5 (D.46)

Substituindo-se a Eq. (D.46) na Eq. (D.45) obtém-se:

= +——4 Ke 1M, (D.47)
dt nR4y.E nRyH

Conforme mostrado na Eq. (5.74), a altura de coluna de liquido no modelo

estocastico € representada como:

H=H+AH (D.48)
onde:
H = parte deterministica, [m];

AH = parte estocastica, [m].

Definindo-se o ruido colorido ndo-gaussiano 1, ¢, , pela equacao:
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1 1
- = D.49
€ H H ( )
observa-se que:
1 1
ﬁ =g + ﬁ (DSO)
Substituindo-se a Eq. (D.50) na Eq. (D.47) obtém-se a seguinte equacao:
dMm K K K
o= —[A+ - ‘—]M, —-—)M,, & (D.51)

+ —
dt nR,E nR,H n.R,

Em analogia com o ruido branco gaussiano, o ruido colorido ndo-gaussiano 1, ¢,

pode ser representado pela expressao:

dw
o=t (D.52)

onde W, é um processo estocastico compativel com a definicdo de ¢, pelas

Egs. (D.49) e (D.52) e esta na unidade m™.a.
Substituindo-se a Eq. (D.52) na Eq. (D.51) obtém-se:

AW,

dM_rW:_[;Hr Ke | KC_].MrW —( Ke M., . (D.53)
dt nRyE nR,H n.R, dt
ou
erw == [7\4"‘ KC + KC—]I\/Irwdt _( KC )'MnN'd\Nlt (D54)
nRyE nRyH nR,

Utilizando-se a simbologia do célculo estocastico (OKSENDAL, 2000) observa-se

que:
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- Ke + KC_].Xt.dt—(KC )X, AW, (D.55)
nRyE nRyH nRy

A altura de coluna deterministica, H, que aparece na Eq. (D.55) é determinada com
a utilizacao da Eq. (A.8).

A importéncia do termo estocéstico na Eq. (D.55) pode ser avaliada utilizando-se o

nGmero adimensional, N, , definido pela seguinte equagao:

K
Ko, |
nR, !

K

K
+ £+ € _].At
nRy.E nRyH

(D.56)

Dividindo-se o numerador e o denominador da Eq. (D.56) pela expressao ( KR° ),
nR,

obtém-se:
sy |
Ny, = 1 (D.57)
‘[X'n'Rd +1+E].At|
K. E H
Substituindo-se a Eq. (D.49) na Eq. (D.52) obtém-se a seguinte equacao:
1 1
AW, =[— —=].At D.58
W =[5 -2 (D.58)
Substituindo-se a Eq. (D.58) na Eq. (D.57) observa-se que:
1 1
|
Wie T 3nR, 1 1 (D.59)
[+ o+ =]
K E H
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O coeficiente de retardo, Ry, é definido na Eq. (5.28) pela expressdo R, =1+ Pk, ,

n

onde kg, n e p representam respectivamente o coeficiente de distribuicéo, a porosidade

e a massa especifica do meio.

Se em vez da massa especifica do meio (sélido + liquido), p, for mais conveniente

se utilizar a massa especifica do sélido (sem liquido), p,, entdo a expressdo anterior

podera ser substituida pela expressédo equivalente, R, =1+ ps.kd(l_—n) (ALVES &
n

PASSOS, 2003). Assim, substituindo-se nesta expressao os valores kq = 0,463 m®Kkg;
n = 010 e p,=281x10°kg/m®, apresentados na Tabela 6.1, obtém-se
Rq=11710,27.

Substituindo-se estes valores de n e Ry na Eg. (D.59), juntamente com os valores
E =02m K= 315x10" m/a; At=102a e A =231x10"2 a™*, apresentados na

Tabela 6.1, obtém-se a equacéo:

TR
| H H - (D.60)
‘[8,5880 X10* + ﬁ]‘

N Wit

Observa-se como o auxilio da Eg. (D.60) que o valor de N, sera maximo quando

H for maximo e H for minimo. O valor maximo de H é igual a 4,38 m e o valor

minimode Hé 1,21 m.

Substituindo-se estes valores na Eq. (D.60) obtém-se N, =6,9647x10° ou

Ny, =6,9647x10*%, indicando que o termo estocastico pode ser desprezado na

Eq. (D.55).
Desta forma, a Eqg. (D.55) pode ser simplificada, para conter apenas a sua parte

deterministica. Ou seja:
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+ Ke + KC_].Xt.dt (D.61)
nRy.E nRy.H

A Eg. (D.61) possui solugdo analitica, representada pela Eq. (A.26), que é aqui

reproduzida como:

X, = (%).{(e“‘l‘“f) )[4 By (L—e” )12} v telt, t] (D.62)
d

Esta solucdo é obtida considerando-se a condigdo inicial X, =M, (t;), onde

M (ts) representa a massa de radionuclideo na fase liquida no repositorio, no instante da
falha do mesmo, t;. O simbolo My representa a massa de radionuclideo no instante do

fechamento do repositorio, antes da ocorréncia do acidente.

Os significados de todos os termos da Eq. (D.62) sdo apresentados no Apéndice A.

D.1.5.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A massa de radionuclideo na fase liquida no repositorio, My, pode ser determinada
utilizando-se a Eq. (5.44), ou seja:

erW__ é2+é3+é4
a R,.NnAH M (D.-63)
Substituindo-se a Eq. (5.27) na Eq. (D.63) obtém-se:
dMI'W:_ [7\‘4_ ((1_fm)-(Q2+Q3)+fm'Ql)]'MrW (D64)
dt R4NAH

Da hipdtese (2) observa-se que Q,=0. Substituindo-se esta expressdo na

Eq. (D.64) obtém-se:
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dMI’W - [7\’_'_ (1_fm)Q2+mel]MrW
dt R, nAH

Substituindo-se a Eq. (D.50) na Eq. (D.65) obtém-se:

dMI’W:_ [7\‘+ (1_fm)-Q2+fm'Ql].MrW —[(1_fm).Q2+fm'Ql].MrW.8

dt RyNAH RyNA

1

Na modelagem estocastica, observa-se com relacdo a Eq. (5.70) que:
Q, =F, () AP, +ir —e— 1)+ F, () Ag

onde ¢ € o ruido branco gaussiano.

Utilizando-se Fq4(t) = Fq4 (hipdtese (1)) na Eq. (D.67), observa-se que:

él =é1m+Aé1

onde:
Q,, =F, A(p, +ir—6—1)

A Ql = Fd .A.S

Ao se substituir a Eq. (D.68) na Eqg. (D.66), observa-se que:

dl\/l—rW:_ [x+ (l—fm).Q2+E1-Q1m ]Mrw _[fLFd_].MrW-S_
dt Ry.nAH R,.n.H
() Qe b Quagyy o pfufugy oo
R,NA R

Substituindo-se a Eq. (D.48) na Eq. (D.46) obtém-se a seguinte equacao:

258

(D.65)

(D.66)

(D.67)

(D.68)

(D.69)



Q, =K A (D.70)

Mas apés o transbordamento do repositdrio, observa-se que H=H,. Assim, a

Eqg. (D.70) se transforma na equacao:

H, + AH+E

0,k AL

) (D.71)

Substituindo-se a Eq. (D.71) na Eq. (D.69) observa-se que:

dM,, _ Do+ (1—fm).KC.A.(Hr+E)+E.fm.le]_MnN I f..F, M. e
dt R,.NAH, E R,.NH,
- - D.72
[(1 fm).Kc.Aé(H, +E)+E.fm.Q1m]_Mm_gl_[fm.Fd]_ e ( )
«NAE d
Q-f.)K, 1
—mle (1 AH
[ R,NE (+Hr)]
Seja o ruido colorido ndo-gaussiano 2, ¢, , definido pela seguinte equacéo:
dw
g, =AH=—"%2 D.73
2 o (D.73)
Substituindo-se a Eq. (D.73) na Eq. (D.72) obtém-se:
dM,, _ Dot (1—fm).KC.A.(Hr+E)+E.fm.le].MrW O f..Fy Mo
dt RyN.AH,.E Rg.n.H,
[(l—fm).KC.A.(Hr+E)+E.fm.Q1m].MM.81_ (D.74)
RyNnAE
A-f)Ke ., 1 _
[ R,NE -+ H,)]'M“”'82
f..F,
[Rd.n].Mm,.s.sl

O ruido branco gaussiano, ¢, pode ser representado pela equacdo (BRAUMANN,
2004 e 2005):
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dw,
_ D.75
" (.75)

onde, de acordo com ROOS (2007), W; é o0 processo estocastico de Wiener ou

movimento browniano padrdo (MBP).

Substituindo-se as Egs. (D.52), (D.73) e (D.75) na Eq. (D.74) e utilizando-se a
simbologia do calculo estocastico (OKSENDAL, 2000), obtém-se a seguinte equacao:

1-f, ) K, A(H, +E)+Ef_.Q,, 1%t [ f, F,

dX, =—[r+
R,NnAH,E R,.NH,

11X, dW, —

A=) KAH, +E)+ By Quny oy (D.76)
R,NAE
A-Tp)Ke L

1+
R,.nE H,

f..F
[ﬁ]-xt 'th 'dwlt
d-

[

[

X, AW, -

Como pode ser visto em MOVELLAN (2011), o produto de diferenciais como no
caso do ultimo termo do membro direito da Eq. (D.76) é esperado no estudo de

equac0es diferenciais estocasticas.

A importéncia dos termos estocasticos na Eq. (D.76) pode ser avaliada com a

utilizagdo dos nimeros adimensionais N, , N, , N, e N, que serdo definidos a

2t
sequir.

Seja 0 nimero adimensional N, definido pela equagao:

Tk
N, = a:N-, : (D.77)
(A=, ) KA, +E) +Ef, Qupy

R,NAH E

[A+

Multiplicando-se o numerador e denominador da Eq. (D.77) pelo fator Rq.n.H; e

substituindo-se a Eq. (D.4) nesta equacdo, obtém-se:
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_‘ ., .Fyn, ‘

(D.78)

[LR,NH, + (1—fm).KC.A.(I1:I; E) +Efn-Quny i

Na definicio da Eqg. (D.68) foi mostrado que C.le :Fd.A.(E)m-i-ir—é—;).

Substituindo-se nesta expressio os valores A = 1,1760x10° m% Fyq = 0,10;

E)m =15920 m/a; ir =0; é=1,4570 m/a e ;=0 , apresentados na Tabela 6.1, obtém-

se o valor élm =15876 m®/a.

Na secdo 1.5.2 foi determinado o valor do coeficiente de retardo Ry. O valor
encontrado foi Rq = 11710,27.

Substituindo-se na Eqg. (D.78) os valores de A, Fg, C.le e Ry mencionados
anteriormente, juntamente com os valores E = 0,2 m; f, = 0,05; H;, = 4,38 m;
K¢ = 3,15x10™ m/a; n = 0,10 e 1 =2,31x10"% a™*, também apresentados na Tabela 6.1,

obtém-se a seguinte equacao:

[4,2198x10°°].n, |
Jae |

N, :§ (D.79)

O maximo valor de N, ocorrera quando n; for maximo ou minimo, e quando At

for minimo.

O valor minimo considerado para At nos modelos numéricos é 102 a. Ja o valor

extremo para para n; em uma distribuicdo normal padréo e considerando-se o intervalo

de +3c (equivalendo a uma probabilidade de 99,7%) é igual a +3(a)**. Substituindo-
se estes valores na Eg. (D.79), obtém-se N, =1,2660x10"° ou Ny, =01266%,

indicando que o termo estocastico que contétm o processo de Wiener pode ser

desprezado na Eqg. (D.79), pois N, <1%.
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A importancia do termo contendo o processo estocastico W,, na Eq. (D.76) pode ser

avaliada, definindo-se o numero adimensional N, ~da seguinte forma:

1—f )K, A(H +E)+Ef .Q,.
R, NAE
(L, ) K AH, +E)+E.fm.élm] At
R,NAH E '

[ 1AW,

(D.80)

[A+

Substituindo-se os valores dos parametros, com excecdo apenas de AW, e At, na

Eq. (D.80), obtém-se:

_ay AW
Ny, =‘(2,7827x10 4).(Tt“) (D.81)
Substituindo-se a Eq. (D.58) na Eq. (D.81) obtém-se a equac&o:

a1 01
Ny, =‘(2,7827x10 ).(ﬁ—ﬁ)‘ (D.82)

Substituindo-se os valores H = 1,21 m e H = 4,38 m na Eq. (D.82), obtém-se o valor

Ny, =1664210" ou N,, =16642x10"%, indicando que a contribuicdo do termo

estocastico que contém o processo W,, pode ser desprezada na Eq. (D.76).

A contribuicdo do termo estocastico contendo o processo Wy, na Eg. (D.76), é

avaliada considerando-se o nimero adimensional N,, , definido como:

(1_fm)'Kc 1
[W 1+ I_T)]-szt

= f . (D.83)
b+ AT KA, +B)+EF,.Qy
R,NAH,E

W2t

].At

Substituindo-se os valores dos diversos parametros na Eq. (D.83), obtém-se:
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_|(6.7936x10°%). (AW 2t) (D.84)

Substituindo-se a Eq. (D.48) na Eq. (D.73) observa-se que:

AW,

“H_H D.85
e (D.85)

Substituindo-se a Eq. (D.85) na Eq. (D.84) obtém-se:
Ny, =|(6,7937x10°°).(H—H)| (D.86)

Substituindo-se os valores H = 1,21 m e H= 4,38 m na Eq. (D.86), observa-se que

Ny, =21536x10" ou N, =21536x10"%. Este resultado mostra que o termo

estocastico contendo o processo W,; também pode ser excluido da Eg. (D.76).

A importancia do Ultimo termo do membro direito da Eq. (D.76) é avaliada

utilizando-se o seguinte nimero adimensional:

e aw, aw,

Nwtw1t = Ry (D.87)

oo =T KA, +E)EF, le]At
R,NAH, E

Substituindo-se os valores de alguns parametros na Eq. (D.87) obtém-se:

Ny, = |1,8483x10‘ (AWAWy, AW“) (D.88)
Substituindo-se as Egs. (D.4) e (D.58) na Eq. (D.88), obtém-se:

” 1 1
Nuw, = ‘1,8483x10 (n /At N ﬁ)‘ (D.89)
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Substituindo-se os valores n; = 3 m.a®®, At=10%a,H=121me H= 4,38 m na
Eq. (D.89) obtém-se o valor N, =33165x10° ou N, =33165x10"%,

indicando que o ultimo termo do membro direito da Eq. (D.76) pode ser desprezado.

Assim, fica evidente que todos os termos estocéasticos da Eqg. (D.76) podem ser
desprezados, sem provocar impactos significativos na precisdo desta equacao, que se

resume apenas a sua parte deterministica:

1—f YK, A(H, +E)+Ef, .0,
R,NAH, E

dX, =— 1+ 1.X, dt (D.90)

A Eq. (D.90) foi resolvida analiticamente no Apéndice A, para a condigdo de valor
inicial X, =M, (t,), e a solucdo é representada pela Eq. (A.32), que é aqui

reproduzida como:

1%} vV te[t,,0) (D.91)

M .
X, = (R_O).{(ef [Br-(te=te) + At +Cy -(t*tt)])'[ll_i_ BS'(l_eb-(trtf))

d

Para o entendimento dos diversos termos que aparecem na Eg. (D.91), deve-se

recorrer a0 Apéndice A.

D.1.6 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE DE RADIONUCLIDEO NA FASE
LIQUIDA NO REPOSITORIO

D.1.6.1 Geral

A concentracdo em atividade na fase liquida no repositorio, Cg, é definida como a

razao entre a atividade desta fase e o volume da mesma.
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D.1.6.2 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade na fase liquida no repositorio, Cr, € determinada

utilizando-se a Eq. (5.45), ou seja:

Co=(20).0™) (0.92)
0

w

onde:

Ao = Atividade de um determinado radionuclideo no interior do repositorio no instante
t=0, [Ba];

My = Massa de um determinado radionuclideo no interior do repositério no instante
t=0, [kal;

O wvalor de My, na Eg. (D.92), é determinado com o auxilio da
Eg. (D.62) e V,, com a utilizagdo da expressdo V, = n.A.H. Nesta expresséo, a altura de
coluna de liquido no repositério, H, é determinada com o auxilio da
Eqg. (D.23).

D.1.6.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

Os valores de M, sdo determinados com a utilizacdo da Eq. (D.91). J& os valores de

V sdo determinados pela expressédo V,, = n.A.H, utilizando-se os valores de H gerados

pela Eq. (D.28).
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D.1.7 TAXA DE LIBERACAO EM ATIVIDADE DO REPOSITORIO PARA O
MEIO AMBIENTE

D.1.7.1 Geral

A taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A, é obtida
multiplicando-se a concentracdo em atividade da mistura (dgua + radionuclideos), no

interior do repositdrio, pela vazao volumétrica de mistura que sai do mesmo.

D.1.7.2 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A taxa de liberacdo em atividade do repositério para 0 meio ambiente, A, pode ser

determinada pela Eq. (5.49), ou seja:
A=Cr.(Q,+Q;) (D.93)

Da hipotese (2) observa-se que (.23 =0 e consequentemente a Eq. (D.96) se resume

A=C,.0, (D.94)
Substituindo-se a Eq. (D.46) na Eq. (D.94) obtém-se:

A= (K A) (S

)Ch Vtelt,,t,] (D.95)

onde H e Cr sdo determinados com o auxilio das Egs. (D.23) e (D.92).
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D.1.7.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A taxa de liberacdo em atividade do repositério para 0 meio ambiente, A, é

determinada pela Eqg. (5.51), ou seja:
A=Coll-,)Qo+ Q) + Q)] (D.96)

Da hipétese (2) observa-se que é3 =0. Assim, a Eq. (D.96) assume uma forma

mais simples:

A=Cpoll-1,).Q+ Q)] (D.97)

Utilizando-se a hipdtese (1) na Eq. (D.67) observa-se que:

Q,=F, A(, +ir—e-1+F,Asg (D.98)

Substituindo-se as Egs. (D.71), (D.73) e (D.98) na Eq. (D.97), obtém-se a expressao

para a taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A, ou seja:

« (1-f, ) K A

A= 1.(H, +E+¢,) + (f,,.Fy AVLP,, +ir —e—1)+e]Cq (D.99)

vV telt,, o)

onde Cr é determinada com o auxilio da Eg. (D.92).
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D.1.8 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE NO PONTO DE DESCARGA NO
AQUIFERO

D.1.8.1 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp, pode ser

determinada utilizando-se a Eq. (5.55):

_ CR-(éz+é3) (D.100)
b, H,.v, '

D

Da hipotese (2) observa-se que Q3 =0. Assim, a Eqg. (D.100) se reduz a seguinte

equacao:
C..0
Cp=r—t=2 D.101
P b,H,v, ( )
Substituindo-se as Egs. (D.71) e (D.73) na Eq. (D.101) obtém-se:
KA
Co :(m)-(Hr+E+ €,)Cx vV telt,t,] (D.102)

D.1.8.2 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp, pode ser

determinada utilizando-se a Eq. (5.56):

_Call-T,)Qu+ Q) +F, Q] (D.103)

C
P b, H,.v,

Como Q3 =0 [hipdtese (2)], entdo a Eq. (D.103) se reduz a:
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. _Call-1y)Qs+1yQl
-

b,.H,.v, (D.104)
Substituindo-se as Egs. (D.71), (D.73) (D.98) na Eq. (D.104) obtém-se:
Cp = [w] (H, +E+e¢ )+( )[(pm+|r— —r)+a]C (D.105)

vV telt,,©)

D.1.9 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE AO LONGO DO AQUIFERO

D.1.9.1 Situacdo em que ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, pode ser determinada
utilizando-se a Eq. (5.68):

C, =(0.5).Cp Exp[(—>*— Vix ).x].Exp[-B” x]erfc[ AT

20, 2o 1

(0.5).C.o EXpI(~2 ) x] Exp[B" x] erfe At

2D,, 2.,/D, t

1+
(D.106)

]

onde Cp é determinado pela Eq. (D.102).

D.1.9.2 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, pode ser determinada
utilizando-se a Eq. (D.106), porém Cp tem que ser determinado utilizando-se a
Eq. (D.105).
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APENDICE E

E.1. MODELO ESTOCASTICO 2 (Solugdo Numérica)
E.1.1 GERAL

Este apéndice trata do desenvolvimento do modelo estocastico 2, com solugédo
numérica e vazamento do tipo 2 (vazamento de material radioativo pela base, teto e

paredes laterais do repositorio).

E.1.2 HIPOTESES

As hipoteses deste modelo séo:

1) Considera-se constante a funcdo degradacdo do teto do repositorio, ou seja,
Fq(t) = Fq;
2) Considera-se que no instante da falha do repositorio, t;, a altura de coluna de

liquido no interior do mesmo ¢é igual a H(ty);

E.1.3 ALTURA DE COLUNA DE LIQUIDO NO INTERIOR DO
REPOSITORIO

E.1.3.1 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositério

A altura de coluna de liquido no interior do repositério, X, é representada pela Eq.
(5.72), ou seja:

dX, = —[a X2 +bX, +c(t)]dt + (Fdn(t)).dwt (E.1)
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onde:

4= K..(b, +b,) [mtal;
nAL

b=

K, .
[a';
nE[]

o) = ~[K. - Fy 0., + ir & = D], [mal;

A = 4rea interna da base do repositério, [m?];
by = largura da base do repositério, [m];

b, = comprimento da base do repositorio, [m];
E = espessura da base do repositério, [m];

e = taxa de evapotranspiracao, [m/a];

Fa(t) = funcéo degradagéo do teto do repositorio (0 < F,(t) <1);

Ir = taxa de irrigacao no repositorio, [m/a];

Ke = condutividade hidraulica do concreto, [m/a];

L = espessura das paredes do repositorio, [m];

n = porosidade da regido interna do repositério;

p,, = taxade precipitacdo pluviométrica média, [m/a];

r = taxa de escoamento de agua tangente a superficie do terreno (surface runoff),
[m/a];

te = instante de tempo em que ocorre a falha do repositorio, [a];

t; = instante de tempo em que ocorre o transbordamento do repositorio, [a];

W; = processo de Wiener ou movimento browniano padrdo (EVANS, 2013), [m].

Utilizando-se a hipdtese (1) observa-se que Fq4(t) = Fq. Assim, a Eq. (E.1) assume a

seguinte forma:
dX, =—[a.X,” +b.X, +c].dt+ (i).dwt (E.2)
n

onde:
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c :%.[Kc —F,(p, +ir—e-n)].

Seguindo-se a mesma estratégia, apresentada no Apéndice D, de se definir um
numero adimensional para avaliar a importancia do termo estocastico na Eq. (E.2),
pode-se mostrar que este termo ndo pode ser excluido desta equacdo. Desta maneira, a

Eq. (E.2) deve ser resolvida em sua forma original.

A Eq. (E.2) é uma equacdo diferencial estocastica ndo-linear de Ito (KLOEDEN &
PLATEN, 1999), com ruido aditivo (vide secdo 4.4.5) e sujeita a condicdo de valor

inicial X, =H(t;), para t = to [vide hipotese (2)]. Ela pode ser resolvida

numericamente pelos meétodos de Euler-Maruyama, Milstein e Runge-Kutta
(KLOEDEN & PLATEN, 1999).

Por apresentar ruido aditivo, as solucdes numéricas da Eg. (E.2), obtidas com 0s

métodos de Euler-Maruyama e de Milstein, se equivalem. Aqui é utilizado o método de

Euler-Maruyama por ser o mais simples dos mencionados anteriormente.

E.1.3.2 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A altura de coluna de liquido no interior do repositério, X;, é representada pela
Eqg. (5.73), ou seja:

dX, = (Fdn(t)).dwt (E.3)

Utilizando-se a hipotese (1), F,(t)=F,, e integrando-se os dois membros da

Eg. (E.3), desde o tempo de transbordamento, t;, até um tempo t qualquer, obtém-se:

F t
X, =X, + (Fd)' Jdw, (E.4)
ty
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onde X, representa a altura de coluna de liquido no instante do transbordamento do

repositorio. Seu valor € igual a altura interna do repositorio Hy, ou seja, X, =H,.

Substituindo-se esta expressao na Eq. (E.4), observa-se que:
F t
X, =H, +(2).[dw, (E.5)
n t

A integral que aparece na Eq. (E.5) é conhecida como integral estocastica de Ito
(MISTURINI, 2010; SAUER, 2012). Sua solucéo foi apresentada no Apéndice D, pela
Eq. (D.27), que substituida na Eg. (E.5) conduz a equacéo:

X, =H, +(%).ini.\/ﬂ V telt,,) (E.6)

onde 0s n; sdo numeros extraidos aleatoriamente de uma distribuicdo normal padréo

t—t,, ,
) € um ndmero

N(0,1), At=t,—t,, € o intervalo de tempo e N, =( A

suficientemente grande de intervalos.

E.1.4 DETERMINACAO DO INSTANTE DE TEMPO MEDIO EM QUE SE INICIA
O TRANSBORDAMENTO DO REPOSITORIO

Foi mostrado no Apéndice D que, como o processo de Wiener, Wy, € um processo
estocastico com média 0 (zero), ou seja, E(W,) = 0, entdo a média da solucédo estocastica
da Eg. (E.2) € na verdade igual a solucdo da parte deterministica desta equacdo. Uma
abordagem semelhante a esta € mostrada em ALLEN (2011).

Assim, para o calculo do instante de tempo médio em que se inicia o

transbordamento do repositorio no modelo estocastico, t;, pode-se utilizar a Eq. (B.23),

obtida no modelo deterministico, ou seja:
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a 1
(H, _hpl)'[_(B) +m]

~(H, —hpl).<g) +1

t, =t +(B).|n{ } (E7)

onde todos os termos desta equacao sdo definidos no Apéndice B.

E.1.5 MASSA DE RADIONUCLIDEO NA FASE LIQUIDA NO REPOSITORIO
E.1.5.1 Geral
A massa de radionuclideo na fase liquida no repositorio, M (t), deve ser

determinada considerando-se as situacdes de ndo-transbordamento e transbordamento

do mesmo.

E.1.5.2 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A massa de radionuclideo na fase liquida no repositério, M, pode ser determinada

utilizando-se a Eq. (5.43), que é aqui reproduzida como:

erw__ é2+é3
dt [M(n.A.Rd.H)]'M“” (E8)

onde A é a constante de decaimento radioativo, Ry € o coeficiente de retardo definido na

Eq. (5.28) e H ¢ a altura de coluna de liquido no interior do repositorio.

As vazdes volumetricas da fase liquida (dgua + radionuclideos) que saem pela base

do repositorio, Q,, e pelas paredes laterais do mesmo, Q,, sdo representadas

respectivamente pelas Egs. (5.24) e (5.25), ou seja:

b H+E
Q, =K.A( £

) (E.9)
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Qs =Ko (F). (0, +D,) (E10)

Substituindo-se as Egs. (E.9) e (E.10) na Eq. (E.8) obtém-se:

M., 1 _K.A
= - Ol
nR,A" E

K..(b, +b,).H
L

)+(K;A>+( M, (E.11)

Conforme mostrado na Eq. (5.74), a altura de coluna de liquido no modelo

estocastico € representada como:

H=H+AH (E.12)
onde:
H = parte deterministica, [m];

AH = parte estocastica, [m].

Seja o ruido colorido ndo-gaussiano 1, ¢, , definido pela seguinte equacao:

(E.13)

O ruido colorido ndo-gaussiano 2, ¢,, também pode ser representado como (vide

Apéndice D):
g, =AH (E.14)
Da Eq. (E.13) observa-se que:

Loes
H 1

1
= (E.15)

Substituindo-se as Egs. (E.12), (E.13), (E.14) e (E.15) na Eqg. (E.11) obtém-se a

seguinte equacéo:
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dl\(/jltrw = b : E :CW KC'SIZT)H”\"M
nR4E nRy. n.R,.A.
" d d K..(b ;) (E.16)
. (b +
[ M, & — [22——2 M, €,
nRy nR4.AL

Os ruidos coloridos ndo-gaussiano 1, ¢,, e gaussiano 2, t,, também podem ser

representados pelas equacdes:

dW,,

—_ 1t E.17

1 at ( )
dW,,

— 't E.18

€ at ( )

onde W, e W,, séo processos estocasticos compativeis com as definicdes de ¢,, pelas

Egs. (E.13) e (E.17), e de ¢,, pelas Egs. (E.14) e (E.18), respectivamente.

Substituindo-se as Eqgs. (E.17) e (E.18) na Eq. (E.16) e utilizando-se a simbologia do
calculo estocastico (OKSENDAL, 2000), observa-se que:

K K, Kb, +by)

dX, =—[A+ RCE = AL H1X, dt —
n. . n. . n. A
K d dK (b bd) (E-19)
. +
C 11X, .dW,, —[—SL "2 X dW
[n_Rd] AW, —[ n_Rd_A_L] 1AWy

onde t; e t; representam respectivamente os tempos de falha e de transbordamento do
repositério.

A altura de coluna deterministica, H, que aparece na Eq. (E.19) pode ser

determinada com a utilizagéo da Eq. (B.12).
Utilizando-se uma estratégia semelhante a apresentada no Apéndice D, e os valores

apresentados na Tabela 6.1, pode-se mostrar que 0s termos estocasticos podem ser

desprezados na Eq. (E.19).
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Assim, a Eg. (E.19) se resume apenas a sua parte deterministica, ou seja:

d)(t - [7\/4_ KC + KC + KC'(bl + b2)

— H]X,.dt (E.20)
nR4yE nR,.H nR4.AL

A Eq. (E.20) possui solucdo analitica, representada pela Eq. (B.31), que € aqui

reproduzida como:

X, =(Moy Expl— (it —2— 31 Vitelt, t] (E.21)
'R, nR,AG" o

A Eq. (E.21) é obtida considerando-se a condicao inicial X, =M, (t;), onde

M (ts) representa a massa de radionuclideo na fase liquida no repositorio, no instante da
falha do mesmo, t;. J& 0 simbolo My representa a massa de radionuclideo no instante de

fechamento do repositorio, antes da ocorréncia do acidente.

E.1.5.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A massa de radionuclideo na fase liquida no repositério, M, pode ser determinada

utilizando-se a Eq. (5.44), ou seja:

erw:_ [+ (é2+é3+é4

M E.22
dt RyNAH Mo (E-22)

porém, utilizando-se H no lugar de H; [vide Eq. (E.6)].

Substituindo-se a Eq. (5.27) na Eq. (E.22) obtém-se:

dM,, D+ ((l_fm)-((:?2+é3)+fm-él)]_MrW

dt R,NAH

(E.23)

Substituindo-se as Egs. (E.9) e (E.10) na Eq. (E.23) obtém-se a seguinte equag&o:
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dM K K
W=— A+ @Q-F ). C)+(@A-f ). £ )+
dt B m)(Rd.n.E) ( m)(Rd.n.H)
. (E.24)
(1—fm).(K°ébl+b2)'H)+ f..Q, M.
+N.LA R,.nAH
Substituindo-se a Eq. (E.12) na Eq. (E.24) obtém-se:
dm K K
M=—[A+ @1-T). c)+(@1-f,). <)+
dt [ m)(Rd.n.E) ( m)(Rd.n.H)
a—f ) Ke®irb)Hy | 1,Q 4 (E.25)
R,Nn.LA R,.n.AH
K..(b, +b,).AH
1-f ). (L2 M
[A—f)( R, LA IM,,
Na modelagem estocéstica, observa-se com o auxilio da Eqg. (5.70) que:
Q, =F,().A(p,, +ir—e—1+F,(0)As (E.26)
Utilizando-se Fq4(t) = F4 [hipdtese (1)] na Eg. (E.26), obtém-se:
0, =0, +F,Ag (E.27)

onde:
Qun =F;.A(p,, +ir—e—r) = parte deterministica;

F,.A.e = parte estocastica.

Substituindo-se as Egs. (E.14), (E.15) e (E.27) na Eq. (E.25), obtém-se a seguinte

equacéo:
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M, .
& H=— A+ (- f)( )+(1 m)-( Y
Ke.(by +b,).H  f le
) niA TR AR M

)+

[ mFd] [(1—fm).K f,, le] (E.28)
Ry.n.H Ry R4.NA

(= )(w)]

[mFd]

€1

Apbés o transbordamento do repositério, observa-se que H=H.. Assim,
substituindo-se esta expressdo na Eq. (E.28) obtém-se:
aM K
A+ (Q-f 1-f =
m —[A+( )( )+( )(Rd-n-H,)Jr
a_t“(KvS1+m)Hw+ f .0, M.
+N.LA RyNAH,
f 1-f,)K, f E.29
[R d ] [( m) le]Mrw-gl_ ( )
NnH, R4.n R NA
K..(b, +b,
[a-t )(¥)]
f..F
[ﬁ].MM.S.Sl

Substituindo-se as Eqgs. (E.17), (E.18) e a expresséo ¢ = dw, na Eq. (E.29), obtém-

Se.

M,

a0 T e fn )G .Hr)+
(b+b)H f.0,,
A=t nLA )+R AH]
ALY mNh{a—nJK f Qm] aw, (E.30)
R,.nH, dt Rg.n R,.n.A dt
(b, +D) ) AW,
[@-f )(7)] 4
. dW dw.
Eﬁilmmf—if—i
gn dt dt

279



que pode ser colocada na seguinte forma:

K K
daM_=—[A+ @-F ). CY+(@A-f ). £ +
w =" [A+( m)(Rd.n.E) ( m)(Rd.n.Hr)
(1_fm).(Kc'(b1+b2)'Hr)+ fm'le ]Mrwdt_
R,.n.LA R,.n.AH,
[ P ].MM.th—[(l_fm)'KC +fm‘Q1m].Mm.dwn—
Ry.nH, Ry.n RyNA
K..(b, +b,)
1-f ).(——2—29)]M_ .dW,, —
[ o) M, W,
f..F
[ﬁ]. M., dW,.dW,,

Utilizando-se a simbologia estocastica (OKSENDAL, 2000), a Eq

transforma em:

dX,=— [+ (L—F, ).

KC KC
) +@=F)( )+
R,.n.E R,.n.H
Ko by +b)H, 0 -Quy
RonLA ' R,nAH,

[ fm'Fd ]Xtth . [(1_fm)Kc +fm'le
R,.nH, R4.n R4.NA
R,.NLA

f F
[o=21X AW, W,

d

r

@=f)(

1.X, dt -

X AW, -

)X, AW, —

(E.31)

. (E.31) se

(E.32)

Como pode ser visto em MOVELLAN (2011), o produto de diferenciais como no

caso do ultimo termo do membro direito da Eq. (E.32) é esperado no estudo de

equac0es diferenciais estocasticas.

Nas analises dimensionais que podem ser realizadas para as equacdes apresentadas

neste apéndice, deve-se tomar um cuidado especial com as unidades dos ruidos ¢, ¢, €

¢, . Suas unidades sdo m/a, m™ e m, respectivamente.
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Definindo-se ndmeros adimensionais e utilizando-se os valores de alguns
parametros apresentados na Tabela 6.1 (vide Apéndice D), constata-se que 0s termos
estocasticos podem ser desprezados na Eq. (E.32). Assim, esta equacdo pode conter

apenas a sua parte deterministica, ou seja:

KC
R4.N

KC

dX,=—[A+ (@-f,).( R nH
4N

)+ ()

r

. (E.33)
KC'(bl+b2)'Hr)+ 1:m'le ]Xtdt

1-f,).
A=) R,.NLA R,NAH,

A Eq. (E.33) possui solucdo analitica representada pela Eq. (B.39), que € aqui

reproduzida como:

3
~Dute+ Rld i) + O )]
=l

M., =(%).e Vte[t,, ) (E.34)
d
A Eq. (E.34) ¢ obtida considerando-se a condicdo inicial X, =M,,(t,), onde

Mn(t;) representa a massa de radionuclideo na fase liquida no repositorio, no instante

do transbordamento do repositorio, t;.

E.1.6 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE DE RADIONUCLIDEO NA FASE
LIQUIDA NO REPOSITORIO

E.1.6.1 Geral

A concentracdo em atividade na fase liquida no repositorio, Cg, é definida como a

razao entre a atividade desta fase e o volume da mesma.
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E.1.6.2 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositério

A concentracdo em atividade na fase liquida no repositorio, Cr, € determinada

utilizando-se a Eq. (5.45), ou seja:

Co=(20).0™) (E.35)
0

w

onde:

Ao = Atividade de um determinado radionuclideo no interior do repositorio no instante
t=0, [Ba];

My = Massa de um determinado radionuclideo no interior do repositério no instante
t=0, [kal;

E importante frisar que a massa My, na Eq. (E.35), é determinada com o auxilio da

Eqg. (E.21). J& o volume V,, é determinado pela equagdo V,, = n.A.H, com os valores de
H sendo determinados pela solu¢do numérica da Eq. (E.2).

E.1.6.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

Os valores de My, sdo determinados utilizando-se a Eqg. (E.34). Os valores de V,,

sdo determinados pela equacdo V,, = n.AH e os de H pela Eq. (E.6).

E.1.7 TAXA DE LIBERACAO EM ATIVIDADE DO REPOSITORIO PARA O MEIO
AMBIENTE

E.1.7.1 Geral

A taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A, é obtida
multiplicando-se a concentracdo em atividade da mistura (dgua + radionuclideos), no

interior do repositorio, pela vazao volumétrica de mistura que sai do mesmo.
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E.1.7.2 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositério

A taxa de liberacdo de radionuclideos do repositorio para 0 meio ambiente, A , pode
ser determinada pela Eq. (5.49), ou seja:

AZCR-(éz"'(.%) (E.36)

Substituindo-se as Egs. (E.9) e (E.10) na Eq. (E.36) obtém-se:
A= K. [( )(H E)+ ( 2)H 1.Cx Vtelt,,t,] (E.37)

onde os parametros H e Cg sdo determinados com o auxilio das Egs. (E.2) e (E.35),

respectivamente.

E.1.7.3 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A taxa de liberacdo em atividade do repositorio para 0 meio ambiente, A, é

determinada pela Eqg. (5.51), ou seja:

A=Cr 1) (Qy+ Q) +F,. O] (E.38)

Substituindo-se as Egs. (E.9), (E.10) e (E.26) na Eqg. (E.38) obtém-se a seguinte
equacéo:

A= {@-f) K, [(—)(H E)+ ( 2)H]
(E.39)

fF AP, +ir—e—r+el}.Cp

Quando ocorre o transbordamento do repositério, a altura de coluna no modelo

estocastico pode ser representada como:
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H=H, +AH
Substituindo-se a Eq. (E.40) na Eq. (E.39) obtém-se:

A :{(1—fm).Kc.[(g).(Hr +AH+E) + (@).(Hr +AH)?]+

f F AL, +ir—e—r+el}Cp
Substituindo-se a Eq. (E.14) na Eq. (E.41) observa-se que:

b, +b,
L

A={L-T) KA H, +Eve,)+ CH0.(H, +5)%]+

fF AP, +ir—e—r+el}.Cp

vV telt,,o)

sendo a concentragdo Cg determinada com o auxilio da Eq. (E.35).

(E.40)

(E.41)

(E.42)

E.1.8 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE NO PONTO DE DESCARGA NO

AQUIFERO

E.1.8.1 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositério

A concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp, pode ser

determinada utilizando-se a Eq. (5.55):

C. = Cr -[éz+ (:x)s]

P b, H,v,

Substituindo-se as Egs. (E.9) e (E.10) na Eq. (E.43) obtém-se:

b, +b,
L

K, A
CD=b .y -[(E)-(H+E)+(

a* "a'"a

).H?]1.Cq
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onde o valor de Cg € determinado utilizando-se a Eq. (E.35).
Substituindo a Eq. (E.40) na Eqg. (E.44) obtém-se a equacao:

CD=b E [(—) (H, +AH+E)+( 2)(H +AH)?]1.C, (E.45)

A substituicdo da Eq. (E.14) na Eq. (E.45) conduz a equac&o:

K. A +b,
Cp= L) (He+Baen)+ (5 Dy

2).(H, +¢&,)’]1Cy, Vtelt,,t,] (E.46)

E.1.8.2 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade no ponto de descarga no aquifero, Cp, pode ser

determinada utilizando-se a Eq. (5.56):

Cr = F,,).(Qp+ Q3)+f,.Q,] .47

C, =
P b,H,.v,

Substituindo-se as Egs. (E.9), (E.10) e (E.26) na Eq. (47), observa-se que:

. ){(1 f)Ke [( )(H E) + ( 2)H]
a-Ha (E.48)

f F AP, +ir—e—r+el}Cp

CDZ(

Substituindo-se a Eq. (E.40) na Eq. (E.48) obtém-se:

CD:(

le ).{(1—fm).Kc.[(%).(Hr+AH+E)+
(E.49)

(Putbe +|[’2) (H, + AH)2]+f, F, A[p,. +ir—e—r+&]}Cq
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Substituindo-se a Eq. (E.14) na Eq. (E.49) observa-se que:

CD :(b;)-{(l—fm)-Kc-[(é)-(Hr + E+82)+
a-HaVa = . e e o VtE[t“OO) (ESO)
CLE2) (M, +6) + FoA LD, +Hr -6+ el}Ce

sendo a concentracdo Cr determinada com o auxilio da Eq. (E.35).

E.1.9 CONCENTRACAO EM ATIVIDADE AO LONGO DO AQUIFERO

E.1.9.1 Situacdo em gue ndo ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, pode ser determinada
utilizando-se a Eq. (5.68):

Cp= (0.5).cD.Exp[(ZVL).x].Exp[—B*.x].erfc[ x-A L

o, 20 1

Vix ) x] Exp[B” x]erff XA

2D, 2./D, t

1+
(E.51)
(0.5).C .Exp[(

]

onde a concentracdo Cp é determinada com o auxilio da Eq. (E.46).

E.1.9.2 Quando ocorre o transbordamento do repositorio

A concentracdo em atividade ao longo do aquifero, Ca, pode ser determinada
utilizando-se a Eq. (E.51), porem Cp tem que ser determinado com o auxilio da
Eq. (E.50).
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APENDICE F

F.1. ANALISE DE CONSISTENCIA, CONVERGENCIA E
ESTABILIDADE PARA O METODO DE EULER-
MARUYAMA

F.1.1 GERAL

Neste apéndice é realizada uma analise pratica da consisténcia, convergéncia e

estabilidade do método de Euler-Maruyama (EM).

O método de Euler-Maruyama foi utilizado nesta tese para a obtencdo de solucbes
numéricas das Egs. (D.2) (modelo estocastico 1) e (E.2) (modelo estocastico 2), que

representam a altura de coluna de liquido no interior do repositério, H.

A primeira equacdo [Eq. (D.2)] € uma equacao estocastica linear de Ito, cuja solucédo
analitica foi obtida no referido Apéndice D. Ja a Eq. (E.2) é uma equacdo estocastica

ndo-linear de Ito, cuja solucdo analitica ndo foi incluida no escopo desta tese.

E mostrado na se¢do 6.4.2.5 (vide Fig. 6.16), que existe uma boa concordancia entre
as solucdes analitica e numérica (método de Euler-Maruyama) da Eq. (D2), no intervalo
0<H<25m, com um desvio relativo percentual maximo igual a 0,7224%, quando o
incremento de tempo At € igual a 0,5 a. E intuitivo esperar que uma reducio no valor
de At provoque a reducdo no valor do desvio relativo percentual maximo, mencionado
anteriormente, e isso serd analisado no estudo da convergéncia do método de Euler-

Maruyama, na sec¢éo F.1.3.

O fato de ndo ter sido obtida uma solucdo analitica para a Eq. (E.2), dificulta a

analise de convergéncia do método de Euler-Maruyama, por esta equacao.
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Por outro lado, uma andlise das solu¢bes numeéricas das Eqs. (D2) e (E2),
apresentadas na Fig. 6.17, e respeitando-se as diferencas existentes entre os modelos
estocasticos 1 e 2, mostra que existe uma coeréncia muito grande tanto no formato
como nos valores da curva representativa da solucdo numérica da Eq. (E.2). Assim,
espera-se que as analises de consisténcia, convergéncia e estabilidade realizadas para o
método de Euler-Maruyama, com o auxilio da Eq. (D.2), sejam qualitativamente
aplicaveis a Eq. (E.2).

Desta maneira, as analises de consisténcia, convergéncia e estabilidade serdo
realizadas nesta tese para 0 método de Euler-Maruyama, utilizando-se a Eq. (D.2), que é

aqui reproduzida como:
I:d
dX, =—[b.X, +cl.dt + (—%).dW, (F.1)
n

onde todos os parametros da Eq. (F.1) ja foram definidos no Apéndice D.

F.1.2 CONSISTENCIA

F.1.2.1 Geral
Na secdo 4.11.3.1.2, foi mencionado que a consisténcia para uma aproximacao

numérica de um processo estocastico de Ito é dividida em consisténcia forte e

consisténcia fraca.

F.1.2.2 Consisténcia forte

Para a consisténcia forte, deve-se atender as Eqs. (4.83), (4.84) e (4.85), que sdo

aqui reproduzidas respectivamente como:

limc(3)=0

50 (F.2)
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tal que:

2

5 _ 3
EECE T A, )-ae, V) 1<06) (F3)
n
e
E(ﬁ Yn§+l - an - E(Y:+l - Y: | A-rn ) - b(Tn ’ YI?)AWn 2) = 0(6) (F4)

onde a(t,,Y?) e b(t,,Y>) representam os termos de arraste médio e difusivo do
processo estocastico de Ito, respectivamente. Os simbolos W, E, A, e An

representam, respectivamente, o processo de Wiener ou movimento browniano padrao
(MBP), a esperanca matematica ou meédia, a familia de conjuntos o - algebras e o

incremento de tempo.

Definindo-se as fungBes W/ (Y,A /A a) e Y, (Y,A A ,b,AW) pelas seguintes

equacoes:
Y3, _Y? ’
¥y = E(——"A, ) -a(t,,Y,) (F.5)
An n
\PZC = i Yr16+l - Yn8 - E(YnaJrl - Yr? | Arn ) - b(rn J Yr?)AWn i (F6)

observa-se que atender a consisténcia forte € o mesmo que atender as seguintes

restricdes:
lim E[¥/]=0 (F.7)
An — 0
lim E[¥,]=0 (F.8)
An — 0
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Em outras palavras, mostrar que o método de Euler-Maruyama possui consisténcia

forte na discretizacdo da Eq. (F.1) é equivalente a mostrar que as fungdes E[¥[] e

E[W,] tendem a 0 a medida que An também tende a 0.

F.1.2.3 Consisténcia fraca

Na consisténcia fraca, deve-se atender as Eqgs. (F.2) e (F.3), além da Eqg. (4.86), que

¢ aqui reproduzida por comodidade como:

2

E[ E[i Voo = YD)(Y0a = Y) T IA, 1-b(x,, Y7) b(z,, Y7)T| 1<c(®)  (F.9)

8
n+l

onde (Y?,-Y)" é o transposto do vetor (Y

n+l

-Y?). Os demais termos ja foram

definidos anteriormente.
Definindo-se a fungdo W, (Y,A,A_,b) pela seguinte equacéo:

2

5 = B (Vi =YY = YT 1A, TG, V)b, 3T (F.10)

n+1 n+1

entdo, observa-se que atender a consisténcia fraca, € 0 mesmo que atender as seguintes

equacdes:
lim E[¥ ]=0 (F.11)
An — 0
lim E[W¥,;]1=0 (F.12)
An — 0

Analogamente ao caso da consisténcia forte, mostrar que o método de Euler-

Maruyama possui consisténcia fraca na discretizacdo da Eg. (F.1) € equivalente a
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mostrar que as fungdes E[\P[] e E[W;] tendem a 0 a medida que An também tende a

0.

Na secdo 4.4.4 foi mostrado que o processo de Wiener pode ser representado pela

expressdo AW, = +/At.n,.

Assim, observa-se que as Egs. (F.7), (F.8) e (F.9), sdo equivalentes as expressoes
lim {limE[¥/]}=0_lim {lim E[¥,]}=0 . lim {lim E[¥;]}=0
An >0 AW, -0 " An >0 AW, -0 An >0 AW, -0 ’
respectivamente. Estas expressdes podem ser facilmente demonstradas, desenvolvendo-
se rotinas apropriadas no Mathematica 9.0. Entretanto, como o tempo de computagéo
envolvido nesta tarefa € muito elevado, a melhor alternativa neste caso é recorrer a
KLOEDEN & PLATEN (1999), onde € encontrada a demonstracdo matematica da
consisténcia do metodo de Euler-Maruyama na discretizacdo numérica de um processo

estocastico de Ito.

F.1.3 CONVERGENCIA

F.1.3.1 Geral
A convergéncia para uma aproximagdo numérica de um processo estocastico de Ito

¢ definida na secdo 4.11.3.1.3. Ela é também dividida em convergéncia forte e

convergéncia fraca.

F.1.3.2 Convergéncia forte

A condicdo para que ocorra a convergéncia forte de um processo estocastico
aproximado de Ito é representada pela Eg. (4.50). Ela é aqui colocada na seguinte forma

equivalente:
Eor = E[|XT -Yy (T)|] <K.8' vd e(0,8,) (F.13)
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onde g,, é 0 erro absoluto forte, E representa a esperanga matematica ou média, Xr e

Yn(T) séo as solucgdes exata e aproximada de um processo estocastico de Ito, no final do
intervalo de tempo [0,T], K é uma constante finita, 3 € o incremento de tempoe y é a

ordem de convergéncia da aproximacao numeérica Y.

F.1.3.3 Convergéncia fraca

No caso da convergéncia fraca, deve-se atender a Eq. (4.51), ou seja:
e = [E[9(X)]-Elg(Yy (T)] < K3" V5 €(0,8,) (F.14)

onde g, € o erro absoluto fraco, g sdo polinémios apresentados em KLOEDEN &

PLATEN (1999) e os demais termos ja foram definidos anteriormente.

E importante frisar que a utilizagdo dos polindmios g € particularmente importante
nos casos em que ndo se conhece a solugdo exata, Xt, do problema, mas, sim, uma
aproximacdo da distribuicdo de probabilidade de Xr.

Como no presente caso € conhecida a solucdo analitica da Eg. (F.1), vide
Apéndice D, os polinémios g podem ser excluidos da Eq. (F.14), dando origem a

seguinte equacdo:

€ =|E[X;]1-E[Y\(T)] <K& v e€(0,8,) (F.15)

F.1.3.4 Resultados obtidos

Para esta andlise de convergéncia sdo utilizados valores de incrementos de tempo,

At, pertencentes ao intervalo 1, =[10°,10™].

Os programas de computador REPEAl1 e REPEN1, desenvolvidos no
Mathematica 9.0 para fornecer as solugdes analitica e numérica da Eg. (F.1), sdo muito

lentos quando utilizados com valores de At da ordem de 10 a, por conter toda a

292



modelagem estocéstica para o célculo da migragdo do radionuclideo desde o repositério

até o poco de captacdo de agua no aquifero.

Para tornar o estudo da convergéncia mais agradavel, uma copia das rotinas dos
programas REPEAL e REPENL1, apropriadas para o célculo da Eq. (F.1), foi utilizada no
desenvolvimento do programa CONVERGE, que é muito rapido (tempo de
processamento em torno de 2 minutos) na solucdo dessa equacdo, mesmo para valores

de At inferiores a 1073 a.

Com a utilizagdo do programa CONVERGE sdo determinados os valores dos
parametros apresentados nas Tabelas F.1, F.2 e F.3.

Tabela F.1 — Valores analiticos e numéricos do processo estocastico X(t)

At Xt Yn(T)

[a] [m] [m]
-0,0797849 -0,0797862
~0,1617870 ~0,1617900

0,4323400 0,4323460
~0,2354990 ~0,2355030
~0,1196260 ~0,1196280

10° 0,0865706 0,0865718

0,1022770 0,1022780
~0,1844590 ~0,1844620
0,1565270 0,1565290
20,2721270 20,2721310
~0,1766720 ~0,1766830
0,5891610 0,5892050
1,4331100 1,4332200
0,1817710 0,1817820
0,4047740 0,4048030
5x10° ~0,5615990 ~0,5616460
~1,5810200 ~1,5811500
1,1394900 1,1395700
0,6111490 0,6111940
~0,4364870 -0,4365240
1,6029100 1,6031600
~0,1981540 -0,1981910
0,7405330 0,7406430
21,2164200 ~1,2166200
-0,5105210 -0,5106070
10 - 0,8806840 - 0,8808280
0,6013360 0,6014250
0,7167570 0,7168600
~1,3773900 ~1,3776200
-0,3751800 -0,3752490
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Tabela F.1 (cont.) — Valores analiticos e numéricos do processo estocastico X(t)

At Xr Yn(T)
[a] [m] [m]
2,1200300 2,1214000
0,7954540 0,7958340
- 0,8663550 - 0,8672800
- 0,5333040 - 0,5339630
Ex1072 0,8821890 0,8826040
- 1,8879400 - 1,8896500
- 0,9904900 - 0,9915220
2,6728100 2,6746400
- 0,1431010 - 0,1434640
- 2,098700 - 2, 1005900
10,6521000 10,6673000
4,2014100 4,2069000
2,3452800 2,3478400
1,2648700 1,2658100
10" 2,8289100 2,8323300
- 0,5401400 - 0,5420200
1,5402600 1,5415300
1,1076000 1,1083100
- 2,3354200 - 2,3397900
0,1424980 0,1417270
5,7893000 5,8164100
2,0176400 2,0095900
- 3,5813100 - 3,6276100
- 2,0349500 - 2,0685700
5x10°L 15,4386000 15,5223000
1,3972200 1,3859700
17,7498000 17,8598000
7,5946000 7,6249300
- 4,5601700 - 4,6060000
1,6742900 1,6656100
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Tabela F.2 — Valores do erro absoluto forte

At
[a]

[Xr =Y (T)|
[m]

g = E[X: =Yy (T)]

[m]

10°

1,3606x10°°

2,6502x10°®

6,7008x10°®

3,8115x10°®

1,9871x10°

1,2588x10°°

1,5066x107°

3,0081x10°®

2.3596x10°®

4,3884x10°

2,9032x10°®

5x107

1,6454x10

4,3751x10™

1,1007x10™

1,1729x10°

2,9236x10°

4,6775x107°

1,2691x10™

8,7002x107°

4,5446x10™

3,7002x10°

5,5438x107°

107

2.4573x10™

3,7017x10°

1,1037x10™

1,9712x10*

8,6363x107°

1,4459x107

8,8490x10°

1,0254x10™

2.2649x10™

6,9295x107°

1,3080x10™
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Tabela F.2 (cont.) — Valores do erro absoluto forte

At
[a]

[Xr =Y (T)|
[m]

g = E[X: =Yy (T)]

[m]

5x107

1,3702x10°

3,8060x10™

9,2462x10™

6,5890x10™

4,1508x10™

1,7069x107

1,0323x10°

1,8359x10°

3,6253x10™

1,8855x107

1,0573x10°

10t

1,5202x107

5,4895x10°°

256401072

9,4637x10™

3,4179x10°3

1,8806x10°

1,2749x10°

7,1825x10™

4,3741x10°

7,7116x10™

3,6639x10°3

5x10*

2,7112x102

8,0470x10°3

4,6301x102

3,3623x102

8.,3634x102

1,1249x107

1,0998x10*

3.0322x1072

4,5830x102

8.6717x10°°

4,0477x1072
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Tabela F.3 — VValores do erro absoluto fraco

At Xt E[X+] Yn(T) E[YnN(T)] o= |E[XT] ~E[Yy (T)]|
[a] [m] [m] [m] [m] [m]
-0,0797849 -0,0797862
-0,1617870 -0,1617900
0,4323400 0,4323460
- 0,2354990 - 0,2355030
10° | -0,1196260 | 0,0275568 | -0,1196280 | 0,0275575 7,1000x10”
0,0865706 0,0865718
0,1022770 0,1022780
- 0,1844590 - 0,1844620
0,1565270 0,1565290
-0,2721270 -0,2721310
-0,1766720 -0,1766880
0,5891610 0,5892050
1,4331100 1,4332200
0,1817710 0,1817820
5x10° | 0,4047740 | 0,160368 | 0,4048030 | 0,160377 8,9000x10°®
- 0,5615990 - 0,5616460
- 1,5810200 -1,5811500
1,1394900 1,1395700
0,6111490 0,6111940
- 0,4364870 - 0,4365240
1,6029100 1,6031600
-0,1981540 -0,1981910
0,7405330 0,7406430
- 1,2164200 - 1,2166200
10% | -0,5105210 | 0,0896813 | -0,5106070 | 0,0897027 2,1400x10°
- 0,8806840 - 0,8808280
0,6013360 0,6014250
0,7167570 0,7168600
- 1,3773900 - 1,3776200
-0,3751800 - 0,3752490

297




Tabela F.3 (cont.) — Valores do erro absoluto fraco

At Xt E[X+] Yn(T) EIYNTT | ey, = [EIXT1-EIYN (D]
[a] [m] [m] [m] [m] [m]
2,1200300 2,1214000
0,7954540 0,7958340
- 0,8663550 - 0,8672800
- 0,5333040 - 0,5339630
5x10° | 0,8821890 | 0,0049407 | 0,8826040 | 0,0051991 2,5840x10™
- 1,8879400 - 1,8896500
- 0,9904900 - 0,9915220
2,6728100 2,6746400
-0,1431010 - 0,1434640
- 2,098700 - 2,1005900
10,6521000 10,6673000
4,2014100 4,2069000
2,3452800 2,3478400
1,2648700 1,2658100
10" 2,8289100 2,12074 2,8323300 2,12299 2,2569x10°
- 0,5401400 - 0,5420200
1,5402600 1,5415300
1,1076000 1,1083100
- 2,3354200 - 2,3397900
0,1424980 0,1417270
5,7893000 5,8164100
2,0176400 2,0095900
- 3,5813100 - 3,6276100
- 2,0349500 - 2,0685700
5x10™" | 15,4386000 4,1485 155223000 |  4,15824 9,7410x10°
1,3972200 1,3859700
17,7498000 17,8598000
7,5946000 7,6249300
- 4,5601700 - 4,6060000
1,6742900 1,6656100
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Os valores dos erros absolutos forte, €., , e fraco, ¢, , apresentados nas Tabelas F.2

e F.3, sdo mostrados em forma de gréaficos log-log nas Figs. F.1 e F.2, respectivamente.

€ [M]
0.01
0.001
0.0001
0.00001
0.0:)1 0.0ro5 0.(;1 o.(r)5 0.r1 o.r5 At[a]

Figura F.1 — Valores do erro absoluto forte em funcéo do incremento de tempo

€ha [m]
0.01 -
0.001
0.0001
0.00001
1. 010°° F
0.001 0.005 0.01 0.05 0.1 0.5 At[a]

Figura F.2 — Valores do erro absoluto fraco em funcdo do incremento de tempo
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Observa-se, com o auxilio das Figs. F.1 e F.2, que os erros absolutos forte, ¢, , e

fraco, e, , tendem a 0, a medida que o incremento de tempo At também tende a 0.

Este resultado mostra que a aproximac¢do numérica do processo de Ito, Yy,
representado pela Eq. (F.1), atende aos critérios de convergéncia forte e fraco,
representados pelas Eqgs. (F.14) e (F.15), respectivamente. Consequentemente, pode-se

afirmar que a solucdo numérica, Yn(t), converge para a solucdo exata, X(t).

O formato da curva do erro absoluto forte, ¢, , Se aproxima de uma reta com
inclinacdo aproximadamente constante no grafico log-log, para valores de At no

intervalo 1, =[107°,107].

J& para o erro absoluto fraco, €, observa-se que sua curva tem um formato
aproximado de uma reta no grafico log-log, porém sua inclinacdo aumenta bruscamente

para valores de At no intervalol,, =[5x107,10™].

Esta discrepancia pode ser atribuida a utilizacdo de poucos valores de X1 e Yn(T),
para cada valor de At, na determinacdo dos erros absolutos forte e fraco. Como pode
ser visto nas Tabelas F.1, F.2 e F.3, sdo utilizados apenas 10 valores de Xt e Yn(T),

para cada valor de At.

Na Fig. F.3 sdo mostradas simultaneamente as curvas dos erros absolutos forte, &, ,

e fraco, ¢, , em funcéo do incremento de tempo, At.

Observa-se, com o auxilio da Fig. F.3 que o erro absoluto fraco, &, , € sempre

menor que o erro absoluto forte, ¢, , em todo o intervalo 1, =[107,5x10™"].

Esse resultado ja era esperado, e evidencia o fato de que é mais facil atender ao
critério de convergéncia fraca do que ao critério de convergéncia forte, como 0s

proprios nomes sugerem.
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e[m]

0.001

0.0001

0.00001

1. g10%°
At [a]

0.001 0.005 0.01 0.05 0.1 0.5

Figura F.3 — Valores dos erros absolutos forte e fraco em fungdo do incremento de
tempo

F.1.4 ESTABILIDADE

Conforme mostrado na secdo 4.11.4.4, a estabilidade de uma aproximacdo numérica
de um processo estocastico de Ito pode ser analisada, utilizando-se os métodos dos
momentos (assintoticamente p-estavel e exponencialmente p-estavel) e o segundo
método de Lyapunov (KLOEDEN & PLATEN, 1999; MAHONY, 2013; HIGHAM,
2010; SAYTO, 2013; SAYTO & MITSUI, 2002; HERZOG, 2010).

Como ilustracdo, sera mostrada neste apéndice apenas a utilizacdo do método
M-estavel por ser o mais simples, jA que os resultados apresentados na Fig. 6.14
indicam que o método de Euler-Maruyama ¢ estavel para o problema tratado nesta tese,

no intervalo de tempo de 0 a 300 anos.

Neste método, uma solucdo X(t) de um processo estocastico de Ito tem estabilidade

média (mean stability) ou M-estabilidade se:
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lim E(X(t)) = 0

t—>w

(F.16)

ou seja, a solucdo X(t) é estdvel na média, se o limite da média do mddulo de X(t)

tender a 0, quando t tender a infinito.

Na se¢do 4.11.2 foi mostrado que o método de Euler-Maruyama para um processo
estocastico de Ito pode ser representado pela seguinte equacao:

Y=Y +a(t,y,)At+b(t,Y,).AW, (F.17)
onde AW,=W, —W,_ e Yo é a condigdo de valor inicial do problema.

Aplicando-se o método de Euler-Maruyama a Eq. (F.1) e utilizando-se as relacdes

Y, =X, e At=h, obtém-se:
I:d
Xy =X, + [-bX; —cl.h+ (). AW, (F.18)
n

Determinando-se a média em ambos os membros da Eg. (F.18) obtém-se a seguinte

equacéo:
E(X..,) =ECX,)+E([-b.X; —c].h) + E((%).Awi) (F.19)

Considerando-se os intervalos de tempo constantes (h = constante) e lembrando que
também sdo constantes os parametros b, ¢, Fq € n, a Eq. (F.19) pode ser colocada na

seguinte forma:

E(X..,)=E(X,)—bhE(X,)-ch+ (%).E(Awi) (F.20)

302



Conforme mencionado anteriormente, o processo de Wiener, W;, é definido como
um processo estocastico que possui média igual a 0 (OKSENDAL, 2000; SAUER,
2012). Assim:

E(AW,) =0 (F.21)

Substituindo-se a Eqg. (F.21) na Eq. (F.20) obtém-se a seguinte equacao:

E(X.,;)=@-bh)E(X,)-ch (F.22)

Fazendo-se i = 0 na Eq. (F.22) observa-se que:

E(X,)=(@-bh)E(X,)-ch (F.23)

Parai =1, observa-se que a Eq. (F.22) possui a seguinte forma:

E(X,) = (1-bh)?.E(X,) ~[ch+ (L-bh).ch] (F.24)

Fazendo-se substituicBes sucessivas dos valores de i na Eq. (F.22), obtém-se a

seguinte forma geral para essa equacao:
E(X,) = (@-b.h) .E(X,)—ch.[l+@-bh)+@1-bh)* +..+@-bh)™"] (F.25)
O segundo termo do membro direito da Eq. (F.25) é a soma dos termos de uma
progressdo geométrica (PG) cujo primeiro termo é 1 e a razdo € (1 — b.h). Levando-se

este fato em consideracdo, observa-se que essa equacdo pode ser colocada na seguinte

forma;:
E(X,) =[E(X,) + (%)].a— bh)' - <§) (F.26)

Das Egs. (F.16) e (F.26) observa-se que o critério de estabilidade, para o

método de Euler-Maruyama, requer que:
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limE(X,]) = lim 4[E(X0)+(%)].(1—b.h)‘—(%)}zo

i— o i— o

(F.27)

Analisando-se a Eq. (F.27), observa-se que ela s6 é verdadeira quando h = 0 e
E(Xo) = 0, porém, estas condigdes sdo muito restritivas e ndo atendem as necessidades

do problema em questao.

Outra alternativa, é considerar como verdadeira a desigualdade |(1—b.h)| <1, que

faz o limite da Eq. (F.27) tender a uma constante quanto i tende a oo, e obter a seguinte

equacéo:

limE(X,)) = ‘— Q)

(F.28)

i—>

Para o caso do repositério de Abadia de Goias, observa-se que (%) <0, logo a

Eqg. (F.28) pode ser colocada na seguinte forma equivalente:

c

I —> o0
De acordo com SAITO (2013) e com base na Eg. (F.29), observa-se que a solu¢édo

numérica X; ndo € numericamente estdvel na média (it is not numerically stable in

mean), mas € consistente assintoticamente na média (asymptotically consistent in
. : c . <

mean), com assintota igual a — (B) . Em outras palavras, pode-se afirmar que a solucgéo

numérica X; ndo é estavel na média, embora seja estavel assintoticamente na assintota

- ().

¢
b
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Da condicéo |(1— b.h)| <1, pode-se determinar o intervalo de validade do incremento

de tempo h.

Com este propdsito, devem-se considerar as seguintes situacoes:

1-bh <0 = |[@-bh)=bh-1 = h<% (F.30)
1-bh>0 = |@-bh)=1-bh =  h>0 (F.31)

Com base nas Egs. (F.30) e (F.31), observa-se que a analise de estabilidade do
método de Euler-Maruyama, na solucéo da Eq. (F.1), conduz ao intervalo O<h <%,

que ¢ ilustrado na Fig. F.4.

Para o caso do repositério de Abadia de Goiés, o valor de b é igual a 0,01575 a™.

Substituindo-se este valor no intervalo de h obtém-se o intervalo 0<h <126,98 a,

indicando que, para o caso em estudo, o0 método de Euler-Maruyama é estavel para
valores de h compreendidos em um intervalo aberto muito grande, ou seja, de 0 a
126,98 anos.

0 2/b

i h= At i

‘- [
< »

Figura F.4 — Intervalo do incremento de tempo h determinado pela anélise de

estabilidade do Método de Euler-Maruyama
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