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Capítulo 1 

Introdução 

 

 Em todos os reatores nucleares alguns nêutrons podem ser absorvidos na região de 

ressonância e, no projeto desses reatores, um acurado tratamento das absorções 

ressonantes é essencial. Além disso, a absorção ressonante varia com a temperatura do 

combustível, devido ao alargamento Doppler das ressonâncias [1]. A dependência com a 

temperatura da reatividade freqüentemente desempenha um papel importante no controle 

do reator.  

O movimento de agitação térmica dos núcleos é adequadamente representado na 

seção de choque microscópica da interação nêutron-núcleo através da função de 

alargamento Doppler. Esta função é calculada numericamente em modernos sistemas de 

cálculo das constantes de macrogrupo, necessárias para determinação da distribuição de 

potência de um reator nuclear. Esta função também tem sido usada para o cálculo 

aproximado das integrais de ressonância em células de combustíveis heterogêneas [2,3]. 

Há também sua aplicação no cálculo de fatores de auto-proteção para correção das 

medidas das seções de choque microscópicas pela técnica de ativação. Neste tipo de 

aplicação recentemente [4,5] foi destacada a necessidade de desenvolver aproximações 

analíticas precisas para a função de alargamento Doppler. Foi também enfatizado que os 

códigos de cálculo usados para obter os valores desta função, ou tabelas geradas a partir 

destes códigos, não são convenientes para aplicações e processamento de dados 

experimentais resultantes da técnica de ativação. Na referência [4] Shcherbakov e Harada 

fizeram um estudo amplo das aproximações existentes à época, chegando a conclusão 
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que a aproximação de Padé de 4 pólos [6,7] é a que apresentava melhor precisão quando 

usada no cálculo do fator de auto-proteção da ressonância epiG . A motivação básica desta 

tese é aplicar argumentos de análise complexa, a saber, o método de Frobenius, a fim de 

obter expressões analíticas para algumas funções presentes na forma funcional das 

seções de choque de absorção ressonante que se encontram em forma integral [8, 9]. 

Entre essas funções estão a função de alargamento Doppler ( ),xψ ξ  e o termo de 

interferência ( ),xχ ξ . Ambas estão relacionadas diretamente, como é bem estabelecido 

na literatura, e serão discutidas nesta tese. Juntamente com outras técnicas matemáticas, 

como o método de variação de parâmetros, pretende-se obter uma formulação analítica 

para a função de alargamento Doppler ( ),xψ ξ  que forneça resultados precisos em todas 

as faixas de energia e de temperatura nas quais a aproximação de Bethe e Placzek seja 

válida, visto que a integração numérica ainda hoje é tida como padrão de referência para 

tal função. Prova disso é que o método numérico, para as funções na forma integral, ainda 

hoje é muito utilizado nos códigos de Física de Reatores. Existem alguns métodos de 

aproximação da integral que rege ( ),xψ ξ , sendo que mesmo os mais atuais como o 

método de Padé de 4 pólos, por exemplo, ainda apresentam desvios percentuais 

consideráveis em relação ao valor de referência, mesmo não fornecendo uma expressão 

de fácil uso e/ou implementação computacional. 

 Para alcançar tal objetivo será utilizado o método de Frobenius, lançando mão de 

argumentos de análise complexa e séries de potências generalizadas [10] para obter 

soluções linearmente independentes para a parte homogênea da equação diferencial que 

rege ( ),xψ ξ  [11]. De posse dessas soluções aplicou-se o método de variação de 

parâmetros a fim de obter uma solução particular e, conseqüentemente, a solução geral 

da equação diferencial. Utilizando a mesma metodologia determinou-se uma expressão 
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analítica, tão simples quanto da função de alargamento Doppler, para o termo de 

interferência ( ),xχ ξ . Com isso, ficam determinadas as seções de choque de absorção 

ressonante e de espalhamento para ressonâncias bem resolvidas.  

 Uma outra aplicação prática para as novas aproximações analíticas da função de 

alargamento Doppler vem do fato que nem todos os detectores de nêutrons existentes 

determinam satisfatoriamente a intensidade de um fluxo de nêutrons estacionário. Porém, 

é comum utilizar os chamados indicadores radioativos, já que é sempre possível ativar o 

sensor do detector e então contar sua radioatividade. Esse é o princípio da técnica de 

ativação [12,13] que permite medidas muito precisas da intensidade de nêutrons, sejam 

elas relativas ou absolutas. Na técnica de ativação é necessário o conhecimento da 

função de alargamento Doppler para determinar os fatores de auto–proteção ressonantes. 

Formulações analíticas simples e precisas seriam um avanço nesse sentido pois 

demandariam menor processamento computacional. Isso é importante visto que no 

cálculo de fatores de auto–proteção  tem-se uma integral dupla com limites no infinito na 

qual a função de alargamento Doppler aparece como argumento de funções mais 

complexas. 

 No capítulo 2 é feita uma breve revisão teórica dos fenômenos envolvidos na 

obtenção da expressão da função de alargamento Doppler segundo as aproximações de 

Bethe-Placzek. 

 No capítulo 3 são obtidas expressões analíticas para a função de alargamento 

Doppler e o termo de interferência utilizando os métodos de Frobenius e de variação de 

parâmetros. Os resultados obtidos são comparados com outros métodos, inclusive o 

numérico, o que demonstra a compatibilidade do método proposto.  

 No capítulo 4 os resultados obtidos no capítulo 3 são aplicados nos cálculos de 

seções de choque microscópicas de absorção ressonante e de espalhamento. Como 
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exemplo, são tratadas as principais ressonâncias do 238U. Os resultados obtidos são 

validados pelos valores estabelecidos na literatura. Esses resultados são reportados no 

capítulo 5. Uma outra aplicação, ainda no capítulo 4, é o cálculo de fatores de auto-

proteção, no qual a função de alargamento Doppler apresenta um papel fundamental. 

Como o fator de auto-proteção é fornecido na forma de uma integral dupla, um dos 

avanços desta tese é transformar a sua forma funcional em uma integral simples com o 

intuito de aplicar o método de integração gaussiana. O método apresentou bons 

resultados com um infinito numérico muito menor do que o habitual, o que se converte em 

economia de tempo computacional.  

 No capítulo 5 são reportados os resultados obtidos para a função de alargamento 

Doppler e para o termo de interferência, assim como suas aplicações nos cálculos das 

seções de choque de absorção ressonante e de espalhamento. Os resultados obtidos 

para a determinação dos fatores de auto-proteção são encontrados nesse capítulo. 

 O capítulo 6 trata das conclusões e de sugestões para trabalhos futuros. 
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 Capítulo 2 

As funções de alargamento Doppler  

 

 Consideremos um meio com temperatura T  onde os núcleos alvo estão em 

movimento térmico. Em um estado de equilíbrio térmico à temperatura T , as velocidades 

são distribuídas pela função de distribuição de Maxwell-Boltzmann [14] 

( )
2

3
2

2 ,
2

MV
kTMf V N e

kTπ
− =  

 
                                   (2.1) 

onde N  é o número de partículas, M é a massa da partícula e k  é a constante de 

Boltzmann. 

Considerando os nêutrons como um gás ideal em equilíbrio térmico, pode-se escrever 

a seção de choque média de interação nêutron-núcleo levando em consideração o 

movimento dos nêutrons e dos núcleos como: 

               ( ) ( )31, (| |) (| |) ,v T d V v V v V f V
vN

σ σ
− → → → →

= − −∫
JG

                                (2.2) 

onde ( )f V
JK

 é a função de distribuição de Maxwell-Boltzmann dada pela equação (2.1) e 

^
V V
→

= Ω  é a velocidade dos núcleos alvo. Denotando rv v V
→ → →

= −  a velocidade relativa 

entre o movimento do nêutron e o movimento do núcleo alvo e considerando o espaço 

isotrópico, ou seja, sem direção privilegiada, pode-se separar a integração contida na 

equação (2.2) na integral dupla: 

( ) ( ) ( )
^

2

0 4

1, .r rv T dVV f V v v d
vN π

σ σ
− ∞

= Ω∫ ∫
JG

                                (2.3) 
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  Na equação (2.3) vê-se claramente que a seção de choque depende da velocidade 

relativa entre os nêutrons e os núcleos alvo. Como os núcleos estão em movimento 

térmico, a velocidade relativa pode aumentar ou diminuir. Essa diferença entre as 

velocidades relativas dão origem ao efeito de desvio Doppler no comportamento da seção 

de choque. 

 Após integrar a equação (2.3) em relação ao ângulo azimutalφ , a seção de choque 

média de interação nêutron-núcleo pode ser escrita por: 

( ) ( ) ( )2

0 0

2, sin .r rv T dVV f V v v d
vN

ππσ σ θ θ
− ∞

= ∫ ∫
JG

                                (2.4) 

Denotando cosµ θ= ,de modo que sind dµ θ θ= − , a equação (2.4) toma a forma: 

( ) ( ) ( )
12

0 1

2, .r rv T dVV f V v v d
vN
πσ σ µ

− ∞

−
= ∫ ∫

JG
                                (2.5) 

 A partir da definição da velocidade relativa tem-se a relação 

2 2 2 2 ,rv v V vVµ= + −                                                (2.6) 

e, por conseqüência, 

.r rv dvd
vV

µ = −                                                      (2.7) 

 Procedendo uma substituição simples, utilizando as relações (2.6) e (2.7), a equação 

(2.5) é escrita por: 

( ) ( ) ( )2
2 0

2, .
v V

r r rv V
v T dVVf V v v dv

v N
πσ σ

− ∞ +

−
= ∫ ∫

JG
                                (2.8) 

 Na equação (2.8), os limites de integração são sempre positivos devido à presença do 

módulo. Por isso, deve-se separar a integral presente na equação (2.8) em duas integrais 

distintas, a saber, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 0

2, .
v v V v V

r r r r r rv V v V v
v T dVVf V v v dv dVVf V v v dv

v N
πσ σ σ

− + ∞ +

− −

 = +  ∫ ∫ ∫ ∫
JG JG

      (2.9) 
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 É possível modificar os limites de integração da equação (2.9) lembrando que a 

massa do núcleo alvo é muito maior que a massa do nêutron incidente. Em termos da 

velocidade relativa, a equação (2.9) pode ser escrita como: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 0

2, .r r

r r

v v v v v

r r r r r rv v v v v
v T v v dv dVVf V v v dv dVVf V

v N
πσ σ σ

− + + ∞

− −

 = +  ∫ ∫ ∫ ∫
JG JG

   (2.10) 

 Substituindo a expressão da função distribuição de Boltzmann, equação (2.1), na 

equação (2.10) tem-se: 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2
3

2 2
2 0

2, ,r r

r r

v v v v vV V
r r r r r rv v v v v

v T v v dv dVVe v v dv dVVe
v

β ββσ σ σ
π

− + + ∞− −

− −

 = +  ∫ ∫ ∫ ∫  (2.11) 

onde denotou-se 2

2
M
kT

β = . Introduzindo as variáveis de velocidades reduzidas r rvϖ β=  

e vϖ β= , a equação (2.11) fica escrita por: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )2 2 2 2
2 / / /2 2

2 0 / / /

2, .r r

r r

V V
r r r r r rv T d dVVe d dVVe

ϖ β ϖ ϖ β ϖ ϖ ββ β

ϖ ϖ β ϖ β ϖ ϖ β

βσ ϖ σ ϖ ϖ ϖ σ ϖ ϖ
ϖ π

− + ∞ +− −

− −

 = +  ∫ ∫ ∫ ∫
 (2.12) 

 Integrando a equação (2.12) em relação a V chega-se a expressão: 

( ) ( ) ( ) ( )2 22
2 0

1, .r r
r r rv T e e dϖ ϖ ϖ ϖσ ϖ σ ϖ ϖ

ϖ π

− ∞ − − − + = −  ∫                   (2.13) 

Para ressonâncias (isto é, para os níveis de energia do núcleo composto) é possível 

descrever a dependência energética da seção de choque de absorção por uma fórmula 

simples, válida para 0T K= , conhecida como fórmula de Breit-Wigner de captura 

ressonante [1], expressa em função da energia do centro de massa por 

 ( )
( )

0

1/ 2

0

2
02

1 ,41
CM

CM
CM

EE
E E E

γ
γσ σ
 Γ

=  Γ   + −
Γ

                           (2.14) 

onde 0E é a energia onde a ressonância ocorre e CME  é a energia do centro de massa do 

sistema nêutron–núcleo. Além disso, na equação (2.14) aparece o termo 0σ , que é o 
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valor da seção de choque total ( )total Eσ  na ressonância 0E  que pode ser escrito em 

termos do comprimento de onda reduzido 0�  por: 

( )
( )0

2
2 6
0 2

1
4 2.608 10 ,n nA

g g
A E eV

σ π
+Γ Γ

= = ×
Γ Γ

�                               (2.15) 

onde o fator de spin estatístico g  é dado pela expressão: 

( )
2 1 ,

2 2 1
Jg
I
+

=
+

                                                        (2.16) 

sendo I  o spin nuclear e J  o spin total [15].    

 Substituindo a expressão (2.14) na equação (2.13) encontra-se uma expressão exata 

para a seção de choque média nas variáveis originais, válida para qualquer temperatura: 

( )
( )

( ) ( )2 22 2
1/ 2 22

0
0 2 0 2

02

, ,41
r rv v v vr

r
CM

CM

E vv T dv e e
Ev E E

β βγ
γ

βσ σ
π

− ∞ − − − +Γ    = −    Γ   + −
Γ

∫  (2.17) 

 Em um sistema de dois corpos pode-se escrever a energia cinética, no sistema centro 

de massa, por 

2

,
2
R r

CM
M vE =                                                      (2.18) 

onde R
mMM
m M

=
+

 é a massa reduzida do sistema. Para o problema em questão, de um 

nêutron incidindo em um sistema em equilíbrio térmico com temperatura T, é uma boa 

aproximação rv v≈ . Sendo assim, a razão entre a energia cinética do nêutron incidente e 

a energia cinética do sistema centro de massa é escrita por 

0

1 ,CME A
E A

+
=                                                      (2.19) 

onde A é a massa atômica do núcleo alvo.  

 Fazendo: 



 9

 ( )0
2

CMy E E= −
Γ

                                               (2.20a) 

( )0
2 ,x E E= −
Γ

                                                 (2.20b) 

e denotando 2
2

1
2 thv

β =  obtém-se, finalmente, a expressão da seção de choque de captura 

radioativa  próxima à uma ressonância isolada qualquer com energia de pico 0E , escrita 

por 

( ) ( )
1/ 2

0
0, , ,EE T x

E
γ

γσ σ ξ
− Γ  = Ψ Γ  

                                     (2.21) 

sendo 

( ) ( ) ( )2 2

2 2 22 /
, exp exp ,

2 1 2 2
r r

E
th th

v v v vdyx
y v v

ξξ
+∞

− Γ

    − +
    Ψ = − − −

   +      
∫              (2.22) 

onde rv  é o módulo da velocidade relativa nêutron-núcleo, v  é o módulo da velocidade do 

nêutron e 

.
D

ξ Γ
≡
Γ

                                                       (2.23) 

 O comprimento Doppler da ressonância  DΓ   é expresso por: 

( )1/ 2
04 / .D E kT AΓ =                                                  (2.24) 

 Todos os outros parâmetros nucleares elencados a seguir são bem estabelecidos na 

literatura: 

• A= Número de massa; 

• T = Temperatura absoluta; 

• E = Energia do nêutron incidente; 

• CME = Energia do centro de massa; 
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• 0E  = Energia em que a ressonância ocorre; 

• Γ = Largura total da ressonância medida nas coordenadas do laboratório; 

• DΓ = ( )1/ 2
04 /E kT A = Comprimento Doppler da ressonância; 

• v = Módulo da velocidade do nêutron; 

• rv v V= − = Módulo da velocidade relativa entre o movimento do nêutron e o de 

movimentação do alvo; 

• 
2

th
kTv
M

= = Módulo da velocidade de cada átomo do alvo 

 

2.1 As aproximações de Bethe e Placzek 

 

A expressão proposta por Bethe e Placzek para a função de alargamento Doppler 

( ),xψ ξ  é obtida a partir de algumas aproximações, a saber: 

 

1) Ignora-se a segunda exponencial na equação (2.22), visto que esta decresce 

exponencialmente e é desprezível em relação a primeira integral na equação (2.22) já que 

( )2
rv v+ >> ( )2

rv v− ; 

 

2) É uma boa aproximação estender o limite inferior de integração até −∞  na 

equação (2.22), visto que a razão entre a energia de incidência do nêutron e a largura 

prática é grande.  
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3) Sendo CME a energia do sistema no referencial centro de massa e E  a energia do 

nêutron incidente, a seguinte relação é sempre satisfeita: 

( )
1/ 2

1/ 21/ 2 1/ 2 1/ 21 1 ,CM
CM

E EE E E
E

η− = + = + 
 

                        (2.25) 

onde denotou-se CME E
E

η −
= . A equação (2.23) pode ser expandida em série de Taylor, 

sendo escrita por 

2
1/ 2 1/ 2 1 ... .

2 4CME E η η 
= + − + 

 
                               (2.26) 

 Até primeira ordem, a relação (2.26) fica escrita como 

1/ 2 1/ 2 1 .
2
CM

CM
E EE E
E
− ≈ + 

 
                               (2.27) 

 Em termos das massas e das velocidades, a equação (2.27) fica escrita por 

2 2
1/ 2 1/ 22 2

2
2 21 ,

2 2

R r

R r

M v mv
M v mv

mv

 
−    

= +    
     
 

                         (2.28) 

onde RM  é a massa reduzida do sistema. Para núcleos pesados RM m≈  e a equação 

(2.27) fica reduzida a relação: 

2 2

,
2
r

r
v vv
v
+

=                                                        (2.29) 

de tal forma que: 

2 2 2 2

.
2 2
r r

r
v v v vv v v
v v
+ −

− = − =                                             (2.30) 

 Substituindo a aproximação (2.29) na exponencial restante da equação (2.22) obtem-

se, finalmente, a função de alargamento Doppler que será tratada nesta tese: 
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( ) ( )
2

2
2, exp .

1 42
dyx x y
y

ξ ξψ ξ
π

+∞

−∞

 
≈ − − +  

∫                           (2.31) 

As aproximações feitas nesta seção se aplicam quase que na totalidade dos casos 

práticos, não se aplicando apenas nas situações de baixas energias de ressonância 

( 1E eV< ) e temperaturas muito altas. 

Na próxima seção algumas propriedades e limites especiais serão abordados para a 

função de alargamento Doppler. 

 

2.2  Propriedades da função de alargamento Doppler 

 

A função de alargamento Doppler para temperaturas fixas (ou seja, para um ξ  fixo), 

escrita pela equação (2.31), é representada graficamente nas figuras 1 e 2: 

 

 

Figura 1: Função de alargamento Doppler para 0.5ξ = . 
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Figura 2: Função de alargamento Doppler para 0.05ξ = . 

 

 A partir das figuras 1 e 2 pode–se constatar facilmente a simetria da função ( ),xψ ξ , 

assim como o alargamento da mesma a medida que ξ  diminui, ou seja, a medida que a 

temperatura absoluta T  aumenta. É fácil verificar que a função de alargamento Doppler 

assume apenas valores positivos. 

 Quando a temperatura do núcleo do reator é muito baixa, ou seja, quando ξ →∞ , a 

função de alargamento Doppler também tende para 

( ) ( )
2

2

4
2lim , lim lim 0,

12
x y dyx e

y

ξ

ξ ξ ξ

ξψ ξ
π

+∞ − −

−∞→∞ →∞ →∞

 
= × = 

+  
∫              (2.32) 

visto que a exponencial decresce mais rápido que o crescimento de ξ . O limite expresso 

na equação (2.32) é sempre válido, exceto, quando x y= . 
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 Partindo da própria formulação integral (2.31) da função de alargamento Doppler e 

utilizando o fato de que a exponencial decresce muito rápido tem-se a seguinte expressão 

limite para temperaturas muito altas: 

 ( )
( )

2 2
2

24

20
lim , .

1 22
D

x E E
e dyx e

y

ξ

ξ

ξ ξ πψ ξ
π

− −
−+∞ Γ

−∞→
≈ =

+∫                       (2.33) 

 A função de alargamento Doppler possui uma outra propriedade interessante relativa 

ao cálculo das áreas sob as curvas da seção de choque média ( ),E Tγσ
−

 para 

ressonâncias isoladas. Teoricamente essas áreas variam com a temperatura T do meio, 

porém para os intervalos de temperatura e energia de interesse para os reatores térmicos 

essa variação pode ser considerada desprezível. 

 Utilizando a expressão para a função de alargamento Doppler, equação (2.31), e a 

relação expressa pela equação (2.18), obtém-se a área sob uma ressonância isolada 

calculando a integral 

  ( ) ( )
1/ 2

0
0, , .EA dE E T dE x

E
γ

γσ σ ψ ξ
−+∞ +∞

−∞ −∞

Γ  = =  Γ  ∫ ∫                     (2.34) 

 Para energias próximas a ressonância 
1/ 2

0 1E
E

  ≈ 
 

. A partir da equação (2.20b) 

procede-se uma substituição simples, escrevendo a equação (2.34) por: 

  ( ) ( )
2

2
0 2, exp .

1 44
dyA dE E T dx x y
y

γ
γ

ξ ξσ σ
π

−+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

Γ  
= = − − +  
∫ ∫ ∫          (2.35) 

 As integrais que aparecem na equação (2.35) são conhecidas e fornecem para a 

área sob a curva 

  ( ) ( ) 0
0

2, ,
24

A dE E T γ γ
γ

ξ σ π
σ σ π π

ξπ

−+∞

−∞

Γ Γ 
= = = 

 
∫                     (2.36) 
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que independe da temperatura e é constante. A equação (2.36) mostra que mesmo o 

fenômeno de alargamento das ressonâncias à medida que a temperatura varia não altera 

a área sob a curva. 

 

2.3  Aproximações analíticas para a função de alargamento Doppler 

  

 Nesta seção é feito um breve resumo de duas das mais conhecidas aproximações 

para a função de alargamento Doppler, a saber, a aproximação assintótica [2] e a 

aproximação de Padé de 4 pólos. 

2.3.1 Expansão assintótica 

 Uma opção prática para o cálculo da função de alargamento Doppler é a sua 

expressão assintótica decorrente da expansão do termo 2

1
1 y+

na equação (2.31) em 

séries de  Taylor em torno de y x= .  Essa expressão é válida desde que . 6xξ >  [2]: 

  ( ) ( )
( )

( )
( )

2 4 2

2 42 2 42 2

3 1 5 10 11 2 12, 1 ... .
1 1 1

x x x
x

x x x
ψ ξ

ξ ξ

 − − − = + + + 
+ + +  

                    (2.37) 

 Embora existam limitações na utilização da equação (2.37) esta é muito útil, por 

exemplo, quando se quer determinar o comportamento da função de alargamento Doppler 

em situações especiais. Para valores grandes de x  vê-se que a função ( ),xψ ξ  tem 

comportamento assintótico tal que: 

 ( ) 2

1lim , .
1x

x
x

ψ ξ
→∞

≈
+

                                           (2.38) 
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2.3.2 As aproximações de Padé 

 As aproximações de Padé [6,7] são muito utilizadas para determinar valores para a 

função de alargamento Doppler e para o cálculo de integrais de ressonância. Essas 

aproximações descrevem funções que possuem pólos melhor do que as séries de Taylor 

por utilizarem funções racionais, ou seja, razão entre polinômios. Este é o caso da função 

de alargamento Doppler.  

 Nesta seção é feito um breve resumo da aproximação de Padé 4 pólos, que consiste 

em aproximar ( ),xψ ξ  pela função racional: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 4 6
0 2 4 6

2 4 6 8
0 2 4 6 8

, .
a a hx a hx a hx

x h
b b hx b hx b hx b hx

ψ ξ
+ + +

=
+ + + +

                    (2.39) 

 Os coeficientes estão descritos nas referências [6,7] e são dependentes de potências 

elevadas de ξ . Os coeficientes necessários para o cálculo da função de alargamento 

Doppler dado pela equação (2.39) são encontrados nas tabelas 1 e 2: 

 

Tabela 1.: Coeficientes p  e q  no método de Padé de 4 pólos. 

0p π=  ( )
( )1 2

9 28
2 6 29 32

q
π π
π π

− +
=

− +
 

( )
2

1 2

15 88 128
2 6 29 32

p π π
π π

− + −
=

− + ( )
2

2 2

36 195 256
6 6 29 32

q π π
π π
− +

=
− +

 

( )
( )2 2

33 104
6 6 29 32

p
π π
π π

−
=

− +
( )

( )3 2

33 104
6 6 29 32

q
π π
π π
− +

=
− +

 

( )
2

3 2

9 69 128
3 6 29 32

p π π
π π

− + −
=

− + ( )
2

4 2

9 69 128
3 6 29 32

q π π
π π
− +

=
− +
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Tabela 2.: Coeficientes h , a  e b  no método de Padé de 4 pólos. 

 

2h ξ=  

( )( )2 3 2 3 4
0 0 1 2 3 1 2 3 41a p p h p h p h q h q h q h q h= + − − − − + +  

( )( ) ( )( )
( )( )

2 3 4 2 3 2
2 2 3 1 2 3 4 0 1 2 3 2 3 4

2 2 3
1 2 3 1 2 3 4

3 1 3 6

2 3 2 3 4

a p p h q h q h q h q h p p h p h p h q q h q h

p p h p h q q h q h q h

= + − − + + + + − − − − +

− + + + − −

( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 3 2
4 4 0 1 2 3 2 3 2 3 4

2 3 2
3 1 2 3 4 1 2 3 3 4

3 3 6

2 3 4 2 3 4

a q p p h p h p h p p h q q h q h

p q q h q h q h p p h p h q q h

= + − − + + − − −

+ − − + − + + +
 

( ) ( )6 4 2 3 3 3 43 4a q p p h p q q h= + − +  

( )22 3 4
0 1 2 3 41b q h q h q h q h= − − + +  

( )( ) ( )22 3 4 2 2 3
2 1 2 3 4 2 3 4 1 2 3 42 1 3 6 2 3 4b q h q h q h q h q q h q h q q h q h q h= − − + + − − + + − −  

( ) ( )
( )( )

22 2 3 4
4 2 3 4 4 1 2 3 4

2 3
1 2 3 4 3 4

3 6 2 1

2 2 3 4 4

b q q h q h q q h q h q h q h

q q h q h q h q q h

= − − + − − + + +

+ − − +
 

( ) ( )22
6 4 2 3 4 3 42 3 6 4b q q q h q h q q h= − − + +  

2
8 4b q=  

 

A expressão final, segundo a aproximação de Padé de 4 pólos, é dada por: 

  ( ) ( )
( )

,
, ,

,
F x

x
G x

ξ
ψ ξ

ξ
=                                             (2.40) 

sendo os polinômios ( ),F x ξ e ( ),G x ξ  escritos por: 
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( ) ( 22 23 22 2

22 3 21 4 21 5

20 6 18 7 21 2 2

21 3 2

, 2 7,089815404 10 1,146750844 10 8,399725059 10

3,622207053 10 9,957751740 10 1,749067258 10
1,835165213 10 8,940072699 10 2,539736657 10
2,069483991 10 3

F x

x
x

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ − ⋅

+ ⋅ +

)

21 4 2 21 5 2

20 6 2 19 7 2 19 4 4

20 5 4 20 6 4 19 7 4

18 7 6

,972393548 10 1,919319560 10
3,670330426 10 2,682021808 10 1,048748026 10
1,702523008 10 1,835165209 10 2,682021806 10

8,940072688 10 ,

x x
x x x
x x x

x

ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅

       (2.41a) 

e 

( ) ( 23 23 2 23 3

22 4 20 7 6 19 8 8

20 7 21 6 19 8

22 5

, 3, 490642925 10 3, 464999381 10 2,050150991 10

7,933771118 10 3,670330427 10 1,788014539 10
3,670330426 10 3,533894806 10 1,788014541 10
2,062859460 10 3,

G x

x x

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

= ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + 22 2 2 22 4 2

22 5 2 22 3 2 21 7 2

21 6 2 21 4 4 21 7 4

21 5 4

426843796 10 5,586613630 10
2,649703323 10 6,613512625 10 1,101099129 10
7,301013353 10 3,590774413 10 1,101099125 10
5,868438581 10 4,000342261 1

x x
x x x
x x x
x

ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅

)

21 6 4 19 8 2

20 6 6 20 8 4 19 8 6

20

0 7,152058156 10
2,332237305 10 1,072808721 10 7,152058152 10

1,600000000 10 .

x x
x x x

ξ ξ

ξ ξ ξ

+ ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅

           (2.41b) 

Na próxima seção a função do termo de interferência será apresentada e sua 

aplicação na determinação das seções de choque microscópicas de espalhamento. 

 

2.4  A função do termo de interferência 

 

No caso do espalhamento, a seção de choque deve contabilizar também os efeitos de 

interferência [1]. Seguindo o formalismo de Breit–Wigner, a seção de choque 

microscópica de espalhamento ressonante é escrita por: 

( )
0

2
02 2

0

1 2 4 ,
1 1

n
s c

R yE R
y y

σ σ σ πΓ
= + +

Γ + +�
                         (2.42) 
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onde a relação (2.20a) foi utilizada e R  é o raio nuclear dado aproximadamente por 

13 1/31, 25 10R A cm−= × . Nesta seção será dada uma atenção especial ao segundo termo 

da equação (2.42).  

 Ao substituir a seção de choque de espalhamento ressonante, equação (2.42), na 

equação (2.13), chega-se a seguinte expressão para a seção de choque média de 

espalhamento: 

( ) ( ) ( ) 2
0 0

0

2, , 4 ,n RE x x Rσ σ ψ ξ σ χ ξ πΓ
= + +

Γ �                       (2.43) 

onde denota-se o termo de interferência por: 

( ) ( )
2

2
2, exp .

1 4
ydyx x y
y

ξ ξχ ξ
π

+∞

−∞

 
= − − +  

∫                           (2.44) 

O termo de interferência para uma temperatura fixa (ξ  fixo) é representado 

graficamente pela figura 3, onde se percebe que a função ( ),xχ ξ  apresenta uma anti-

simetria:  

 

 Figura 3.: Termo de interferência para 0.5ξ = . 
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Quando 0E E< , este termo é negativo, e quando 0E E> , o mesmo é positivo. Como 

conseqüência direta da anti-simetria do termo de interferência, a seção de choque de 

espalhamento, equação (2.43), apresenta uma pronunciada assimetria, como pode ser 

visto na figura 4: 

 

 

 

Figura 4.: Seção de choque microscópica de espalhamento para 0.5ξ = .  
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Capítulo 3 

Formulação matemática do problema 

 No capítulo 2 apresentou-se, de maneira sucinta, a física do problema. Neste 

capítulo a função de alargamento Doppler e o termo de interferência, ambos em forma 

integral, serão transformados em equações diferenciais ordinárias sujeitas a condições 

iniciais obtidas a partir de suas formulações originais.  A seguir, os métodos de Frobenius 

e de variação de parâmetros serão utilizados, respectivamente, para a determinação da 

solução da parte homogênea das equações e para a determinação de soluções 

particulares. Após a imposição das condições iniciais acima citadas obtém–se a solução 

geral da equação e conseqüentemente o valor das integrais.  

3.1 Obtenção da equação diferencial que rege ( ),xψ ξ . 

Ao invés de usar efetivamente a equação (2.31) será utilizada uma forma alternativa 

da função ( ),xψ ξ . A estratégia será transformar essa integral em uma equação 

diferencial ordinária sujeita a condições iniciais de modo que o Método de Frobenius, 

descrito no apêndice A, possa ser aplicado.  Diferenciando (2.31) em relação a x  obtém-

se: 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
2 2

,
exp exp .

2 1 4 1 42 2
x x dy ydyx y x y
x y y

ψ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
π π

∞ ∞

−∞ −∞

 ∂     = − − − + − −    ∂ + +     
∫ ∫ (3.1) 

Reconhecendo na equação (3.1) a própria função de alargamento Doppler e o termo 

de interferência, dado pela equação (2.44), pode-se escrever: 

( ) ( ) ( )2, ,
, .

2 2
x x

x x
x

ψ ξ χ ξξ ψ ξ
 ∂

= − + ∂  
                               (3.2)                            



 22

Derivando a equação (3.1) novamente em relação a x , após explicitar a função 

( ),xχ ξ ,  pode-se escrever: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 5 2 2
22 2 2

2 2

, ,
2 , exp .

4 1 48
x x y dyx x x x y
x x y

ψ ξ ψ ξ ξ ξ ξξ ξ ψ ξ
π

+∞

−∞

∂ ∂  
+ + + = − − ∂ ∂ +  

∫ (3.3) 

O lado direito da equação (3.3) pode ser escrito de outra forma notando que 

2

2 2

11
1 1
y
y y

= −
+ +

: 

( ) ( )
2 2

2
2

2exp 1 , .
1 4
y dy x y x
y

ξ π ψ ξ
ξ

+∞

−∞

 
 − − = −   +  

∫
 
                 (3.4)                         

Substituindo o resultado obtido em (3.4) na equação (3.3) obtém-se a equação 

diferencial que será usada neste trabalho para a obtenção da função de alargamento 

( ),xψ ξ : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4
2 2 2 2

2

, ,
2 ,

4 4
x x

x x x
x x

ψ ξ ψ ξ ξ ξξ ξ ξ ψ ξ
∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂

                      (3.5) 

sujeita as condições iniciais: 

( )
2

0 0, | exp 1
2 4 2xx erfξ π ξ ξψ ξ ψ=

    ≡ = −       
                   (3.6a) 

e
 

( )
0

,
| 0.x

x
x

ψ ξ
=

∂
=

∂
                                         (3.6b)                            

 Na próxima seção procede-se de maneira análoga com o termo de interferência com o 

intuito de encontrar uma equação diferencial nos mesmos moldes da equação (3.5). 
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3.2 Obtenção da equação diferencial que rege ( ),xχ ξ . 

 

O objetivo desta seção é obter a equação diferencial ordinária que rege a função 

( ),xχ ξ  analogamente ao que foi feito para a função de alargamento Doppler com o 

intuito de aplicar o método de Frobenius. Sendo assim, diferenciando a equação (2.44) 

em relação a x  tem-se: 

        
( ) ( ) ( )

2 2
2

2

,
exp

1 2 4
x ydy x y x y
x y

χ ξ ξ ξ ξ
π

−∞

−∞

 ∂    
= − − − −    ∂ +     

∫  (3.7) 

Separando os termos obtém-se: 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 22
2 2

,
exp exp ,

1 4 1 42 2
x x ydy y dyx y x y
x y y

χ ξ ξ ξ ξ ξξ
π π

−∞ −∞

−∞ −∞

 ∂    
= − − − − − −    ∂ + +    

∫ ∫   (3.8) 

onde é possível reconhecer no primeiro termo entre colchetes o próprio termo de 

interferência e no segundo termo uma integral conhecida e já calculada na seção anterior, 

representada na equação (3.4). A partir da expressão (3.4), a equação (3.8) toma a forma: 

 
( ) ( ) ( )2, ,

1 ,
2

x x x
x

x
χ ξ χ ξ

ξ ψ ξ
 ∂

= − − + ∂  
                            (3.9) 

 Derivando (3.9) em relação à x : 

 
( ) ( ) ( ) ( )2

2
2

, , , ,
2 2

x x x xx
x x x

χ ξ χ ξ χ ξ ψ ξ
ξ

 ∂ ∂ ∂
= − + + ∂ ∂ ∂ 

                       (3.10) 

 Nota-se que ainda existe uma derivada da função de alargamento Doppler indesejada. 

Porém, derivando a forma integral da função de alargamento Doppler em relação à x  

têm-se a expressão (3.2). Substituindo a equação (3.2) na equação (3.10) têm–se: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

2

, , , ,
,

2 2 2 2
x x x xx x x
x x

χ ξ χ ξ χ ξ χ ξξξ ψ ξ
  ∂ ∂ = − + − −  ∂ ∂   

             (3.11) 
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Com o intuito de eliminar o termo que contém a função de alargamento Doppler pode-

se isolar ( ),xψ ξ  na equação (3.9) e substituí-lo na equação (3.11). Após algumas 

simplificações algébricas obtém–se a seguinte equação diferencial a ter sua parte 

homogênea resolvida através do método de Frobenius: 

( ) ( ) ( )
2 2 4

2 2 2 2
2

, ,
2 , ,

4 2
x x xx x x
x x

χ ξ χ ξ ξ ξξ ξ ξ χ ξ
∂ ∂

 + + + + = ∂ ∂
               (3.12) 

sujeita as condições iniciais: 

 ( )
2 2

0 2, | exp 0,
1 4x
ydy yx
y

ξ ξχ ξ
π

+∞

= −∞

 
= − = +  

∫                     (3.13a) 

e, a partir de (3.11) 

( ) ( )
2

2 2
0 0

,
| 1 , | 1 exp 1 .

2 4 2x x

x
x erf

x
χ ξ ξ π ξ ξξ ψ ξ ξ= =

 ∂      = − − + = − −      ∂     
   (3.13b) 

 Nota-se que tanto a função de alargamento Doppler quanto o termo de interferência 

possuem equações diferenciais ordinárias com partes homogêneas idênticas. Esse fato é 

muito favorável visto que basta aplicar o método de Frobenius uma única vez a fim de 

encontrar soluções linearmente independentes da parte homogênea. Após a obtenção 

destas soluções o método de variação de parâmetros será aplicado a cada caso 

separadamente.  

 

3.3 Aplicação do método de Frobenius a parte homogênea da 

equação 

 

Nesta seção o método de Frobenius será aplicado a parte homogênea das equações 

(3.5) e (3.12). Como visto na seção precedente a parte homogênea é a mesma para 

ambas as funções (alargamento Doppler e termo de interferência). Derivando a equação 
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(A.2) (apêndice A) e a substituindo na equação homogênea associada as equações (3.5) 

ou (3.12) obtém-se, após agrupar os termos semelhantes: 

( )( ) ( )
2 2

2 2 2

0 0 0

21 0.
4 4

n s n s n s
n n n

n n n
c n s n s x c n s x c xξ ξξ

∞ ∞ ∞
+ − + + +

= = =

 +
+ + − + + + + = 

 
∑ ∑ ∑   (3.14) 

A equação indicial do problema, obtida quando 0n = , lembrando que 0 0c ≠  é 

                                        ( )0 1 0 0 ou 1.c s s s s− = ⇒ = =                                     (3.15) 

Da equação (3.15), como 0 0c ≠ , obtém-se que 0s =  e 1s = . Utilizando 

primeiramente 0s =  e 0 0c ≠  obtém-se a seguinte relação de recorrência válida para 

2n =  e 3n = : 

( )
( )

2 2

2.

4 6
4 1n n

n
c c

n n
ξ ξ

−

+ −
= −

−
                                        (3.16) 

Ainda quando 0s = e para 4n ≥  tem-se a seguinte relação de recorrência de três 

termos: 

( )
( )

2 2 2
2. 44 6

.
4 1

n n
n

c n c
c

n n

ξ ξ ξ− −
 + − + = −

−
                                     (3.17) 

Considerando o caso em que 1s = , obtém-se a outra série linearmente independente 

com o primeiro termo, não nulo, denotado por 0c� . Para os casos em que 2n =  e 3n =  

tem-se a seguinte relação de recorrência: 

( )
( )

2 2

2.

4 2
4 1n n

n
c c

n n

ξ ξ
−

+ −
= −

+
                                              (3.18) 

Ainda quando 1s =  e para 4n ≥  obtém-se novamente uma relação de recorrência de 

três termos: 

( )
( )

2 2 2
2. 44 2

.
4 1

n n
n

c n c
c

n n

ξ ξ ξ− −
 + − + = −

+
                                    (3.19) 
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Com isso a solução homogênea assume a seguinte forma: 

( ) ( ) ( )2 4 3 5
0 2 40 2 4, ... ... .h x c c x c x c x c x c xψ ξ = + + + + + + +� � �                  (3.20) 

onde os coeficientes são todos conhecidos a partir das relações de recorrência.  

Um importante passo para a obtenção de uma solução analítica para a equação (3.5) 

é notar que a integral na equação (2.31) é proporcional a 







−

4
exp

22xξ
. Assim é possível 

escrever a equação (3.20) como: 

 ( )
2 2

0
, exp .

4
n

h n
n

xx A xξψ ξ
∞

=

 
= − 

 
∑                                       (3.21)  

 Utilizando a expansão em séries de Taylor para a função 







−

4
exp

22xξ
 resulta em: 

 ( )
2 2 4 4

0
, 1 ...

4 32
n

h n
n

x xx A xξ ξψ ξ
∞

=

 
= − + + 
 

∑                               (3.22) 

ou 

( )
2 2 2 4

2 3 4
0 1 2 0 3 1 4 2 0

2 4 2 4 6 2 4 6
5

5 3 1 6 4 2 0 7 5 3 1

,
4 4 4 32

.
4 32 4 32 384 4 32 384

h x A A x A A x A A x A A A x

A A A x A A A A A A A A

ξ ξ ξ ξψ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

     
= + + − + − + − + +     

     
     

− + + − + − + − + − +     
     

…

 (3.23) 

Comparando os termos de mesma potência nas equações (3.20) e (3.23) e com 

alguma manipulação algébrica pode-se determinar os coeficientes e escrever ( ),h xψ ξ  da 

seguinte forma : 

 

( )
2 4 62 2 2 2 2

1

3 5 72 2 2 2 2 2

2

1 1 1, exp 1 ...
4 2 2 24 2 720 2

1 1 1exp ... ,
4 2 6 2 120 2 5040 2

h
x x x xx k

x x x x xk

ξ ξ ξ ξψ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

        
 = − − + + +       
         

        
 + − − + + +       
         

 (3.24) 
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onde 1k  e 2k  são, respectivamente, as constantes 0c  e 0c� . 

Reconhecendo a expansão das funções cosseno e seno, obtem-se uma forma 

analítica para a solução da parte homogênea das equações diferenciais que regem a 

função de alargamento Doppler e o termo de interferência: 

 ( )
2 2 2 2

1 2, exp cos sin .
4 2 2h
x x xx k kξ ξ ξψ ξ

      
= − +      

      
                    (3.25)                         

 Na próxima seção será aplicado o método de variação de parâmetros para cada 

caso separadamente com o intuito de obter as respectivas soluções particulares. 

 

3.4 Determinação das soluções particulares e gerais 

  

 Nesta seção o método de variação de parâmetros será aplicado para a obtenção da 

solução particular, e posterior solução geral após imposição das condições iniciais, para a 

função de alargamento Doppler e para o termo de interferência de forma totalmente 

análoga.  

 

3.4.1 Função de alargamento Doppler 

 

Pode-se encontrar uma solução particular da equação (3.5) de posse das soluções 

linearmente independentes de sua parte homogênea, a saber:    

                     ( )
2 2 2

1 , exp cos
4 2
x xx ξ ξψ ξ

   
= −   

   
                                (3.26a) 

e 
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( )
2 2 2

2 , exp sin ,
4 2
x xx ξ ξψ ξ

   
= −   

   
                               (3.26b) 

e aplicando o método da variação de parâmetros, descrito brevemente no apêndice A. O 

referido método consiste em procurar uma solução da forma: 

                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , ,p x u x x u x xψ ξ ψ ξ ψ ξ= +                         (3.27)                          

onde ( )1u x  e ( )2u x  são determinadas após a imposição das condições expressas pelas 

equações (3.6a) e (3.6b). A partir daí é imposta uma condição de nulidade da expressão: 

 ( ) ( ) ( ) ( )' '
1 1 2 2, , 0,u x x u x xψ ξ ψ ξ+ =                              (3.28) 

que juntamente com a condição 

                     ( ) ( ) ( ) ( )
4

' ' ' '
1 1 2 2, , ,

4
u x x u x x ξψ ξ ψ ξ+ =                             (3.29) 

proveniente da própria equação (3.5) formam um sistema linear. Resolvendo o sistema 

formado pelas equações (3.28) e (3.29) obtém-se: 

               ( )
2 2 2 2

'
1 exp sin

2 4 2
x xu x ξ ξ ξ   

= −    
   

                                            (3.30a) 

e 

             ( )
2 2 2 2

'
2 exp cos .

2 4 2
x xu x ξ ξ ξ   

=    
   

                                           (3.30b) 

Integrando as equações (3.30) determinam-se ( )1u x  e ( )2u x : 

   ( )
2 2 '2 2 '

'
1 0

exp sin
2 4 2

x x xu x dxξ ξ ξ   
= −    

   
∫                                     (3.31a) 

e 

( )
2 2 '2 2 '

'
2 0

exp cos .
2 4 2

x x xu x dxξ ξ ξ   
=    

   
∫                                     (3.31b) 
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 Colocando as funções seno e cosseno em suas respectivas formas exponenciais: 

2 2 2

cos exp exp / 2
2 2 2
x x xi iξ ξ ξ      

= + −      
      

                           (3.32a) 

e 

2 2 2

sin exp exp / 2 ,
2 2 2
x x xi i iξ ξ ξ      

= − −      
      

                           (3.32b) 

 , onde 1i = −  é a unidade imaginária, pode–se tratar cada integral separadamente. 

Com isso ( )1u x  e ( )2u x  podem ser escritos por: 

( )
2 2 '2 2 ' 2 '2 2 '

' '
1 0 0

exp exp
4 4 2 4 2

x xx i x x i xu x dx dx
i

ξ ξ ξ ξ ξ    
= − + − −    

    
∫ ∫              (3.33a) 

e 

( )
2 2 '2 2 ' 2 '2 2 '

' '
2 0 0

exp exp
4 4 2 4 2

x xx i x x i xu x dx dxξ ξ ξ ξ ξ    
= + + −    

    
∫ ∫               (3.33b) 

 Completando quadrados nas integrais (3.33a) e (3.33b) é possível escrever ( )1u x  e 

( )2u x  da seguinte maneira: 

( ) ( ) ( )2 22 ' 2 '2 2
' '

1 0 0
exp exp exp

4 4 4 4
x xx i x i

u x dx dx
i

ξ ξξ ξ
    + −      = − −             
∫ ∫              (3.34a) 

e 

( ) ( ) ( )2 22 ' 2 '2 2
' '

2 0 0
exp exp exp

4 4 4 4
x xx i x i

u x dx dx
ξ ξξ ξ

    + −      = +             
∫ ∫               (3.34b) 

 A forma das funções ( )1u x  e ( )2u x  são parecidas e é conveniente resolver 

separadamente cada integral, denotadas por: 
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( )22 '
'

1 0
exp ,

4
x x i

I dx
ξ + =
 
 

∫                                   (3.35a) 

e 

( )22 '
'

2 0
exp ,

4
x x i

I dx
ξ − =
 
 

∫                                   (3.35b) 

separadamente, utilizando as respectivas transformações 
( )'

2
x i

u
ξ ±

= . Procedendo 

desta forma, pode-se escrever: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ 2 / 2 / 22 2 2
1 / 2 0 0

2 2exp exp exp ,
x i i x i

i
I du u du u du u

ξ ξ ξ

ξξ ξ
+ + = = − +  ∫ ∫ ∫          (3.36a) 

e 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ 2 / 2 / 22 2 2
2 / 2 0 0

2 2exp exp exp .
x i i x i

i
I du u du u du u

ξ ξ ξ

ξξ ξ
− − −

−

 = = − +  ∫ ∫ ∫          (3.36b) 

 Pode-se reconhecer as funções erro imaginário (apêndice B), definidas por: 

( ) ( )2

0

2 exp ,
x

erfi x dt t
π

= ∫                                           (3.37) 

que se relacionam com a função erro através de ( ) ( ).erfi x i erf ix= − . Sendo assim, as 

integrais 1I  e 2I  podem ser escritas por: 

1 2 2
i i xI erf erfπ ξ ξ ξ
ξ

 −   = − +        
                       (3.38a) 

e 

2 ,
2 2

i i xI erf erfπ ξ ξ ξ
ξ

 +   = − − +        
                       (3.38b) 
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onde a propriedade 
2 2

erf erfξ ξ   − = −   
   

 foi utilizada. Substituindo os valores de 1I  e 

2I nas expressões de ( )1u x  e ( )2u x , chega–se finalmente a 

( )
2

1 exp 2
4 4 2 2 2

i x i xu x erf erf erfξ π ξ ξ ξ ξ ξ ξ   − +     = − +               
               (3.39a) 

e 

( )
2

2 exp .
4 4 2 2

i x i xu x i erf erfξ π ξ ξ ξ ξ ξ   − +   = − +           
                    (3.39b) 

De posse das expressões de ( )1u x  e ( )2u x  dadas pelas equações (3.39a) e (3.39b) 

pode-se escrever a solução particular por: 

( ) ( )

( )

2 2
2

2 2
2

, sin exp 1
4 2 4 2 2

cos exp 1 2 .
4 2 4 2 2 2

p
x i x i xx i x erf erf

x i x i xx erf erf erf

ξ π ξ ξ ξ ξ ξ ξψ ξ

ξ π ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

     − +   = − − − + +               
     − +     − − − +                   

(3.40) 

Lembrando que a solução geral da equação diferencial (3.5) é a soma da solução da 

equação diferencial homogênea (3.25) com a solução particular (3.40) e impondo as 

condições (3.6a) e (3.6b), as constantes 1k  e 2k  ficam determinadas: 

 
2

1 exp 1
2 4 2

k erfξ π ξ ξ    = −       
                                   (3.41a) 

e 

2 0.k =                                                                              (3.41b) 

Com isso, a solução geral da equação (3.5) toma a seguinte forma: 

( ) ( )

( )

2 2
2

2 2
2

, cos exp 1 2
4 2 4 2 2

sin exp 1 .
4 2 4 2 2

x i x i xx x erf erf

i x i x i xx erf erf

ξ π ξ ξ ξ ξ ξ ξψ ξ

ξ π ξ ξ ξ ξ ξ ξ

     − +   = − − − +               
     − +   − − − +                  (3.42) 
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Embora a equação (3.42) forneça um resultado analítico simples, é possível modificá-

la para uma melhor representação. Para isso serão utilizadas as propriedades 

conhecidas: 

2
i xerf a biξ ξ−  = + 

 
                                             (3.43a) 

e 

_ _

2
i xerf a b iξ ξ+  = + 

 
                                             (3.43b) 

onde aa −=  e bb = e são definidas as variáveis auxiliares: 

( )
2 2

2
1exp 1 cos

4 4 2
xx Cξ π ξ ξ   

− − ≡  
   

                             (3.44a) 

e 

( )
2 2

2
2exp 1 sin .

4 4 2
xx Cξ π ξ ξ   

− − ≡  
   

                             (3.44b) 

Sendo assim, pode-se escrever (3.42) como: 

 ( ) ( ) ( )1 2, 2 .x C a bi a bi iC a bi a biψ ξ = + + − − − + + +               (3.45) 

Lembrando que aa −=  e bb =  chega-se a conclusão que realmente a parte 

imaginária da função de alargamento Doppler é nula. Com isso, pode-se simplificar ainda 

mais o resultado obtido: 

 ( ) ( )( ) ( )1 2, 2 1 Re , Im , ,x C x C xψ ξ φ ξ φ ξ = + +                           (3.46) 

onde ( ),
2

i xx erf ξ ξφ ξ − =  
 

.  

Uma forma útil, como será visto posteriormente, é escrever o resultado (3.46) como: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 21, exp 1 cos 1 Re , tan Im , .
2 4 2 2

x xx x x xξ π ξ ξψ ξ ξ φ ξ φ ξ
      = − − + +            

(3.47) 
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 A expressão analítica obtida em (3.47) tem uma forma funcional bastante simples. 

É necessário um estudo mais aprofundado de suas aplicações comparando os resultados 

obtidos para a função de largamento Doppler a partir da expressão (3.47) com os 

resultados provenientes de outros métodos existentes, inclusive, o método numérico. Os 

resultados obtidos são reportados no capítulo 5. 

 

3.4.2 O termo de interferência 

 

 A aplicação do método de variação de parâmetros ao termo de interferência é análoga 

ao da função de alargamento Doppler, como apresentado na seção anterior visto que 

apenas as partes não homogêneas das equações diferem.  Com isso, além da condição 

de nulidade imposta pelo método, equação (3.28), a relação 

                    ( ) ( ) ( ) ( )
4

' ' ' '
1 1 2 2, , ,

2
xu x x u x x ξψ ξ ψ ξ+ =                                  (3.48) 

também deve ser satisfeita. Resolvendo o sistema formado pelas equações (3.28) e 

(3.48) encontram-se os parâmetros variáveis ( )1u x  e ( )2u x , respeitando as seguintes 

relações: 

               ( )
2 2 2

' 2
1 exp sin

4 2
x xu x x ξ ξξ

   
= −    

   
                                            (3.49a) 

e 

             ( )
2 2 2

' 2
2 exp cos .

4 2
x xu x x ξ ξξ

   
=    

   
                                           (3.49b) 

Integrando as equações (3.49a) e (3.49b) determinam-se ( )1u x  e ( )2u x : 

   ( )
2 '2 2 '

2 ' '
1 0

exp sin
4 2

x x xu x dx x ξ ξξ
   

= −    
   

∫                                     (3.50a) 
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e 

( )
2 '2 2 '

2 ' '
2 0

exp cos .
4 2

x x xu x dx x ξ ξξ
   

=    
   

∫                                     (3.50b) 

 Colocando as funções seno e cosseno em suas respectivas formas exponenciais, 

analogamente ao que foi feito na seção anterior e completando quadrados têm-se: 

( ) ( ) ( )2 22 ' 2 '2 2
' ' ' '

1 0 0
exp exp exp

2 4 4 4
x xx i x i

u x dx x dx x
i

ξ ξξ ξ
    + −      = − −             
∫ ∫          (3.51a) 

e 

( ) ( ) ( )2 22 ' 2 '2 2
' ' ' '

2 0 0
exp exp exp

2 4 4 4
x xx i x i

u x dx x dx x
ξ ξξ ξ

    + −      = +             
∫ ∫             (3.51b) 

 A forma das funções ( )1u x  e ( )2u x  são parecidas como no caso da função de 

alargamento Doppler e também é conveniente resolver cada integral separadamente, 

denotando-as por: 

( )22 '
' '

3 0
exp

4
x x i

I dx x
ξ + =
 
 

∫                                   (3.52a) 

e 

( )22 '
' '

4 0
exp .

4
x x i

I dx x
ξ − =
 
 

∫                                   (3.52b) 

 Utilizando as respectivas transformações 
( )'

2

x i
u

ξ ±
=  nas integrais (3.52a) e (3.52b), 

como na seção anterior, pode-se escrever 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ 2 / 2 / 22 2 2

3 12 2/ 2 / 2 / 2

4 2 4exp exp exp
x i x i x i

i i i

iI duu u du u duu u iI
ξ ξ ξ

ξ ξ ξξ ξ ξ
+ + +

= − = −∫ ∫ ∫    (3.53a) 

e 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ 2 / 2 / 22 2 2
4 22 2/ 2 / 2 / 2

4 2 4exp exp exp ,
x i x i x i

i i i

iI duu u du u duu u iI
ξ ξ ξ

ξ ξ ξξ ξ ξ
− − −

− − −
= + = +∫ ∫ ∫   (3.53b) 

onde também foi levada em consideração as definições (3.38a) e (3.38b) para 1I  e 2I . 

Para resolver as integrais resultantes basta proceder a substituição simples 

2

2
dzz u udu= ⇒ = . Procedendo desta maneira encontram-se as seguintes expressões 

para 3I  e 4I : 

( )( ) ( )22 2
3 2

2 exp / 4 exp / 4 ,
2 2

i xI x i erf erfπ ξ ξ ξξ ξ
ξ ξ

 −    = + − − − +           
          (3.54a) 

e 

( )( ) ( )22 2
4 2

2 exp / 4 exp / 4 .
2 2

i xI x i erf erfπ ξ ξ ξξ ξ
ξ ξ

 +    = − − − + − +           
       (3.54b) 

 Com isso, as funções ( )1u x  e ( )2u x  ficam escritas por: 

( )
2 2 2 2

1 2exp sin exp ,
4 2 2 4 2 2
x x i i x i xu x erf erfξ ξ ξ π ξ ξ ξ ξ ξ       − +   = − − +                   

(3.55a) 

e 

( )
2 2 2 2

2 2exp cos exp 2 2.
4 2 2 4 2 2 2
x x i x i xu x erf erf erfξ ξ ξ π ξ ξ ξ ξ ξ ξ       − +     = − − + −                       

(3.55b) 

De posse das expressões para ( )1u x  e ( )2u x  dadas por (3.55a) e (3.55b) pode-se 

escrever a solução particular por: 

 

( ) ( )

( )

2 2
2

2 2
2

2 2 2

, cos exp 1
2 2 4 2 2

sin exp 1 2
2 2 4 2 2 2

2sin exp .
2 4

p
i x i x i xx x erf erf

x i x i xx erf erf erf

x x

ξ π ξ ξ ξ ξ ξ ξχ ξ

ξ π ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

     − +   = − − − +               
     − +     − − − − +                   

   
− −   

   

     (3.56) 
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Novamente lembrando que a solução geral da equação diferencial é a soma da 

solução da homogênea com a solução particular e impondo as condições expressas pelas 

equações (3.13a) e (3.13b), as constantes 1k  e 2k  ficam determinadas: 

 1 0k =                                                        (3.57a) 

e 

2

2 2 exp 1 .
4 2

k erfξ ξξ π
    = − −       

                               (3.57b) 

Com isso, a solução geral da equação (3.12) toma a seguinte forma: 

( ) ( )

( )

2 2
2

2 2
2

, cos exp 1
2 2 4 2 2

sin exp 1 2 .
2 2 4 2 2

i x i x i xx x erf erf

x i x i xx erf erf

ξ π ξ ξ ξ ξ ξ ξχ ξ

ξ π ξ ξ ξ ξ ξ ξ

     − +   = − − − +               
     − +   − − − − +               

  (3.58) 

   A expressão para o termo de interferência (3.58), assim como a expressão para a 

função de alargamento Doppler, é um resultado analítico.  Este resultado também pode 

ser melhorado utilizando as propriedades (3.43a), (3.43b) e as definições dadas pelas 

equações (3.44) e (3.45). Procedendo desta maneira, escreve–se a expressão (3.58) por: 

( ) 1 2, 2 .x iC a bi a bi C a bi a biχ ξ
− − − −   = − + + + − + − − +      

                    (3.59)   

Lembrando que aa −=  e bb =  chega-se a conclusão que a parte imaginária do 

termo de interferência é nula. Com isso, pode-se simplificar ainda mais o resultado obtido: 

( ) ( ) ( )( )1 2, 2 Im , Re , 1 ,x C x C xχ ξ φ ξ φ ξ = − +                      (3.60) 

onde ( ), .
2

i xx erf ξ ξφ ξ − =  
 

 Uma forma útil de expressar o termo de interferência 

( ),xχ ξ  dado pela equação  (3.60) é:   
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( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 2

2, cos exp 1 Im , tan Re , 1 .
2 4 2
x xx x x xξ ξ ξχ ξ ξ π φ ξ φ ξ

      
= − − − +     

      
(3.61) 

A expressão (3.61) é um resultado analítico simples para o termo de interferência que 

foi obtido a partir da aplicação direta do método de Frobenius e do método de variação de 

parâmetros. Assim como na determinação de uma expressão para a função de 

alargamento Doppler, é necessário um estudo aprofundado das aplicações do termo de 

interferência, comparando os resultados obtidos a partir da expressão (3.61) com os 

resultados provenientes de outros métodos existentes, inclusive o método numérico. Na 

próxima seção, uma forma alternativa para determinação do termo de interferência a partir 

da expressão da função de alargamento será demonstrada. Os resultados obtidos 

também estarão reportados no capítulo 5. 

 

3.5 Método alternativo para determinação do termo de interferência 

 

 O objetivo desta seção é determinar de forma alternativa uma expressão para o termo 

de interferência [11]. Partindo da equação (3.2), pode-se isolar o termo de interferência 

escrevendo-o como: 

( ) ( ) ( )2

,4, 2 , ,
x

x x x
x

ψ ξ
χ ξ ψ ξ

ξ
∂

= +
∂

                                       (3.62) 

onde a função de alargamento Doppler ( ),xψ ξ  é dada pela expressão (3.42), embora a 

expressão (3.47) seja de mais fácil implementação computacional. As propriedades 

básicas de derivação da função erro encontram-se no apêndice A. Utilizando as 

propriedades básicas de derivação e o fato de que: 

    
2

exp ,
2 2

i x i i xerf
x

ξ ξ ξ ξ ξ
π

  ∂ ± ±   = −     ∂        
                             (3.63) 
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efetuam-se os cálculos. Basicamente, a dificuldade existente é na obtenção da derivada 

primeira da função de alargamento Doppler. Aplicando a regra do produto sucessivas 

vezes e a identidade (3.63) têm-se 

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

( ) ( ) ( )

3 2 2 2
2

3 2 2 2
2

2 2 2
2 22

,
exp 1 cos sin 2

8 4 2 2

exp 1 sin cos
8 4 2 2

1 1exp 1 cos exp exp
4 4 2 4 4

x x xx x
x

x xi x x

xi x i x i x

ψ ξ ξ π ξ ξ ξ ϕ ϕ

ξ π ξ ξ ξ ϕ ϕ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− +

− +

 ∂      
= − − − + − +     ∂       

      
+ − − − +     

      
      + − − − − − − +        

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 22 1 1exp 1 sin exp exp ,
4 4 2 4 4

xx i x i xξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

 
    

         + − − − − + − +                

(3.63) 

onde denotou-se 
2

i xerf ξ ξϕ±
± =  

 
. Notando que: 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 21 1exp exp 2exp 1 cos
4 4 4 2

xi x i x xξ ξξ ξ ξ ξ
      − − + − + = − −             

         (3.64a) 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 21 1exp exp 2 exp 1 sin ,
4 4 4 2

xi x i x i xξ ξξ ξ ξ ξ
      − − − − + = − −             

      (3.64b) 

é possível simplificar a equação (3.63) escrevendo-a da seguinte maneira: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 2 2 2
2

3 2 2 2
2

,
exp 1 cos sin 2

8 4 2 2

exp 1 sin cos .
8 4 2 2

x x xx x
x

x xI x x

ψ ξ ξ π ξ ξ ξ ϕ ϕ

ξ π ξ ξ ξ ϕ ϕ

− +

− +

 ∂      
= − − − + − +     ∂       

      
+ − − − +     

            (3.65) 

 É imediato verificar a partir da equação (3.65), que 
( ),x
x

ψ ξ∂
∂

 se anula quando 0x = , 

o que corrobora com a condição (3.6b). A partir da relação (3.62) e da equação (3.42) 

obtém-se a expressão: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 2 2 2
2

2

3 2 2 2
2

2 2
2

4, exp 1 cos sin 2
8 4 2 2

exp 1 sin cos
8 4 2 2

2 cos exp 1 2
4 2 4

sin
4

x xx x x

x xi x x

xx x

i

ξ π ξ ξ ξχ ξ ϕ ϕ
ξ

ξ π ξ ξ ξ ϕ ϕ

ξ π ξ ξ ϕ ϕ

ξ π ξ

− +

− +

− +

       = − − − + − +      
       

       + − − − +      
        

    + − − − +    
    

+ ( ) ( )
2 2

2exp 1
2 4
x xξ ϕ ϕ− +

    − − +    
    

 (3.66) 

 Efetuando os cálculos obtém-se: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2
2

2 2
2

2 2
2

2 2
2

2 2
2

, cos exp 1 2
2 2 4

sin exp 1 2
2 2 4

sin exp 1
2 2 4

cos exp 1
2 2 4

cos exp 1
2 2 4

xx x x

x x

xi x x

xi x

xx x

ξ π ξ ξχ ξ ϕ ϕ

ξ π ξ ξ ϕ ϕ

ξ π ξ ξ ϕ ϕ

ξ π ξ ξ ϕ ϕ

ξ π ξ ξ

− +

− +

− +

− +

   
= − − − − +   

   
   

− − − − +   
   
   

+ − − +   
   
   

− − − +   
   
  

+ − − 
  

( )

( ) ( )
2 2

2

2

sin exp 1
2 2 4

xi x x

ϕ ϕ

ξ π ξ ξ ϕ ϕ

− +

− +


− + 


   

− − − +   
   

   (3.67) 

 Simplificando a expressão (3.67) chega-se à equação (3.61), como esperado. No 

capítulo 4 algumas aplicações dos resultados obtidos no presente capítulo serão 

apresentadas. 
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Capítulo 4 

Aplicações: Seções de choque de espalhamento ressonante e 

fatores de auto-proteção 

 

 Neste capítulo aplicam-se os resultados obtidos até aqui a dois problemas distintos, a 

saber, a determinação das seções de choque de absorção ressonante e de espalhamento 

e o cálculo dos fatores de auto-proteção, parâmetro importante na determinação das 

seções de choque de nêutrons térmicos, integrais de ressonância e fluxo de nêutrons pelo 

método de ativação. 

 

4.1 Determinação das seções de choque de absorção ressonante e 

de espalhamento. 

 

Levando em consideração o termo de interferência na obtenção da seção de choque 

de espalhamento, demonstra-se que a mesma pode ser escrita pela expressão (2.43) [1].  

Nesta seção são utilizados os resultados obtidos no capítulo 3 para a função de 

alargamento Doppler e para o termo de interferência e compõe-se o valor das seções de 

choque microscópica de espalhamento e de absorção ressonante para um tipo de 

combustível, o isótopo 238U. Comparam-se esses resultados com valores existentes na 

literatura [17,18], com o intuito de validar os valores das seções de choque obtidas com 

as aproximações das funções de alargamento Doppler e de interferência, propostas nesta 

tese, para faixas de energia e temperatura para o qual a aproximação de Bethe-Placzek é 
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válida. A partir das equações (3.47) e (3.61) a seguintes expressões para as seções de 

choque de absorção e espalhamento podem ser escritas [19]: 

( ) ( ) ( ) ( )
1/2 2 2 2

20
0 cos exp 1 1 Re , tan Im , ,

2 2 4 2
E x xE x x x
E

γ
γ

ξ π ξ ξ ξσ σ φ ξ φ ξ
 Γ       = − − + +      Γ         

   

(4.1a) 

e 

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 2
2

0

2
2

0

cos exp 1 1 Re , tan Im ,
2 2 4 2

4 Im , tan Re , 1 4 ,
2

n
s

x xE x x x

R xx x R

ξ π ξ ξ ξσ σ φ ξ φ ξ

ξφ ξ φ ξ π

       Γ= − − + +       Γ       
   + − + +  

   �

 

(4.1b) 

onde ( ), .
2

i xx erf ξ ξφ ξ − =  
 

  

No capítulo 5 os resultados desta validação para diferentes ressonâncias do isótopo 

238U são reportados.  

 

4.2. Cálculo de fatores de auto–proteção 

 

O método de ativação é amplamente utilizado na medição das seções de choque de 

nêutrons térmicos, integrais de ressonância e fluxo de nêutrons. Uma descrição detalhada 

do método de ativação, incluindo cálculos de fatores de auto–proteção epiG , pode ser 

encontrada em [12]. A dificuldade de obter uma expressão analítica para a função de 

alargamento Doppler, e funções mais complicadas desta, acarreta numa dificuldade de 

obter expressões para o fator de auto–proteção epiG , sendo utilizados dados tabelados 

[20] para ambos em códigos de física de reatores. Nesta seção apresentam-se alguns 
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avanços no sentido de superar a limitação que as tabelas existentes para ( ),xψ ξ  e Gepi 

apresentam, já que muitas vezes elas não são convenientes para cálculos que 

necessitam ser processados de forma precisa e rápida.  

É bem estabelecido na literatura que os fatores de auto–proteção são proporcionais as 

integrais de ressonância que, por sua vez, dependem das funções de alargamento 

Doppler [5]. Recentemente (2005) Zukeran e Nakagawa sugeriram uma formulação para 

os fatores de auto–proteção baseada em expansões algébricas e polinômios de Hermite 

[5]. Uma breve descrição do método será feita a seguir. 

Considere o caso em que o objeto de ativação é uma chapa circular de espessura t, 

desprezível em relação ao diâmetro da chapa exposta a um fluxo de nêutrons isotrópico 

com o espectro na vizinhança de uma ressonância.  

 

Figura 5.: Chapa exposta a um fluxo de nêutrons isotrópico   

 

Então, assumindo também que o espalhamento de nêutrons é desprezível em 

comparação com a absorção, a probabilidade de um nêutron incidindo na placa ser 

absorvido é  

( ) ( )
1

00
, 1 exp , ,a a

tP t d N x dxξ ω ω σ ψ ξ
ω

+∞

−∞

  = − −  
  

∫ ∫                     (4.2) 
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onde: 

ω = cosseno do ângulo de incidência do nêutron,θ . 

0σ = valor máximo da seção de choque total. 

aN = número de núcleos alvo por unidade de volume. 

( ),xψ ξ  = função de alargamento Doppler. 

Para uma placa infinitamente fina ( 0t→ ) a probabilidade é igual a 0atN σ π  e o fator 

de auto–proteção ressonante pode ser definido por 

 
( )

( )
,

.
0,

a
epi

a

P t
G

P t
ξ
ξ

=
→

                                                    (4.3) 

Para uma ressonância larga, o fator de auto–proteção epiG  pode ser escrito de outra 

maneira utilizando a transformação  

0 0
2 ,a atN tNy dy dσ σ ω

ω ω
= ⇒ = −                                          (4.4) 

em (4.2). Com isso, trocando os limites de integração e agrupando os termos 

convenientemente tem-se a probabilidade de absorção que é dada por: 

( ) ( ) ( )( )( )
0

2
0 3, 1 exp , .

a
a a tN

dyP t tN y x dx
yσ

ξ σ ψ ξ
∞ +∞

−∞
= − −∫ ∫                (4.5) 

Definindo 0atNτ σ=  e a partir da definição (4.3) chega-se a seguinte expressão para o 

fator de auto–proteção:  

( ) ( ){ }3, 1 exp , ,epi
dyG y x dx
yτ

τξ τ ψ ξ
π

∞ +∞

−∞
 = − − ∫ ∫                            (4.6) 

 onde: 

0atN γτ σ Γ = ×  Γ 
: espessura da chapa multiplicada pela seção de choque 

macroscópica da ressonância na energia 0E . 
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Γ = largura total da ressonância. 

γΓ = largura da ressonância radiativa. 

A integração numérica da expressão do fator de auto–proteção utilizando a forma 

analítica obtida nesta tese é a meta desta seção. Para isso, deve-se melhorar a 

expressão do fator de auto-proteção no sentido de uma implementação numérica mais 

simples. Primeiramente transforma-se a integral dupla (4.6) em uma integral simples com 

o intuito de proceder uma integração numérica unidimensional gaussiana [22].  

Como é sabido que o fator de auto-proteção é uma quantidade finita, é possível trocar 

a ordem das integrais em (4.6) visto que a convergência é garantida, escrevendo-a como: 

( ) ( )( )
3

1 exp ,
, .epi

y x
G dy dx

yτ

ψ ξτξ τ
π

+∞ ∞

−∞

 − −
=  

  
∫ ∫                            (4.7) 

A integral mais interna na equação (4.7) é facilitada já que a mesma é separável. 

Sendo assim, denotando esta referida integral por I , pode-se escrever: 

( )( ) ( )( )
3 2 3

1 exp , exp ,1 .
2

y x y x
I dy dy

y yτ τ

ψ ξ ψ ξ
τ

∞ ∞− − −
= = −∫ ∫                   (4.8) 

 A integral resultante do lado direito da equação (4.8) pode ser resolvida por partes 

sucessivas vezes. Procedendo a primeira vez e simplificando a notação, fazendo 

( ),xψ ξ ψ≡ , tem-se: 

( )
2 2 2

exp1 exp( ) .
2 2 2

yyI dy
yτ

ψψ ψ
τ τ

∞ −−
= − − 

 
∫                        (4.9) 

Integrando novamente por partes obtém-se: 

( ) ( )2

2 2

1 exp( ) exp1 .
2 2 2

y y
I dy

yτ

ψτ ψ ψψ
τ τ

∞− − −
= − − ∫                 (4.10) 

A integral remanescente é denominada função erro integral ou integral exponencial, 

definida por: 
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( ) ( ) ( )exp
, .nn

y
dy Ei n x Ei xx y

∞ −
= =∫                           (4.11) 

Logo, a integral I  toma a forma: 

( ) ( )2

2 2

1 exp( )1 ,
2 2 2

Ei
I

ψτ τψ ψ τψ
τ τ

− −
= − −                     (4.12) 

e por conseqüência, o fator de auto-proteção é escrito por [21]: 

( ) ( ) ( )2 21, 1 1 exp( ) .
2epiG Ei dxξ τ ψτ τψ ψ τ τψ
πτ

+∞

−∞
 = − − − − ∫             (4.13) 

O fator de auto-proteção (4.13) é finalmente escrito como uma integral unidimensional 

na qual a função de alargamento Doppler aparece explicitamente. No capítulo 5 os 

resultados obtidos para os fatores de auto-proteção a partir da equação (4.13) serão 

apresentados.  
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Capítulo 5 

Análise dos dados obtidos 

 

 Nesta tese foi obtida uma aproximação analítica para a função de alargamento 

Doppler a partir dos métodos de Frobenius e de variação de parâmetros e uma 

aproximação analítica para o termo de interferência utilizando os mesmos métodos. O 

termo de interferência foi obtido diretamente a partir da função de alargamento Doppler, 

através de uma relação simples existente entre as duas, ratificando as idéias expostas até 

então. No presente capítulo será feita uma análise sistemática dos resultados obtidos com 

essas aproximações. A partir das aproximações analíticas obtidas serão feitas 

comparações com alguns métodos existentes, inclusive o método numérico.  

 

5.1 A função de alargamento Doppler 

 

 A partir da equação (3.47), que fornece uma aproximação analítica para a função de 

alargamento Doppler, a representação gráfica demonstrada na figura 6 foi construída. A 

partir desta é possível observar que a expressão da função de alargamento Doppler 

obtida pelo método de Frobenius reproduz o comportamento físico esperado, tendendo a 

zero quando x→±∞  e se anulando quando 0ξ = . Uma análise mais detalhada de cada 

corte do gráfico será feita a seguir.  
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Figura 6.: Representação gráfica da função de alargamento Doppler ( ),xψ ξ  segundo o 

método de Frobenius. 
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 Nesta seção comparam-se os métodos de Frobenius e Padé para a obtenção da 

função de alargamento Doppler, tomando como referência a tabela descrita em [1]. As 

figuras de 7 a 10 são as representações gráficas das comparações entre os métodos de 

Padé e Frobenius para diferentes valores fixos de x. O eixo vertical indica os erros 

percentuais em relação aos valores de referência: 
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Figura 7.: Erro percentual do método de Padé de 4 pólos e do método de Frobenius para a 

função de alargamento Doppler ( ),xψ ξ , fixando 8x = e variando ξ . 
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Figura 8.: Erro percentual do método de Padé de 4 pólos e do método de Frobenius para a 

função de alargamento Doppler ( ),xψ ξ , fixando 10x =  e variando ξ . 
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Figura 9.: Erro percentual do método de Padé de 4 pólos e do método de Frobenius para a 

função de alargamento Doppler ( ),xψ ξ , fixando 20x =  e variando ξ . 
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Figura 10.: Erro percentual do método de Padé de 4 pólos e do método de Frobenius para a 

função de alargamento Doppler ( ),xψ ξ , fixando 40x =  e variando ξ . 

 

 A partir dos gráficos nas figuras 7 até 10, vê-se que o método de Padé apresenta 

erros sistematicamente maiores que o método de Frobenius, proposto nesta tese.  Os 

erros obtido obtidos pelo método de Padé crescem com o aumento do parâmetro x , ou 

seja, a medida que a energia do nêutron incidente se afasta da energia de ressonância ou 

a medida que a largura total da ressonância medida nas coordenadas do laboratório 

Γ diminui.  

 Com os resultados obtidos nesta seção conclui-se que o método de Frobenius, em 

comparação com os dados de referência [1], apresenta resultados melhores que o 

método de Padé de 4 pólos no cálculo da função de alargamento Doppler. 
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5.2. O termo de interferência 

 

 A seguinte representação gráfica (figura 11) foi construída a partir da equação 

(3.61), que fornece esta aproximação analítica para a função do termo de interferência 

obtida pelo método de Frobenius. 

 

 

 

Figura 11.: Representação gráfica da função do termo de interferência ( ),xχ ξ  segundo o 

método de Frobenius. 

 

Análogo ao que foi feito para a função de alargamento Doppler, nesta seção, verifica-

se a precisão do método de Frobenius através de comparações com dados existentes na 
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literatura. Como referência foram utilizados os resultados da referência [1]. Os resultados 

das discrepâncias percentuais em relação a esses valores de referência são 

representados graficamente nas figuras 12 a 15, para alguns valores fixos de x: 
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Figura 12.: Erro percentual da aproximação proposta para o termo de interferência ( ),xχ ξ
,
 

fixando 8x =  e variando ξ . 
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Figura 13.: Erro percentual da aproximação proposta para o termo de interferência ( ),xχ ξ
,
 

fixando 10x =  e variando ξ . 
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Figura 14.: Erro percentual da aproximação proposta para o termo de interferência ( ),xχ ξ
,
 

fixando 20x =  e variando ξ . 



 54

-0.005

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

ξ (x=40)

De
sv

io
 p

er
ce

nt
ua

l (
%

)

 

Figura 15.: Erro percentual  da aproximação proposta para o termo de interferência ( ),xχ ξ , 

fixando 40x =  e variando ξ . 

 

 A partir das figuras 12 até 15 é possível ver que os desvios percentuais em relação 

aos valores de referência [1] são muito pequenos.  Visto que existe concordância dos 

valores do termo de interferência calculados a partir do método de Frobenius com os 

valores estabelecidos na literatura, na próxima seção uma aplicação desses resultados 

será feita.  

 

5.3 Seções de choque de absorção ressonante e de espalhamento. 

 

 Como forma de validar os resultados obtidos até aqui, as seções de choque de 

absorção ressonante e de espalhamento são comparadas com os valores obtidos com o 

método híbrido [17,18]. O método híbrido consiste em conjugar uma integração gaussiana 
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para pequenos valores de x  e a forma assintótica do termo de interferência, dada pela 

equação (2.37), para valores grandes de x  nos quais a condição . 6xξ >  é satisfeita. Com 

isso, tanto a função de alargamento Doppler, quanto o termo de interferência são 

validados simultaneamente.  

 Sendo assim, analisemos algumas ressonâncias que ocorrem no isótopo 238U. As 

principais ressonâncias e suas respectivas larguras práticas tratadas neste trabalho estão 

resumidas na tabela 3 [17]. 

 

 

Tabela 3.: Ressonâncias do 238U . 

 

 

0 ( )E eV  ( )eVγΓ  ( )n eVΓ  

6.674 0.0230 0.0015 

20.87 0.0291 0.0100 

36.80 0.0250 0.0320 

66.54 0.0220 0.0260 

102.47 0.0260 0.0700 

 

 

 

 

 Na tabela 4 encontram-se resumidos os parâmetros nucleares utilizados para os 

cálculos das ressonâncias indicadas na tabela1[17]. 
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Tabela 4.: Parâmetros nucleares fixos utilizados na determinação das seções de choque de 

captura, espalhamento e total para o 238U na ressonância. 

 

 ISÓTOPO 238U  

(Massa atômica) A 238 /g mol  

T  31.5 10 K×  

k  -58.6×10 /eV K  

R  -17.7 10 m×  

potσ  10b  

  

 Alguns parâmetros que variam de acordo com a ressonância estão resumidos na 

tabela 5. Estes valores foram calculados a partir dos parâmetros encontrados nas tabelas 

3 e 4. 

 

Tabela 5.: Parâmetros nucleares variáveis utilizados na determinação das seções de choque 

de captura, espalhamento e total para o 238U na ressonância. 

 

0 ( )E eV  0 ( )m�  ξ  0 ( )bσ  

6.674 177.08 0.20 42.4 10×  

20.87 100.14 0.18 43.2 10×  

36.80 75.41 0.20 44.0 10×  

66.54 56.08 0.13 42.1 10×  

102.47 45.19 0.20 41.9 10×  
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 Com os parâmetros especificados nas tabelas 3, 4 e 5, compararam-se os valores das 

seções de choque de captura ressonante e de espalhamento para diferentes 

ressonâncias com os valores de referência. A seguir, as figuras 16 a 20 são 

representações gráficas das seções de choque totais construídas a partir dos métodos de 

Frobenius, cuja expressão é dada pela soma das equações (4.1a) e (4.1b), e o método 

híbrido para as cinco primeiras ressonâncias do U238: 
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Figura 16.: Seções de choque totais do 238U para a ressonância E0=6.674eV. 
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U238 - E_0 = 20.87eV
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Figura 17.: Seções de choque totais do 238U para a ressonância E0=20.87eV. 

 

 

 

 Uma análise dos gráficos das seções de choque totais para as duas primeiras 

ressonâncias do isótopo 238U ,figuras 16 e 17,  mostra que existe concordância entre os 

métodos, uma vez que as curvas obtidas a partir dos métodos de Frobenius e híbrido se 

sobrepõem, sendo indistiguíveis. Vê-se também que essa concordância independe da 

largura da ressonância. As figuras 18, 19 e 20 fornecem as seções de choque totais para 

as outras três ressonâncias posteriores do isótopo 238U, (36.80eV, 66.54eV e 102.47eV) 

ratificando os bons resultados obtidos para as aproximações da função de alargamento 

Doppler e para a função do termo de interferência: 
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Figura 18.: Seções de choque totais do 238U para a ressonância E0=36.80eV. 
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Figura 19.: Seções de choque totais do 238U para a ressonância E0=66.54eV. 
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Figura 20.: Seções de choque totais do 238U para a ressonância E0=102.47eV. 

 

 O comportento das curvas corrobora os bons resultados já apresentados para a 

função de alargamento Doppler e para o termo de interferência, mostrando a 

concordância entre o método e a referência. 

 Os resultados obtidos até aqui para a função de alargamento Doppler e para o termo 

de interferência, sejam individualmente (seções de choque de captura) ou combinados 

(seções de choque de espalhamento potencial), nos permitem aplica-los na determinação 

dos fatores de auto-proteção, o que será feito na próxima seção. 

5.4 Resultados para os fatores de auto-proteção 

 

No capítulo 4 desta tese foi obtida uma expressão para os fatores de auto-proteção na 

forma de uma integral unidimensional dada pela equação (4.13). Nas figuras 20, 21 e 22 

são apresentados os integrandos da equação (4.13) para diferentes valores da largura 

efetiva da chapa alvo  τ , variando este de 0.01 a 10: 
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Figura 21.: Integrando do fator de auto-proteção para 0.01τ =  e 0.25ξ =  

 

 

Figura 22.: Integrando do fator de auto-proteção para 5.0τ =  e 0.25ξ = . 
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Figura 23.: Integrando do fator de auto-proteção para 10τ =  e 0.25ξ = . 

A função a ser integrada pelo método da quadratura gaussiana é simétrica em relação 

a variável x. Este fato permite integrar numericamente no intervalo [ )0,∞  e multiplicar o 

resultado por 2. Outro fato importante é que o infinito numérico não precisa se alongar 

muito, visto que a função vai rapidamente a zero.  

Basicamente, o método de integração gaussiana ou quadratura gaussiana consiste 

em aproximar uma integral segundo a seguinte expressão [22]: 

( )
1

1
1

,
2 2 2 2 2 2

Nb

i ia
i

b a b a b a b a b a b af x dx f dx w fξ ξ
−

=

− − + − − +   = + ≈ +   
   

∑∫ ∫     (5.1) 

onde N  é a ordem da quadratura, iξ  é o ponto da quadratura e iw  é a função peso 

correspondente ao ponto de quadratura. 

Nesta seção o método de integração gaussiana será utilizado como referência para o 

cálculo dos fatores de auto-proteção. Essa escolha é justificada pelo fato de ser sempre 

possível aumentar o infinito numérico e o número de sub-intervalos no qual o método é 

aplicado, com conseqüente aumento de precisão. A integração numérica unidimensional 
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foi efetuada com o método de integração gaussiana, enquanto o cálculo da função de 

alargamento Doppler foi efetuado utilizando dois métodos distintos, a saber, o método de 

Frobenius e o próprio método de integração gaussiana.  

Ensaios numéricos e uma análise gráfica da equação (4.13), subsidiada pelas figuras 

21, 22 e 23, mostra que no ponto 40x =  o integrando decai rapidamente a zero. Por isso, 

nesta tese o ponto 100x =  será considerado o infinito numérico. Utilizou-se como 

referência a integração gaussiana de ordem 15 subdividindo o intervalo de integração 

unidimensional em 10 intervalos com o intuito de refinar ainda mais o método. A 

espessura efetiva da chapa 0.3633τ =  foi escolhida para efeito de validação por ser um 

valor dentro da faixa dos utilizados por Shcherbakov e Harada em seu trabalho[4]. 

A tabela 6 mostra os resultados para os fatores de auto-proteção onde a função de 

alargamento Doppler é calculada a partir do método de Frobenius. 
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Tabela 6.: Fatores de auto-proteção para diferentes temperaturas utilizando o método de 

Frobenius no cálculo da função de alargamento Doppler. 

 

 

ξ  

Método de 

Frobenius 

Integração 

Gaussiana 

Discrepância entre 

os métodos (%) 

0.05 0.96330 0.96276 0.06 

0.10 0.94426 0.94395 0.03 

0.15 0.92812 0.92790 0.02 

0.20 0.91448 0.91431 0.02 

0.25 0.90272 0.90258 0.02 

0.30 0.89246 0.89234 0.01 

0.35 0.88341 0.88331 0.01 

0.40 0.87537 0.87528 0.01 

0.45 0.86818 0.86810 0.01 

0.50 0.86172 0.86165 0.01 

 

 

 A tabela 6 mostra que o método de Frobenius para o cálculo da função de 

alargamento Doppler fornece desvio percentuais pequenos em relação aos valores de 

referência.   

 

 

 

 

 



 65

Capítulo 6 

Conclusões e perspectivas futuras de trabalho 

 

 No capítulo 3 desta tese determinaram–se novas aproximações analíticas para a 

função de alargamento Doppler e para o termo de interferência. As formas funcionais 

dessas funções se mostraram simples.  

 Com referência à função de alargamento Doppler, compararam-se os resultados 

obtidos a partir da combinação dos métodos de Frobenius e o de variação de parâmetros 

com os obtidos através do método de Padé de 4 pólos. Os resultados obtidos com o 

método proposto, tomando o método numérico como referência, foram melhores que os 

obtidos com o de Padé de 4 pólos.  

 Quanto ao termo de interferência, obteve-se uma aproximação analítica tão simples e 

precisa quanto a da função de alargamento Doppler, reproduzindo plenamente dados 

publicados anteriormente [1]. 

 Como aplicação direta das novas aproximações obtidas nesta tese, foram estudadas 

algumas ressonâncias conhecidas do elemento combustível 238U. Essas ressonâncias 

foram escolhidas por serem as mais importantes no processo de moderação de nêutron 

em reatores térmicos. As expressões obtidas utilizando essas novas aproximações 

analíticas foram aplicadas nos cálculos das seções de choque de captura, de 

espalhamento e total, sendo validadas através da comparação com valores existentes na 

literatura. 

 Os bons resultados obtidos na determinação das seções de choque de captura, de 

espalhamento e total, juntamente com o trabalho de Shcherbakov e Harada [4], 
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motivaram a aplicação dessa nova aproximação analítica para a determinação de fatores 

de auto-proteção.  

 No capítulo 5 obteve-se uma nova expressão para os fatores de auto-proteção em 

forma de uma integral unidimensional.  

 Com a nova aproximação analítica para a função de alargamento Doppler, que 

aparece na expressão dos fatores de auto-proteção de maneira não trivial, aplicou-se o 

método de integração gaussiana para obtenção numérica de ( ),epiG ξ τ . As discrepâncias 

em relação aos valores de referência foram pequenas.  

 Algumas perspectivas de continuação do presente trabalho são elencadas a seguir: 

• Aplicação da função de alargamento Doppler ao cálculo das funções ( ),J ξ β , 

necessárias no cálculo das probabilidades de escape ressonante e das integrais de 

ressonância; 

• Para algumas ressonâncias, é possível aproximar a função de alargamento como: 

( ) 1 ²x, exp - ²(x²-1) cos .
2 4 2

x ξ π ξψ ξ ξ   =      
                             (6.1)

                       

 Um exemplo onde isso é possível é nas ressonâncias em níveis de energia maiores 

que 0 36.80E eV= , no caso do isótopo 238U. Uma continuação para o presente trabalho 

seria validar essa aproximação para outros elementos físseis, determinando, além das 

seções de choque de absorção ressonante e de espalhamento, probabilidades de escape 

onde as integrais de ressonâncias desempenham um papel primordial; 

• Existem indicações que a equação diferencial que rege a função de alargamento 

Doppler possa ser escrita na forma de outras funções especiais, resolvendo-as pelo 

método de Sturm-Lioville. 
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Apêndice A 

O método de Frobenius e o método de variação de parâmetros. 

 

A.1 O método de Frobenius 

 

Nesta seção faz-se um breve resumo sobre o método de Frobenius [George 

Ferdinand Frobenius, (1849 – 1917)] que é a ferramenta fundamental para discutir se a 

solução de uma equação diferencial ordinária, independentemente se os coeficientes são 

ou não constantes, pode ser representada como uma série de potências. O método de 

Frobenius possibilita a obtenção de pelo menos uma solução da equação diferencial 

ordinária, o que é fundamental, uma vez que a outra possa, por exemplo, ser obtida pelo 

método de redução de ordem. Em alguns casos, como será verificado posteriormente, o 

método possibilita a obtenção de uma solução geral, isto é, de duas soluções linearmente 

independentes. 

Demonstra-se que nem sempre é possível encontrar uma solução geral de uma 

equação diferencial ordinária via desenvolvimento em série de Taylor (ou de MacLaurin). 

Uma pergunta surge de imediato: quando o desenvolvimento em série de Taylor é 

conveniente para procurar uma solução de uma equação diferencial ordinária? 

Para responder a essa pergunta, consideremos a equação diferencial escrita da 

seguinte forma: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 0,
d y x dy x

P x Q x y x
dx dx

+ + =                                    (A.1) 
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considerando apenas os casos em que ( )P x e ( )Q x são funções racionais ou ainda um 

quociente de dois polinômios. Com isso tem-se a seguinte definição: 

 

Definição 1: Se os coeficientes ( )P x e ( )Q x são funções racionais e se ( )
0

lim
x x

P x
→

e 

( )
0

lim
x x
Q x

→
 existem, então 0x x=  é chamado ponto ordinário da equação diferencial. No 

caso em que um dos limites não exista, então 0x x=  é chamado de ponto singular. 

Teorema 1: Se 0x  é um ponto ordinário da equação diferencial (A.1) então existem 

duas soluções linearmente independentes obtidas a partir do desenvolvimento em série 

de Taylor. Essas séries convergem no intervalo 0x x R− <  onde 0R >  

O método de Frobenius consiste fundamentalmente em procurar uma solução da 

equação diferencial de segunda ordem, linear e homogênea, na forma de série em torno 

do ponto 0x x= , com um parâmetro livre, isto é, da seguinte forma: 

 ( ) 0
0 0

,  com 0,s n n s
n n

n n
y x x c x c x c

∞ ∞
+

= =

= = ≠∑ ∑                                (A.2) 

onde s é o parâmetro. Visto que é sempre possível deslocar a singularidade sem mudar 

essencialmente a equação diferencial, é suficiente considerar 0x x z= +  e restringirmos, 

sem perda de generalidade, nosso estudo ao caso do ponto 0z = .  

 A partir da definição 1, que afirma que se um ponto não é um ponto ordinário, 

associado a uma equação diferencial ordinária, ele deve ser um ponto singular, define-se 

o conceito de ponto singular.  Além disso, no caso em que tem-se um ponto singular deve-

se classificá-lo como sendo um ponto singular regular ou um ponto irregular (este fugindo 

do escopo da proposta desta tese). 

Definição 2: Um ponto 0x x=  associado á uma equação diferencial ordinária 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 0,
d y x dy x

p x q x r x y x
dx dx

+ + =  

onde ( )p x , ( )q x e ( )r x são funções polinomiais, é dito ponto singular regular se os 

limites  

( ) ( )
( )0

0lim
x x

q x
x x

p x→
−  e ( ) ( )

( )0
0lim

x x

r x
x x

p x→
−  

são finitos. 

A série de potências generalizada (A.2), dependente do parâmetro indeterminado s, 

pode descrever: 

a) Funções analíticas que não se anulam na origem (s=0); 

b) Funções analíticas com zero de ordem m na origem (s=m= inteiro positivo); 

c) Funções com um pólo de ordem m na origem (s=-m= inteiro negativo); 

d) Funções com certos tipos de pontos de ramificação na origem (s = não inteiro). 

 

Se a solução da equação diferencial for representada por (A.2) então, em geral, 

poderá ser diferenciada termo a termo. Com efeito, para os casos mais importantes tem-

se, em resumo que: 

1) Se s for nulo ou um inteiro positivo, a série será uma série de Taylor e poderá ser 

diferenciada um número arbitrário de vezes no interior de seu círculo de convergência. 

2) Se s for um inteiro negativo, a série será uma série de Laurent e poderá ser 

diferenciada um número arbitrário de vezes no anel em que é válida. 
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A.2. O método de variação de parâmetros 

  

Na sessão anterior deste apêndice fez-se uma breve descrição do método de 

Frobenius, método utilizado na obtenção da solução da parte homogênea das equações 

diferenciais (3.5) e (3.12) . Para a obtenção de uma solução particular dessas mesmas 

equações pode-se utilizar, entre outros métodos, o de variação de parâmetros que é um 

método bem estabelecido na literatura. Na presente seção uma breve descrição do 

método é apresentada a fim de embasar sua aplicação nesta tese. 

Suponha que uma solução partticular seja escrita como uma combinação das 

soluções linearmente independentes da parte homogênea, sendo representada por 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ,pu x v x u x v x u x= +                                       (A.3) 

onde ( )1v x  e ( )2v x  são parâmetros osculadores que dão flexibilidade e nome ao método. 

É fácil verificar que ( )1v x  e ( )2v x  não são definidos unicamente mesmo se ( )pu x  for. 

Pode-se utilizar dessa liberdade e impor certas exigências adicionais sobre ( )1v x  e ( )2v x  

para facilitar sua determinação. Calculando ( )'
pu x  tem-se 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' ' '
1 1 2 2 1 1 2 2pu x v x u x v x u x v x u x v x u x= + + + .               (A.4) 

Se impusermos a exigência adicional que 

 ( ) ( ) ( ) ( )' '
1 1 2 2 0v x u x v x u x+ =                                          (A.5) 

a determinação de ( )1v x  e ( )2v x  será simplificada como será visto adiante. 

 Calculando agora ( )"
pu x  e substituindo os valores de ( )"

pu x , ( )'
pu x  e ( )pu x  na 

equação diferencial e utilizando o fato que ( )1u x  e ( )2u x  são soluções da equação 

homogênea é fácil verificar que 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' '
1 1 2 2 ,v x u x v x u x F x+ =                                     (A.6) 

onde ( )F x é a parte não homogênea da equação. A relação (A.6) juntamente com a 

condição (A.5) formam um sistema algébrico de equações que, pode ser escrito, em 

forma matricial, da seguinte forma 

 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )' ' '
1 2 1

'
1 2 2

.
0

u x u x v x F x
u x u x v x

    
=          

                                    (A.7) 

 Resolvendo o sistema (A.7) obtém-se que os parâmetros osculadores ( )1v x  e ( )2v x  

são dados por 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1

2

2
1

1
2 ,

x

x

x

x

u F
v x d

W

u F
v x d

W

η η
η

η

η η
η

η

= −

=

∫

∫
                                           (A.8) 

onde a função ( )W η é o wronskiano de 1u  e 2u  representado sob a forma do 

determinante 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 2 ' '

1 2

, det .
u x u x

W u x u x
u x u x
 

=    
 

                              (A.9) 

Dessa forma, a partir das integrais (A.8) uma solução particular fica definida. 
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Apêndice B 

A função erro 

 

 A função erro, designada abreviadamente por erf(x), é obtida por integração de uma 

distribuição normal, sendo definida como: 

         ( ) 2

0

2 .
x

erf x e dη η
π

−= ∫                                                (B.1)                           

 Sua representação gráfica é dada pela figura 28: 

  

Figura 24.:  A função erro. 

  

 A função erro toma os seguintes valores especiais: 

erf(x) 

x 
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( )0 0.erf =                                                (B.2) 

( ) 1.erf +∞ =                                                (B.3) 

 A função erro é uma função ímpar, isto é: 

( ) ( ).erf x erf x= −                                                (B.4) 

 A primeira derivada da função erro é: 

( ) 22 .xd erf x e
dx π

−=                                                (B.5) 

 A integral indefinida da função erro é dada por: 

( ) ( )
2

.
xeerf x dx xerf x
π

−

= +∫                                                (B.6) 

 

 

 


