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Capitulo 1

Introducgéao

Em todos os reatores nucleares alguns néutrons podem ser absorvidos na regiao de
ressonancia e, no projeto desses reatores, um acurado tratamento das absorgdes
ressonantes é essencial. Além disso, a absorgao ressonante varia com a temperatura do
combustivel, devido ao alargamento Doppler das ressonancias [1]. A dependéncia com a
temperatura da reatividade freqiientemente desempenha um papel importante no controle
do reator.

O movimento de agitagdo térmica dos nucleos é adequadamente representado na
secdo de choque microscépica da interagcdo néutron-nucleo através da fungdo de
alargamento Doppler. Esta fungéo é calculada numericamente em modernos sistemas de
calculo das constantes de macrogrupo, necessarias para determinagao da distribuicao de
poténcia de um reator nuclear. Esta funcdo também tem sido usada para o calculo
aproximado das integrais de ressonancia em células de combustiveis heterogéneas [2,3].
Ha também sua aplicagdo no calculo de fatores de auto-protecdo para correcao das
medidas das secbes de choque microscopicas pela técnica de ativagao. Neste tipo de
aplicagao recentemente [4,5] foi destacada a necessidade de desenvolver aproximagdes
analiticas precisas para a fungao de alargamento Doppler. Foi também enfatizado que os
codigos de calculo usados para obter os valores desta fungao, ou tabelas geradas a partir
destes codigos, ndo sao convenientes para aplicagdes e processamento de dados
experimentais resultantes da técnica de ativagdo. Na referéncia [4] Shcherbakov e Harada

fizeram um estudo amplo das aproximagdes existentes a época, chegando a concluséo



que a aproximacao de Padé de 4 podlos [6,7] é a que apresentava melhor precisdo quando

usada no calculo do fator de auto-protecéo da ressonancia G,, . A motivagéo basica desta

tese é aplicar argumentos de analise complexa, a saber, o método de Frobenius, a fim de
obter expressdes analiticas para algumas fungdes presentes na forma funcional das

secdes de choque de absorgédo ressonante que se encontram em forma integral [8, 9].

Entre essas fungdes estdo a fungdo de alargamento Doppler y/(x,f) e o termo de

interferéncia ;g(x,cf). Ambas estdo relacionadas diretamente, como é bem estabelecido

na literatura, e serdo discutidas nesta tese. Juntamente com outras técnicas matematicas,

como o método de variagado de parametros, pretende-se obter uma formulagao analitica

para a fungao de alargamento Doppler W(x,cf) que fornecga resultados precisos em todas

as faixas de energia e de temperatura nas quais a aproximagao de Bethe e Placzek seja
valida, visto que a integracdo numérica ainda hoje é tida como padrao de referéncia para
tal fungao. Prova disso é que o método numérico, para as fungdes na forma integral, ainda

hoje é muito utilizado nos codigos de Fisica de Reatores. Existem alguns métodos de

aproximagao da integral que rege y/(x,cf), sendo que mesmo 0s mais atuais como o

método de Padé de 4 podlos, por exemplo, ainda apresentam desvios percentuais
consideraveis em relacido ao valor de referéncia, mesmo nao fornecendo uma expressao
de facil uso e/ou implementagdo computacional.

Para alcancar tal objetivo sera utilizado o método de Frobenius, langando méao de
argumentos de analise complexa e séries de poténcias generalizadas [10] para obter

solugdes linearmente independentes para a parte homogénea da equagéao diferencial que

rege y/(x,g) [11]. De posse dessas solugdes aplicou-se o método de variagdo de

parametros a fim de obter uma solugao particular e, conseqlientemente, a solugdo geral

da equacao diferencial. Utilizando a mesma metodologia determinou-se uma expressao



analitica, tdo simples quanto da fungdo de alargamento Doppler, para o termo de

interferéncia ;((x,é‘). Com isso, ficam determinadas as se¢des de choque de absorgao

ressonante e de espalhamento para ressonancias bem resolvidas.

Uma outra aplicagdo pratica para as novas aproximagoes analiticas da fungédo de
alargamento Doppler vem do fato que nem todos os detectores de néutrons existentes
determinam satisfatoriamente a intensidade de um fluxo de néutrons estacionario. Porém,
€ comum utilizar os chamados indicadores radioativos, ja que é sempre possivel ativar o
sensor do detector e entdo contar sua radioatividade. Esse € o principio da técnica de
ativacao [12,13] que permite medidas muito precisas da intensidade de néutrons, sejam
elas relativas ou absolutas. Na técnica de ativagdo é necessario o conhecimento da
fungdo de alargamento Doppler para determinar os fatores de auto—protegao ressonantes.
Formulagbes analiticas simples e precisas seriam um avango nesse sentido pois
demandariam menor processamento computacional. Isso € importante visto que no
célculo de fatores de auto—protecdo tem-se uma integral dupla com limites no infinito na
qual a fungcdo de alargamento Doppler aparece como argumento de fungdes mais
complexas.

No capitulo 2 é feita uma breve revisdo tedrica dos fendmenos envolvidos na
obtencao da expressao da fungcédo de alargamento Doppler segundo as aproximagdes de
Bethe-Placzek.

No capitulo 3 sdo obtidas expressdes analiticas para a fungdo de alargamento
Doppler e o termo de interferéncia utilizando os métodos de Frobenius e de variacao de
parametros. Os resultados obtidos sdo comparados com outros métodos, inclusive o
numeérico, o que demonstra a compatibilidade do método proposto.

No capitulo 4 os resultados obtidos no capitulo 3 sdo aplicados nos calculos de

secbes de choque microscopicas de absorcdo ressonante e de espalhamento. Como



exemplo, sdo tratadas as principais ressonancias do #®U. Os resultados obtidos s&o
validados pelos valores estabelecidos na literatura. Esses resultados s&o reportados no
capitulo 5. Uma outra aplicagdo, ainda no capitulo 4, é o calculo de fatores de auto-
protegdo, no qual a fungcdo de alargamento Doppler apresenta um papel fundamental.
Como o fator de auto-protegcao é fornecido na forma de uma integral dupla, um dos
avancos desta tese é transformar a sua forma funcional em uma integral simples com o
intuito de aplicar o método de integracdo gaussiana. O método apresentou bons
resultados com um infinito numérico muito menor do que o habitual, o que se converte em
economia de tempo computacional.

No capitulo 5 sédo reportados os resultados obtidos para a fungdo de alargamento
Doppler e para o termo de interferéncia, assim como suas aplicagcbes nos calculos das
secbes de choque de absorgdo ressonante e de espalhamento. Os resultados obtidos
para a determinagao dos fatores de auto-protecdo sao encontrados nesse capitulo.

O capitulo 6 trata das conclusdes e de sugestbes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

As fungées de alargamento Doppler

Consideremos um meio com temperatura 7 onde os nucleos alvo estdo em
movimento térmico. Em um estado de equilibrio térmico a temperatura 7', as velocidades
sdo distribuidas pela fungéo de distribuicdo de Maxwell-Boltzmann [14]

f(V):N(ZjZTJ2 oM, (2.1)

onde N é o numero de particulas, M é a massa da particula e k£ é a constante de
Boltzmann.

Considerando os néutrons como um gas ideal em equilibrio térmico, pode-se escrever
a secdo de choque média de interacdo néutron-nucleo levando em consideragdo o

movimento dos néutrons e dos nucleos como:
o (v.T)=— [V (v-F o vV 1 (7). (2.2)
vN ’

onde f(I7) € a fungao de distribuicdo de Maxwell-Boltzmann dada pela equacéo (2.1) e

n — - -

5
V=V é a velocidade dos nucleos alvo. Denotando v. = v—J a velocidade relativa

entre 0 movimento do néutron e o movimento do nucleo alvo e considerando o espago
isotropico, ou seja, sem diregao privilegiada, pode-se separar a integragdo contida na
equacao (2.2) na integral dupla:

- 1

o(v,T) :Wj:dVsz(V)Lﬁv,,a(vr)dé. (2.3)



Na equacgao (2.3) vé-se claramente que a segdo de choque depende da velocidade
relativa entre os néutrons e os nucleos alvo. Como os nucleos estdo em movimento
térmico, a velocidade relativa pode aumentar ou diminuir. Essa diferenca entre as
velocidades relativas dao origem ao efeito de desvio Doppler no comportamento da seg¢ao
de choque.

Apds integrar a equagdo (2.3) em relagdo ao angulo azimutal ¢, a se¢do de choque

média de interagdo néutron-nucleo pode ser escrita por:
- _ 27[ o 2 jpd I .
o(v,T) —WJ.O avv f(V)J‘O v, (v, )sin@dé. (2.4)
Denotando u =cosd ,de modo que du =-sinfdf, a equagéo (2.4) toma a forma:
- . 27[ 0 ) —\ rl
o(v,T) _v_N-[O avv f(V)L v,o (v, )d p. (2.5)

A partir da definicdo da velocidade relativa tem-se a relacao

V=V 4V =20V p, (2.6)
e, por conseqliéncia,
v.dv
dyuy=———=. 2.7
M o7 (2.7)

Procedendo uma substituigdo simples, utilizando as relagdes (2.6) e (2.7), a equagao
(2.5) é escrita por:

‘\H—V‘ 2

Sl ()] e @8

c;'(v,T):

Na equacgao (2.8), os limites de integragao sdo sempre positivos devido a presencga do
modulo. Por isso, deve-se separar a integral presente na equagao (2.8) em duas integrais
distintas, a saber,

- 27
o(v,T)= e

[ [Lavvr (V) jVV vio (v, v, + [ dvvr (V) j:fvfa(v,, )dvr}. (2.9)



E possivel modificar os limites de integracdo da equacdo (2.9) lembrando que a
massa do nucleo alvo é muito maior que a massa do néutron incidente. Em termos da

velocidade relativa, a equacgao (2.9) pode ser escrita como:

o(v.T)=Z U (v, v, [ dvvr (V) + [ vio (v, v, [ avrr (v )} (2.10)

ViN

Substituindo a expressdo da fungado distribuigdo de Boltzmann, equagao (2.1), na

equacgéo (2.10) tem-se:

- 3 +v, v 21,2 v+, L 21,2
o(v,T)= vzlj; va—v: vfa(vr)dvrjo avve " +J.v,‘—vr vfa(vr)dvrjv avve’” }, (2.11)

M
onde denotou-se f3 :%. Introduzindo as variaveis de velocidades reduzidas @, = fv,

e @ = fv, a equagdo (2.11) fica escrita por:

ZD+ID’

- 2 2 zﬂ/ﬂ m+m 2 R
O'(V,T)wa/;[.fo ( )dw Iw o dVV il +I @ 0'( )dw J.w._w s dvve " }

(2.12)

Integrando a equagéao (2.12) em relagéo a V chega-se a expressao:

~ 1 ® 2 |: —(m—m )2 m+w :|
oc(vT)=——| o o(m,)|e el do,. (2.13)
e G
Para ressonancias (isto &, para os niveis de energia do nucleo composto) € possivel
descrever a dependéncia energética da secdo de choque de absorgdo por uma férmula

simples, valida para T =0K, conhecida como féormula de Breit-Wigner de captura

ressonante [1], expressa em fung¢ao da energia do centro de massa por

1/2
'y E 1
O'y(ECM)=O'O?7/£EO J 2 S’ (2.14)
1+72(ECM _Eo)

onde E € a energia onde a ressonancia ocorre e £, € a energia do centro de massa do

sistema néutron—nucleo. Além disso, na equagdo (2.14) aparece o termo o,, que € o



valor da se¢do de choque total o, ,(E) na ressonancia E, que pode ser escrito em

termos do comprimento de onda reduzido %, por:

r (4+1)° T
t g =2.608x10" ———_—= 2.15
r# : A’E(eV) T & (219

o =4rk;

onde o fator de spin estatistico g é dado pela expressao:

2J +1
__ 2l 2.16
87 20r+) (219

sendo / o spin nuclear e J o spin total [15].

Substituindo a expressao (2.14) na equagéao (2.13) encontra-se uma expressao exata

para a seg¢do de choque média nas variaveis originais, valida para qualquer temperatura:

B F P . 1/2 2 , , , ,
oy (V,T):ao?y%fo dvr[EEO J y Yr [eﬂ (=) _ A () }, (2.17)
2
v M 1+F(ECM—EO)

Em um sistema de dois corpos pode-se escrever a energia cinética, no sistema centro

de massa, por

E,, =—&= (2.18)

M
onde M, = m
m+

€ a massa reduzida do sistema. Para o problema em questéo, de um

néutron incidindo em um sistema em equilibrio térmico com temperatura 7, € uma boa

aproximagéo v ~v, . Sendo assim, a razdo entre a energia cinética do néutron incidente e

a energia cinética do sistema centro de massa é escrita por

Loy A1 (2.19)
E, A°

onde A é a massa atébmica do nucleo alvo.

Fazendo:



2
y:F(ECM _Eo) (2.20a)

x==(E-E,), (2.20b)

e denotando ° = obtém-se, finalmente, a expresséo da segao de choque de captura

2
vth

radioativa proxima a uma ressonancia isolada qualquer com energia de pico E, escrita

por

- T (E 12
oy(E,T)—O'O?(fj ¥ (x,8), @.21)

sendo

; 2
ML+ y th vy,

\P(x,g)zgj'm i exp(—%J_exp(_wJ , (2.22)

onde v, € o modulo da velocidade relativa néutron-nucleo, v € o médulo da velocidade do

néutron e

_ I
§= r (2.23)

O comprimento Doppler da ressonancia I', € expresso por:

1/2

r, =(4EOkT/A) . (2.24)
Todos os outros paradmetros nucleares elencados a seguir sdo bem estabelecidos na
literatura:
e A4 =Numero de massa;
e T'=Temperatura absoluta;
e FE =Energia do néutron incidente;

e [E_, = Energia do centro de massa;



e [E, = Energia em que a ressonancia ocorre;

e [I'=Largura total da ressonéncia medida nas coordenadas do laboratério;
1/2 . ~ .

o [',= (4EOkT/A) = Comprimento Doppler da ressonancia;

e y=Moddulo da velocidade do néutron;

o v :|v—V|= Modulo da velocidade relativa entre o movimento do néutron e o de

movimentacao do alvo;

o v, = '/%VT = Maodulo da velocidade de cada atomo do alvo

2.1 As aproximagoes de Bethe e Placzek

A expressao proposta por Bethe e Placzek para a fungao de alargamento Doppler

y/(x,g) € obtida a partir de algumas aproximacgdes, a saber:

1) Ignora-se a segunda exponencial na equagdo (2.22), visto que esta decresce

exponencialmente e é desprezivel em relagao a primeira integral na equagéo (2.22) ja que

(vv, ) >>(v-v,);

2) E uma boa aproximagdo estender o limite inferior de integragdo até —oo na
equagao (2.22), visto que a razao entre a energia de incidéncia do néutron e a largura

pratica é grande.

10



3) Sendo E,, a energia do sistema no referencial centro de massa e E a energia do

néutron incidente, a seguinte relacdo é sempre satisfeita:
E —E 1/2
Epy =E" (1+—CME j =B (147)", (2.25)

E. —E
onde denotou-se 7 =— . A equacgao (2.23) pode ser expandida em série de Taylor,

sendo escrita por

2
E2 g4 2T | 2.26
o 24 (2.26)

Até primeira ordem, a relagao (2.26) fica escrita como
E.  -F
E2 ~E"? | 1+=4 _— | 2.27
oM E (2.27)

Em termos das massas e das velocidades, a equagao (2.27) fica escrita por

2 2
M. my

M 2 1/2 2 1/2 R
(—VJ =(W} 2 2| 2.28)

my

onde M, é a massa reduzida do sistema. Para nucleos pesados M, ~m e a equagao

(2.27) fica reduzida a relagao:

2 2
y =2V (2.29)
2v
de tal forma que:
2 2 2 2
+ —
yoy =y 2V Y T (2.30)

Substituindo a aproximagéao (2.29) na exponencial restante da equagao (2.22) obtem-

se, finalmente, a fungdo de alargamento Doppler que sera tratada nesta tese:

11



o 2 )
v(x.g)=~ 25; LC ﬁexp{—%(x—y) } (2.31)

As aproximacgdes feitas nesta segao se aplicam quase que na totalidade dos casos
praticos, ndo se aplicando apenas nas situagdes de baixas energias de ressonancia
(E <1eV') e temperaturas muito altas.

Na proxima segao algumas propriedades e limites especiais serao abordados para a

fungao de alargamento Doppler.

2.2 Propriedades da funcao de alargamento Doppler

A fungéo de alargamento Doppler para temperaturas fixas (ou seja, para um & fixo),
escrita pela equacgao (2.31), é representada graficamente nas figuras 1 e 2:

wix &

IIIIIII'lIIDIlIIIIIII'IX

-40 -20 0 20 10

Figura 1: Funcgio de alargamento Doppler para & =0.5.
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wix k)

4
0 41
003-

0,024

fl; D.Di: \“

N

-100 50 0 50 100

Figura 2: Fungéo de alargamento Doppler para & =0.05.

A partir das figuras 1 e 2 pode—se constatar facilmente a simetria da fungao y/(x,cf),

assim como o alargamento da mesma a medida que & diminui, ou seja, a medida que a

temperatura absoluta 7 aumenta. E facil verificar que a fungdo de alargamento Doppler
assume apenas valores positivos.

Quando a temperatura do nucleo do reator € muito baixa, ou seja, quando & — 0, a

fungéo de alargamento Doppler também tende para

£ ay) dy
hm X lime B =0, 2.32
l//( 5) Eowo 2\/7 —o0 |:§—>00 }l‘f‘yz ( )

visto que a exponencial decresce mais rapido que o crescimento de ¢&. O limite expresso

na equacao (2.32) é sempre valido, exceto, quando x=y.

13



Partindo da prépria formulagao integral (2.31) da fungao de alargamento Doppler e
utilizando o fato de que a exponencial decresce muito rapido tem-se a seguinte expressao

limite para temperaturas muito altas:

lim 2.33
limy (x.£) = N—I R (2.33)

A fungao de alargamento Doppler possui uma outra propriedade interessante relativa

ao calculo das areas sob as curvas da secdo de choque média oy(E,T) para

ressonancias isoladas. Teoricamente essas areas variam com a temperatura T do meio,
porém para os intervalos de temperatura e energia de interesse para os reatores térmicos
essa variagao pode ser considerada desprezivel.

Utilizando a expressao para a fungéo de alargamento Doppler, equagéo (2.31), e a
relagdo expressa pela equagao (2.18), obtém-se a area sob uma ressonancia isolada

calculando a integral

+00 - 1_‘ oo E 1/2
A= LO dEc,(E,T)=0, ?7]@ dE(EOj w(x,€). (2.34)

1/2
E,
Para energias proximas a ressonancia (on ~1. A partir da equagao (2.20b)

procede-se uma substituicdo simples, escrevendo a equagao (2.34) por:

roo dy J' dxexp[—%(x y)} (2.35)

A=["dEc,(E.T)= 1

4«/_

As integrais que aparecem na equacao (2.35) sdo conhecidas e fornecem para a

area sob a curva

A =jf:dE(}7(E,T)=

()(J_zj 002 (2.36)

47r
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que independe da temperatura e € constante. A equagao (2.36) mostra que mesmo o
fendmeno de alargamento das ressonancias a medida que a temperatura varia nao altera

a area sob a curva.

2.3 Aproximagoes analiticas para a fungao de alargamento Doppler

Nesta secao é feito um breve resumo de duas das mais conhecidas aproximagobes
para a fungcdo de alargamento Doppler, a saber, a aproximagao assintética [2] e a

aproximacéo de Padé de 4 pdlos.

2.3.1 Expansao assintética

Uma opcgao pratica para o calculo da fungdo de alargamento Doppler é a sua

expressao assintotica decorrente da expansao do termo na equagao (2.31) em

2

I+y

séries de Taylor em torno de y =x. Essa expressao é valida desde que |x.§| >6 [2]:

1 2 (3x2—1) 12 (5x4—10x2—1)
- Tt = Ry 2
1+x 4 (1+x2) 4 (1+x2)

v (x,&) (2.37)

Embora existam limitagdes na utilizacdo da equacgédo (2.37) esta é muito util, por

exemplo, quando se quer determinar o comportamento da fungcéo de alargamento Doppler

em situagdes especiais. Para valores grandes de x vé-se que a fungao v//(x,cf) tem

comportamento assintoético tal que:

limy (x,&)~ !

(2.38)
X0 I+x

5.
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2.3.2 As aproximacgoes de Padé

As aproximacgdes de Padé [6,7] s&do muito utilizadas para determinar valores para a
fungdo de alargamento Doppler e para o calculo de integrais de ressonancia. Essas
aproximagdes descrevem fungdes que possuem poélos melhor do que as séries de Taylor
por utilizarem fungdes racionais, ou seja, razao entre polinbmios. Este é o caso da fungao
de alargamento Doppler.

Nesta secao é feito um breve resumo da aproximagao de Padé 4 polos, que consiste

em aproximar y (x,&) pela fungéo racional:

a, +a, (hx)2 +a, (hx)4 +a (hx)6

by +b, (hx)’ +b, (hx)" +b, (hx)" +b, (hx)"

y(x,&)=h (2.39)

Os coeficientes estdo descritos nas referéncias [6,7] e sdo dependentes de poténcias

elevadas de ¢&. Os coeficientes necessarios para o calculo da fungdo de alargamento

Doppler dado pela equagéao (2.39) sdo encontrados nas tabelas 1 e 2:

Tabela 1.: Coeficientes p e ¢ no método de Padé de 4 pélos.

py=r ~ Jz(-97+28)

= 2(67* —297+32)

) _ —1572% +887 128 . 3677 —1957 +256
: 2(67z2—297z+32) 2 6(67z2—297z+32)

Jr (337 -104) V7 (=337 +104)

Pa= 6(67” —297 +32) “= 6(67° —297 +32)

977 +697-128 97> —697 +128

P = 3(67° —297+32) 4= 3(67° —297+32)
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Tabela 2.: Coeficientes /1, a e b no método de Padé de 4 poélos.

h=%

(po+p1h p2h2 p3h3)(1 q,h— Q2h2+%h3+q4h)

a, = (pz +3p3h)(1_q1h_q2h2 +q3h3 +C]4 )+(po +p1h p2h2 p3h3)(% _3q3h_6Q4h2)+
(_p1 +2p2h+3p3h2)(q1 +2¢,h— 3q3h2 4q,h 3)

a, = q,(po+ ph—p,h* = ph* )+ (p, +3psh) (g, —3¢5h— 64,1 ) -
Ps (% +2Q2h_3q3h2 _4Q4h3)+(_p1 +2p2h+3p3h2)(q3 +4Q4h)

s =4, (pz +3p3h)—p3 (% +4Q4h)

by =(1-qh=g,h* + gl +q. ')

b,=2 (l —qh—q,h* +qh’ +q,h* )(q2 ~3q,h—6q,h’ ) + (% +2q,h=3q.h* —4q, 0’ )2

by =(a, ~3a,h—6q.*) +2q,(1-qh—q,h* + g1 +q,h* ) +
2(% +2Q2h_3%h2 _4Q4h3)(% +4Q4h)

by =24, (¢, =3a,h - 6,1 )+ (q, + 4q ,h)

by :‘Zf

A expressao final, segundo a aproximagao de Padé de 4 pdlos, é dada por:

F(x.¢)

w(x,§)=G(x,§),

(2.40)

sendo os polinémios F(x,&)e G(x,&) escritos por:
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F(x,£)=2&+(7,089815404-10% +1,146750844 107 £ +8,399725059 107 &2

+3,622207053-102 £ +9,957751740-10% &4 +1,749067258 -10% £°

+1,835165213-10°£° +8,940072699 10" £7 — 2,539736657 -10%' £2x>
+2,069483991-10* &x* +3,972393548-10%' £*x% +1,919319560 10> &% (2.41a)
+3,670330426-10° x> + 2,682021808-10" &7 x? +1,048748026 10" £*x*
+1,702523008-10% E5x* +1,835165209-10% &°x* +2,682021806-10" &7 x*
+8,940072688-10"*¢"x),

e

G(x, &)= (3,490642925 107 £ +3,464999381-107 £ +2,050150991-107 &

+7,933771118-107 &* +3,670330427-10%°&7x° +1,788014539-10" £8x*
+3,670330426-10° &7 +3,533894806-10%' &6 +1,788014541-10" £

+2,062859460-107 £° +3,426843796 .10 £*x* +5,586613630-107 &* x>
+2,649703323-107&°x% +6,613512625-107 & x* +1,101099129-10*' £7x? (2.41b)
+7,301013353-10' £%x* +3,590774413-10*' &*x* +1,101099125-10*' &7 x*
+5,868438581-10*' £°x* +4,000342261-10*' £°x* +7,152058156-10" £¥x*
+2,332237305-10° £°x° +1,072808721-10% &% x* +7,152058152-10" £8x°
+1,600000000-10% ).

Na proxima secdo a fungdo do termo de interferéncia sera apresentada e sua

aplicacao na determinacgéo das secbes de choque microscopicas de espalhamento.

2.4 A funcao do termo de interferéncia

No caso do espalhamento, a secao de choque deve contabilizar também os efeitos de
interferéncia [1]. Seguindo o formalismo de Breit-Wigner, a se¢do de choque
microscopica de espalhamento ressonante € escrita por:

r, 1 2R
o,(E)=0 ———+0,—~—L_+4zR’, (2.42)
‘ ‘T 14y K, 1+
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onde a relagdo (2.20a) foi utilizada e R é o raio nuclear dado aproximadamente por
R=1,25x10""4"%cm . Nesta secdo sera dada uma atencéo especial ao segundo termo
da equacéo (2.42).

Ao substituir a segdo de choque de espalhamento ressonante, equagao (2.42), na
equacao (2.13), chega-se a seguinte expressdao para a seg¢do de choque média de

espalhamento:

I 2R
G(E):(70?ﬂl//(xaé:)‘i‘gox—}((x,é:)-l-“-ﬂRz,
0 (2.43)

onde denota-se o termo de interferéncia por:

v ydy &
ijy [ (=) } (2.44)

O termo de interferéncia para uma temperatura fixa (£ fixo) € representado

graficamente pela figura 3, onde se percebe que a fungao ;((x,f) apresenta uma anti-

simetria:

z(x.8)

0,2: A
a |I '||
& 'l.
44 A
| 4

\

0,1- / \
il '\\
A \"'“‘-__\_7“_‘7_

40 20 20 A0

S TR B

i
£
o
= L
0 T S
PR R T i T, e o= = SR

i

Figura 3.: Termo de interferéncia para £ =0.5.
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Quando E < E,, este termo € negativo, e quando £ > £, o mesmo € positivo. Como

consequéncia direta da anti-simetria do termo de interferéncia, a se¢do de choque de
espalhamento, equagao (2.43), apresenta uma pronunciada assimetria, como pode ser

visto na figura 4:

q

g

nAa

04

Figura 4.: Segdo de choque microscépica de espalhamento para & =0.5.
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Capitulo 3

Formulagdo matematica do problema

No capitulo 2 apresentou-se, de maneira sucinta, a fisica do problema. Neste
capitulo a fungao de alargamento Doppler e o termo de interferéncia, ambos em forma
integral, serdo transformados em equacgdes diferenciais ordinarias sujeitas a condigdes
iniciais obtidas a partir de suas formulagdes originais. A seguir, os métodos de Frobenius
e de variagao de parametros serdo utilizados, respectivamente, para a determinagéo da
solugdo da parte homogénea das equagbes e para a determinagdo de solugdes
particulares. Apos a imposigdo das condigdes iniciais acima citadas obtém-se a solugao

geral da equacgao e conseqlientemente o valor das integrais.

3.1 Obtengdo da equacéo diferencial que rege y/(x,&).

Ao invés de usar efetivamente a equagao (2.31) sera utilizada uma forma alternativa

da funcéao y/(x,é). A estratégia sera transformar essa integral em uma equacéao

diferencial ordinaria sujeita a condi¢des iniciais de modo que o Método de Frobenius,
descrito no apéndice A, possa ser aplicado. Diferenciando (2.31) em relagdo a x obtém-

se:

%_ { Lol [_Tz(x d } 2\/_L01ydy [ éj(x_y)ﬂ}(m)

Reconhecendo na equacgao (3.1) a propria fungdo de alargamento Doppler e o termo

de interferéncia, dado pela equacao (2.44), pode-se escrever:

oy(xg)_¢& {—xv/(x,cf)Jr Z(X,g)] (3.2)

ox 7 2
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Derivando a equacgao (3.1) novamente em relacdo a x, apos explicitar a fungao

x(x,&), pode-se escrever:

y(ne), 0v(xg) &

0 2d fz 2
e L L )= o] -0 09

O lado direito da equacédo (3.3) pode ser escrito de outra forma notando que

2

y o1

1+y2 I+y

7 -

2 2
vy dy ¢
ex xX— 1- 34
i) p( = y] oy (xg) ). (3.4)
Substituindo o resultado obtido em (3.4) na equacédo (3.3) obtém-se a equacédo

diferencial que sera usada neste trabalho para a obtengdo da fungcdo de alargamento
v(x.8):

Ty (f), 20v(xd) &

&
ox* ox 4 (x§ +e +2) (x,f)— 4

sujeita as condigdes iniciais:

i exp (%J[l —erf (gﬂ (3.6a)

at//(x,é)‘
o

‘/’(xaf) lc0=Wo =

=0. (3.6b)

Na proxima secao procede-se de maneira analoga com o termo de interferéncia com o

intuito de encontrar uma equacéo diferencial nos mesmos moldes da equacéo (3.5).
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3.2 Obtencao da equacao diferencial que rege y(x,¢).

O objetivo desta segdo é obter a equagao diferencial ordinaria que rege a funcao
;((x,gf) analogamente ao que foi feito para a fungdo de alargamento Doppler com o

intuito de aplicar o método de Frobenius. Sendo assim, diferenciando a equacao (2.44)

em relacdo a x tem-se:
57( X, 5 - ydy [ & & 2
xX— exp| ——(x— 3.7
Imy £ (v-3) | exp| ~<-(x-) @.7)
Separando os termos obtém-se:

(x.€) o {

—00

& y'dy & 2
e L e | e £ ey )| o

onde é possivel reconhecer no primeiro termo entre colchetes o préoprio termo de

ox

interferéncia e no segundo termo uma integral conhecida e ja calculada na sec¢éo anterior,

representada na equagéao (3.4). A partir da expressao (3.4), a equagéao (3.8) toma a forma:

oy (x, i ,
Z(éjc 9‘):_5 [M_lw(x,g)} (3.9)

Derivando (3.9) em relagéo a x:

azl(xaét) _ _52 ;((x,é) +£a/’{(xa‘§) n avl(x’é:)
ox® 2 2 Ox ox

(3.10)

Nota-se que ainda existe uma derivada da fungao de alargamento Doppler indesejada.
Porém, derivando a forma integral da fungdo de alargamento Doppler em relagdo a x

tém-se a expresséao (3.2). Substituindo a equacao (3.2) na equagao (3.10) tém-se:

O x(x.8) _ g {Z(xas”) L2 x(x5) _f_z{x,/,(x,g)_ ;((x,f)” (3.11)

ox* 2 2 Ox 2 2
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Com o intuito de eliminar o termo que contém a fungao de alargamento Doppler pode-
se isolar w(x,é‘) na equacao (3.9) e substitui-lo na equagao (3.11). Apds algumas

simplificagbes algébricas obtém-se a seguinte equagéo diferencial a ter sua parte

homogénea resolvida através do método de Frobenius:

azﬂ((xa(zg) 2 a)((x,f) 5_2 2.2 2 _§4x
P e [&x+¢ +2];((x,§)_—2 , (3.12)
sujeita as condig¢es iniciais:
_ & e ydy E+an
7(x.8) 0= — le+y2 eXp( ; J 0, (3.13a)

e, a partir de (3.11)

% o= =& [ 14w (x,8) ], | =& [1 —#exp[%{zj{l —erf(gjﬂ. (3.13b)

Nota-se que tanto a funcdo de alargamento Doppler quanto o termo de interferéncia
possuem equacgdes diferenciais ordinarias com partes homogéneas idénticas. Esse fato é
muito favoravel visto que basta aplicar o método de Frobenius uma unica vez a fim de
encontrar solugdes linearmente independentes da parte homogénea. Apds a obtencao
destas solugdes o método de variagdo de parametros sera aplicado a cada caso

separadamente.

3.3 Aplicacao do método de Frobenius a parte homogénea da

equacgao

Nesta secdo o método de Frobenius sera aplicado a parte homogénea das equagdes
(3.5) e (3.12). Como visto na segao precedente a parte homogénea é a mesma para

ambas as fungdes (alargamento Doppler e termo de interferéncia). Derivando a equagéao
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(A.2) (apéndice A) e a substituindo na equagdo homogénea associada as equagdes (3.5)
ou (3.12) obtém-se, apds agrupar os termos semelhantes:

0

Do, (n+s)(n+s—1)x"7 +icn§2 {(n+s)+¥} x"* +§—i:cnx””+2 =0. (3.14)

=0 =0 455
A equaco indicial do problema, obtida quando n =0, lembrando que ¢, #0 &
cs(s-1)=0=s=0ous=1. (3.15)
Da equagédo (3.15), como ¢,#0, obtém-se que s=0 e s=1. Utilizando
primeiramente s=0 e ¢, #0 obtém-se a seguinte relacédo de recorréncia valida para
n=2en=3:

(4 ’-6
cn:_f ( e )an (3.16)
4n(n—1) '

Ainda quando s=0e para n>4 tem-se a seguinte relagdo de recorréncia de trés

termos:

g [cn-z.(4n+éz—6)+cn_4§2] .
" 4n(n—1)

Considerando o caso em que s =1, obtém-se a outra série linearmente independente

com o primeiro termo, nao nulo, denotado por ¢o. Para os casos em que n=2 e n=3

tem-se a seguinte relagao de recorréncia:

2 4 2_2
c, :—5 ( nte )cn_Q (3.18)
4n(n+1) '

Ainda quando s =1 e para n>4 obtém-se novamente uma relagédo de recorréncia de

trés termos:

. :_§2|:cn2.(4n+§2_2)+cn4§21 (3.19)
! 4n(n+1)
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Com isso a solugdo homogénea assume a seguinte forma:
_ 2 4 - -~ 3, - .5
v, (x,&)= (CO +e,x" +ext + )+ (00x+ c2X” +cax +) (3.20)

onde os coeficientes sdo todos conhecidos a partir das relagées de recorréncia.

Um importante passo para a obtengdo de uma solugéo analitica para a equacéao (3.5)

2.2
€ notar que a integral na equacao (2.31) é proporcional a exp(— o 4x J.Assim € possivel

escrever a equacao (3.20) como:

2x2 ) )
v, (x.&)= exp(— 984 D Ax". (3.21)
n=0
§2x2
Utilizando a expansao em séries de Taylor para a fungéo exp| — 2 resulta em:
2.2 4_4 0
v, (x,&)= (1— 54" + 53’2‘ +...J2Anx” (3.22)
n=0
ou
2 2 2 4
v, (x,§) =A,+Ax+| 4, —éE—A0 x*+| 4, —g—A1 X +| 4, —g—A2 +§—A0 x*+
4 4 4 32
2 4 2 4 6 2 4 6
Aq —GZ—A3 +§—Al X +| 4, —éZ—A4 i R _e L 1+ 4, —g—A5 e , —QE—A1 +on
4 32 4 32 384 4 32 384

(3.23)

Comparando os termos de mesma poténcia nas equagdes (3.20) e (3.23) e com

alguma manipulag&o algébrica pode-se determinar os coeficientes e escrever v, (x,é) da

seguinte forma :

V/h(x,ﬁf):klexp(—g: j l—%(%} +i(§2xj +7;O[§2xj +]

- (3.24)

2.2 2 2.3’ 2.)° 2.
+k, exp _ex x_1fex + ! il L o +. s
4 2 6\ 2 120\ 2 5040\ 2




onde k, e k, séo, respectivamente, as constantes ¢, e co.

Reconhecendo a expansao das fungdes cosseno e seno, obtem-se uma forma
analitica para a solugdo da parte homogénea das equacgdes diferenciais que regem a

fungao de alargamento Doppler e o termo de interferéncia:

v, (x,&)= exp(— 524)62 ]{kl cos (%ZXJ +k, sin (%Zxﬂ (3.25)

Na proxima secao sera aplicado o método de variagcido de parametros para cada

caso separadamente com o intuito de obter as respectivas solu¢des particulares.

3.4 Determinagao das solugdes particulares e gerais

Nesta secdo o método de variagdo de parametros sera aplicado para a obtengdo da
solugédo particular, e posterior solugdo geral apés imposi¢cao das condigdes iniciais, para a
fungdo de alargamento Doppler e para o termo de interferéncia de forma totalmente

analoga.

3.4.1 Funcao de alargamento Doppler

Pode-se encontrar uma solugéo particular da equacgao (3.5) de posse das solugdes

linearmente independentes de sua parte homogénea, a saber:

v, (x,&)= exp(— 524)62 ]cos[ ixJ (3.26a)
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v, (x, &)= exp[—#j sin (%J, (3.26Db)

e aplicando o método da variagdo de parametros, descrito brevemente no apéndice A. O

referido método consiste em procurar uma solugao da forma:
v, (x,&)=u (x)y, (x.8)+u, (x)w,(x,&), (3.27)
onde u,(x) e u,(x) s&o determinadas apds a imposigédo das condigdes expressas pelas

equacgoes (3.6a) e (3.6b). A partir dai € imposta uma condigéo de nulidade da expresséao:
u'1(x)!//l(x,g‘f)ﬂt'2 (x)w, (x,&)=0, (3.28)
que juntamente com a condigao
, : : : &
ul(x)y/l(x,§)+u2(x)l//2(x,§)27, (3.29)

proveniente da propria equagao (3.5) formam um sistema linear. Resolvendo o sistema

formado pelas equacdes (3.28) e (3.29) obtém-se:

u (x)= 5 exp( J ]sm[ 5 j (3.30a)
e
u, (x) = 5 exp[ 1 jcos[ 5 ] (3.30b)
Integrando as equagdes (3.30) determinam-se u, (x) e u, (x):
u, (x)= —f—;j; dx exp (%) sin [%’Cj (3.31a)
e
u, (x)= %zjo dx exp(ézjz jcos( 522"' j (3.31b)
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Colocando as funcdes seno e cosseno em suas respectivas formas exponenciais:

cos[%x]={exp£%xij+exp(—%xiﬂ/2 (3.32a)
sin[%xj ={exp£%xij—exp£—%iﬂ/2i, (3.32b)

, onde i=+/-1 é a unidade imaginaria, pode—se tratar cada integral separadamente.

Comisso u, (x) e u, (x) podem ser escritos por:

u, (x) = —i D-OX dx exp (%XZ + %] - on dx exp ( 52:2 - if;x' ﬂ (3.33a)

u, (x {J. dx exp(éﬂ4 : zf j+j dx exp(§4 %H (3.33b)

Completando quadrados nas integrais (3.33a) e (3.33b) € possivel escrever u, (x) e

u, (x) da seguinte maneira:

u, (x)=—i—jexp£%2j J‘Oxdx' exp @ —J.Oxdx' exp # (3.34a)
e
u, (x):%zexp(%zJ J.Oxdx' exp @ +J-:dx' exp # (3.34b)

A forma das fungbes u, (x) e uz(x) sdo parecidas e € conveniente resolver

separadamente cada integral, denotadas por:
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£ (x'+i)2

11=j0 ' exp| ———— |, (3.35a)
e
' 2
(e
I, =j0 ' exp| ————|, (3.35b)
§(x'ii)
separadamente, utilizando as respectivas transformacgoes u:T. Procedendo
desta forma, pode-se escrever:
I _2 6twi)/za’ ex ( 2)_2 —J‘imd ex ( 2)+J-§(X+i)/2d ex ( 2) (3.36a)
1_§i§/2 upu—§ . uexpl|u . uexplu” ||, .

L :é j(;i)/zdu eXp(u2)=§|:—jo_i§/2du eXp(Uz)"'jj(x_i)/zdu exp(uz)}- (3.36b)

Pode-se reconhecer as fungdes erro imaginario (apéndice B), definidas por:
erﬁ dt exp (3.37)
-]

que se relacionam com a fungdo erro através de erfi(x)=—ierf (ix). Sendo assim, as

integrais /, e I, podem ser escritas por:

1;—%{@]‘( jwf(’gx gﬂ (3.38a)

I,= —%[—erf(éj+ f(lé“éﬂ (3.38b)
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onde a propriedade erf(—%jz—erf[%) foi utilizada. Substituindo os valores de I, e

I, nas expressdes de u, (x) e u, (x), chega—se finalmente a

u, (x) = f\‘{; exp[%}{erf (%j—erf{%j+2erf{§ﬂ (3.39a)

uz(x)z—i‘f‘fexp[f j[ f(f 5) f(%ﬂ (3.39b)

De posse das expressdes de u, (x) e u, (x) dadas pelas equagdes (3.39a) e (3.39b)

pode-se escrever a solugao particular por:

S 2] S 5o 55
N W N

Lembrando que a solugéo geral da equacéo diferencial (3.5) é a soma da solugao da
equacao diferencial homogénea (3.25) com a solugdo particular (3.40) e impondo as
condigdes (3.6a) e (3.6b), as constantes k, e k, ficam determinadas:

k, = gf exp (g—zl[l—erf (gﬂ (3.41a)

4

k, =0. (3.41b)

Com isso, a solugao geral da equacgao (3.5) toma a seguinte forma:

ol o5 o)
Sef oS
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Embora a equagéo (3.42) fornega um resultado analitico simples, é possivel modifica-
la para uma melhor representacdo. Para isso serdo utilizadas as propriedades

conhecidas:

erf (%J — a+bi (3.43a)

erf (%j —a+bi (3.43b)

onde a =—a e b =be sdo definidas as variaveis auxiliares:

Mexp {—%z(xz —1)} cos(fzxj =C, (3.44a)

4

2 2
&exp[—%(xz—l)}sin((’g szcz. (3.44b)
Sendo assim, pode-se escrever (3.42) como:
(x 5): (2+a+bl—a bl) iC, (a+bi+;+5i). (3.45)

Lembrando que a= —a e b=b chega-se a conclusdo que realmente a parte
imaginaria da fungao de alargamento Doppler é nula. Com isso, pode-se simplificar ainda

mais o resultado obtido:

v (x.€)=2[ G (1+Reg(£,x))+C, Imp(£,x)], (3.46)

onde ¢(&,x)= erf( ex - fj

Uma forma util, como sera visto posteriormente, é escrever o resultado (3.46) como:

w(x,f)z‘f\z/;exp{—ifz(xz 1)};05[5; ]{1+Re¢(x §)+tan(§; JIm(;ﬁ(x 5)} (3.47)
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A expressao analitica obtida em (3.47) tem uma forma funcional bastante simples.
E necessario um estudo mais aprofundado de suas aplicagdes comparando os resultados
obtidos para a fungado de largamento Doppler a partir da expressdo (3.47) com os
resultados provenientes de outros métodos existentes, inclusive, o método numérico. Os

resultados obtidos sdo reportados no capitulo 5.

3.4.2 O termo de interferéncia

A aplicagao do método de variagdo de parametros ao termo de interferéncia é analoga
ao da funcédo de alargamento Doppler, como apresentado na segao anterior visto que
apenas as partes ndo homogéneas das equacgdes diferem. Com isso, além da condicao

de nulidade imposta pelo método, equacgao (3.28), a relagao

W () (0, 8) 4 (x),,/z(x,g):%, (3.48)

também deve ser satisfeita. Resolvendo o sistema formado pelas equagbes (3.28) e

(3.48) encontram-se os parametros variaveis u, (x) e u,(x), respeitando as seguintes

relagdes:
u (x) = —Exexp ( 524"2 Jsin (%"j (3.49a)
e
u, (x) =& xexp [%} cos [%%CJ (3.49Db)

Integrando as equacgdes (3.49a) e (3.49b) determinam-se u, (x) e u, (x):
2.2 2.
u (x)==& dx'x ex gx sin ¢x 3.50a
() == [ v exp| = : (3.50)
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x)=¢& J.Oxdx'x' exp (%} cos[%}. (3.50b)

Colocando as funcbes seno e cosseno em suas respectivas formas exponenciais,

analogamente ao que foi feito na segéo anterior e completando quadrados tém-se:

u (x)= —i—;exp [%2} on dx x exp §(xT+z) —Lxdx'x' exp @ (3.51a)
e
u, (x) = 6%2exp [%j J.Ox dx x exp @ + J.Ox dx x exp # (3.51b)

A forma das fungdes u, (x) e u,(x) s&o parecidas como no caso da fungdo de

alargamento Doppler e também ¢é conveniente resolver cada integral separadamente,

denotando-as por:

20 )
I z.[oxdx'x' exp M (3.52a)
e
2( Y
I, = joxdx'x' exp # . (3.52b)

x *i
Utilizando as respectivas transformagodes u :¥ nas integrais (3.52a) e (3.52b),

como na segao anterior, pode-se escrever

_ 4 §(x+i)/2 ) 2l (‘c+1) . x-H .
13_? i1 duuexp(u )_E i due __-[5/2 WeXp )_l[‘ (3:53a)
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20 é(x-i)2 '
__.[zg/z uuexp )+E i du exp ——I i uuexp )+1[2, (3.53b)

onde também foi levada em consideragdo as definigbes (3.38a) e (3.38b) para I, e 1, .

Para resolver as integrais resultantes basta proceder a substituicdo simples

, dz . . ~
z=u :?:udu. Procedendo desta maneira encontram-se as seguintes expressoes

para I, e I,:

L= é[exp(fz (x+i) 14)-exp(~£ /4)}%[«3#@%4(@‘7‘5)} (3.54a)

14zé[exp(fz(x—i)z/4)—exp(—§2/4)}+g{—erf(§]+ f(lgx 5}} (3.54b)

Com isso, as fungdes u, (x) e u, (x) ficam escritas por:

w, (x)=-2 exp[(:;xz ]sin(%xJ—%exp[%}{erf{%j+erf{%ﬂ, (3.55a)
) e & j 5\/’ & iEx—¢& o iEx+¢& or <115 (3.55b
,(x)=2e p( 2 ]cos( 2} (4]{ f( 5 ) f( 5 j+2 f(zﬂ 2.(3.55b)

De posse das expressbes para u, (x) e u,(x) dadas por (3.55a) e (3.55b) pode-se

escrever a solugao particular por:
Z» (x,é‘f):—#cos(%x]exp[_%z(xz _I)Meif(ifxz—f}Lerf(ifx;gﬂ
e R e O
“2sin (%xj exp[_ .52:2 }
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Novamente lembrando que a solugdo geral da equacgao diferencial € a soma da

solugdo da homogénea com a solugdo particular e impondo as condi¢gbdes expressas pelas

equagdes (3.13a) e (3.13b), as constantes k, e k, ficam determinadas:

k=0 (3.57a)

k,=2-EIn exp[%zj{l—erf(gﬂ. (3.57b)

Com isso, a solugao geral da equacgao (3.12) toma a seguinte forma:

Z(X,§)=—¥cos(%]exp[_%z(xz_I)Herf(iezxz—§j+erf(i§x2+§ﬂ
N 2 2 . ] (3.58)
el Sin[%jexp{_%(xz_l)}[e rf(l;xz—gj_e rf(zgx;f}z}_

A expressao para o termo de interferéncia (3.58), assim como a expressao para a

fungdo de alargamento Doppler, € um resultado analitico. Este resultado também pode
ser melhorado utilizando as propriedades (3.43a), (3.43b) e as definicdbes dadas pelas

equagdes (3.44) e (3.45). Procedendo desta maneira, escreve—se a expressao (3.58) por:
2(x,&)=—iC, {a+bi+c}+z—n}—cz [a+bi—c_z—l;i+2}. (3.59)

Lembrando que a =—a e b=b chega-se a conclusdo que a parte imaginaria do

termo de interferéncia é nula. Com isso, pode-se simplificar ainda mais o resultado obtido:
2(%.8)=2[ G Img(x,6)-C, (Reg(x,¢)+1) |, (3.60)

ikx—¢

onde ¢(x,§):erf(Tj. Uma forma util de expressar o termo de interferéncia

x(x,¢) dado pela equagéo (3.60) é:
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2(x,€)= f\/zcos(%zxjexp[—%z(xz —I)HImqﬁ(x,g)—tan[%zxj(Rwﬁ(x,f)+1)}.(3.61)

A expressao (3.61) € um resultado analitico simples para o termo de interferéncia que
foi obtido a partir da aplicagao direta do método de Frobenius e do método de variagdo de
parametros. Assim como na determinacdo de uma expressdao para a fungdo de
alargamento Doppler, € necessario um estudo aprofundado das aplicagdes do termo de
interferéncia, comparando os resultados obtidos a partir da expressao (3.61) com os
resultados provenientes de outros métodos existentes, inclusive o método numérico. Na
préxima secao, uma forma alternativa para determinagao do termo de interferéncia a partir
da expressdo da fungdo de alargamento sera demonstrada. Os resultados obtidos

também estardo reportados no capitulo 5.

3.5 Método alternativo para determinagao do termo de interferéncia

O objetivo desta segao é determinar de forma alternativa uma expressao para o termo
de interferéncia [11]. Partindo da equacéao (3.2), pode-se isolar o termo de interferéncia

escrevendo-0 como:

7(x,¢)

=iwﬂxw(%§), (3.62)
X

52
onde a fungéo de alargamento Doppler y/(x,f) € dada pela expresséao (3.42), embora a

expressao (3.47) seja de mais facil implementagdo computacional. As propriedades
basicas de derivacdo da fungdo erro encontram-se no apéndice A. Utilizando as

propriedades basicas de derivagao e o fato de que:

Pl gul ()] em
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efetuam-se os calculos. Basicamente, a dificuldade existente € na obtencido da derivada
primeira da fungdo de alargamento Doppler. Aplicando a regra do produto sucessivas

vezes e a identidade (3.63) tém-se

awéz’g) =- é3fcxp{—i—2(x2 —1)“xcos(§;"j+sin[i"ﬂ[(p —p, +2]
+i§3g0;exp[_"%;(xz_1)}{XShl[iixj__cos(fsz}[¢'+_¢*] (3.63)

J{exp ——(lfx 3] }_exp[—%(i§x+§)2}}

J exp ——(ﬁ,"x f)}+exp{—%(i§x+§)z}},

onde denotou-se ¢, = erf( Notando que:

2

el
l§x+§j
=

exp[—% (iéx- }+exp (iéx+¢) } 2exp{—%2(1_x2)}cos£é) (3.64a)

2

4>|—~

2
exp [—%(z{x - 4‘)2} —exp [—%(z’f;‘x+ 5)2} =2iexp {—%(1 -x° )} sm(§ xj, (3.64b)
€ possivel simplificar a equacgao (3.63) escrevendo-a da seguinte maneira:

avxé;c,é) _ fsf exp[—%z(xz —1)}{xcos(%}+sin[%xﬂ(¢ —p,+2)
+I%exp{—%z(xz —I)Hxsin[%j—cos{%xﬂ((u +9,).

61//(x,§)

ox

(3.65)
E imediato verificar a partir da equacéo (3.65), que se anula quando x=0,

0 que corrobora com a condi¢ao (3.6b). A partir da relagdo (3.62) e da equagéao (3.42)

obtém-se a expressao:
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7(x.€) =§{_ 53;/; exp{—‘%(xz —1)}{“% %“jm%%’ﬂ@ —p, +2)
NETCH T EES R

- (3.66)
+2x{§47z cos(%}exp[—%(xz —1)}((0 —p.+2)
+i¥sin [%} exp[—%(xz —1)}((0_ +o, )}

Efetuando os calculos obtém-se:
2(x.&)=- ff xcos[%jexp{—%(f —1)}(@ -, +2)
—#sin [%J exp{—é%(x2 —1)}((p -0, +2)
+i¥xsin[%2xjexp[—%2(x2 —1)}((;} +,)
(3.67)

Simplificando a expressdo (3.67) chega-se a equagao (3.61), como esperado. No
capitulo 4 algumas aplicagbes dos resultados obtidos no presente capitulo serdo

apresentadas.
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Capitulo 4

Aplicacbes: Secoes de choque de espalhamento ressonante e

fatores de auto-protecao

Neste capitulo aplicam-se os resultados obtidos até aqui a dois problemas distintos, a
saber, a determinacdo das secdes de choque de absor¢do ressonante e de espalhamento
e o calculo dos fatores de auto-protecdo, pardmetro importante na determinagcdo das
sec¢des de choque de néutrons térmicos, integrais de ressonancia e fluxo de néutrons pelo

método de ativagao.

41 Determinacao das secoes de choque de absorcao ressonante e

de espalhamento.

Levando em consideracado o termo de interferéncia na obtengdo da secdo de choque
de espalhamento, demonstra-se que a mesma pode ser escrita pela expressao (2.43) [1].
Nesta secdo sao utilizados os resultados obtidos no capitulo 3 para a fungdo de
alargamento Doppler e para o termo de interferéncia e compde-se o valor das sec¢bes de
choque microscépica de espalhamento e de absorgdo ressonante para um tipo de
combustivel, o isétopo 2**U. Comparam-se esses resultados com valores existentes na
literatura [17,18], com o intuito de validar os valores das se¢bes de choque obtidas com
as aproximacdes das fungdes de alargamento Doppler e de interferéncia, propostas nesta

tese, para faixas de energia e temperatura para o qual a aproximagao de Bethe-Placzek é
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valida. A partir das equagdes (3.47) e (3.61) a seguintes expressdes para as segdes de

choque de absorgéo e espalhamento podem ser escritas [19]:

o ( E):o-oi(ﬂjm&cos[é]exp[—%z(xz —1)}{1+Re¢(x,§)+tan(%}m¢(%§)}

T'\FE 2 2
(4.1a)
e
o (E)ZO' é:\/;COS é exp _iz(xz_l) & 1+Re¢(x §)+tan é Im¢(x Lf)
5 07, ) 4 T ’ 2 ’
+4x—]:{lm¢(x,§)—tan(%j(Re¢(x,§)+1)}}+475R2,
(4.1b)

onde ¢(x,&)=erf (%j

No capitulo 5 os resultados desta validagdo para diferentes ressonancias do isétopo

2381 sa0 reportados.

4.2. Calculo de fatores de auto—protegcao

O método de ativacdo é amplamente utilizado na medigcdo das secbes de choque de

néutrons térmicos, integrais de ressonancia e fluxo de néutrons. Uma descrigdo detalhada

do método de ativagao, incluindo calculos de fatores de auto—protecao Gep

., pode ser
encontrada em [12]. A dificuldade de obter uma expressado analitica para a funcado de

alargamento Doppler, e fungdes mais complicadas desta, acarreta numa dificuldade de

obter expressdes para o fator de auto—protegao Gp sendo utilizados dados tabelados

[20] para ambos em cdodigos de fisica de reatores. Nesta segdo apresentam-se alguns
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avangos no sentido de superar a limitagdo que as tabelas existentes para z//(x,cf) e Gepi

apresentam, ja que muitas vezes elas ndo sdo convenientes para calculos que
necessitam ser processados de forma precisa e rapida.

E bem estabelecido na literatura que os fatores de auto—protegdo sdo proporcionais as
integrais de ressonancia que, por sua vez, dependem das fungbes de alargamento
Doppler [5]. Recentemente (2005) Zukeran e Nakagawa sugeriram uma formulagcéo para
os fatores de auto—protecéo baseada em expansdes algébricas e polindmios de Hermite
[5]. Uma breve descrigdo do método sera feita a seguir.

Considere o caso em que o objeto de ativacdo € uma chapa circular de espessura f,
desprezivel em relagdo ao diametro da chapa exposta a um fluxo de néutrons isotrépico

com o espectro na vizinhanga de uma ressonancia.

W= Cos &

Direg&o normal & placa.

Figura 5.: Chapa exposta a um fluxo de néutrons isotrépico

Entdo, assumindo também que o espalhamento de néutrons € desprezivel em
comparagdo com a absorgdo, a probabilidade de um néutron incidindo na placa ser

absorvido é

P (t,&)= Il a)da)rw(l —~ exp(—iNaaol//(x,f)D dx, (4.2)
0 - 10
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onde:

w = cosseno do angulo de incidéncia do néutron, 6.

o, = valor maximo da segdo de choque total.
N, = numero de nucleos alvo por unidade de volume.
w (x,&) = fungéo de alargamento Doppler.

Para uma placa infinitamente fina (1 — 0) a probabilidade € igual a tN,o,7 e o fator

de auto—protecao ressonante pode ser definido por

A G (4.3)

epi Pa (l N O,f) :
Para uma ressonéncia larga, o fator de auto—protegéo G, ,; Pode ser escrito de outra

maneira utilizando a transformacao

tN tN
y:ﬂ:dy:— “20—0 do, (4.4)
® )

em (4.2). Com isso, trocando os limites de integracdo e agrupando os termos

convenientemente tem-se a probabilidade de absorcao que é dada por:

P (t,¢)=(iN,0,) I:G % [ (1-exp(-yw (x.€))) dx. (4.5)

Definindo 7 =N, o, e a partir da definicdo (4.3) chega-se a seguinte expressdo para o

fator de auto—protecao:
_ T wdy +00
Guu(6:7) =] 5L {1-e oy () . (4.6)
onde:
r . ~
rthaxo-O( %] espessura da chapa multiplicada pela secdo de choque
macroscopica da ressonancia na energia £, .
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I" = largura total da ressonancia.

I' = largura da ressonancia radiativa.

A integragdo numérica da expressdo do fator de auto—protegédo utilizando a forma
analitica obtida nesta tese é a meta desta seg¢do. Para isso, deve-se melhorar a
expressao do fator de auto-protecdo no sentido de uma implementagdo numérica mais
simples. Primeiramente transforma-se a integral dupla (4.6) em uma integral simples com
o intuito de proceder uma integragdo numeérica unidimensional gaussiana [22].

Como é sabido que o fator de auto-prote¢cdo € uma quantidade finita, & possivel trocar

a ordem das integrais em (4.6) visto que a convergéncia € garantida, escrevendo-a como:

1o J.:o " 1- exp(—yt//(x, §))

3

G, (£7)=— dx. (4.7)

—0

A integral mais interna na equacgéo (4.7) é facilitada ja que a mesma é separavel.

Sendo assim, denotando esta referida integral por I, pode-se escrever:

/- J. 1- exp yy/(x cf)) 1 _J-wdyexp(—y‘//(x,f)).

4.8
=277 = (4.8)

A integral resultante do lado direito da equacao (4.8) pode ser resolvida por partes

sucessivas vezes. Procedendo a primeira vez e simplificando a notagdo, fazendo

y(x,&)=v, tem-se:

oL eXp(—)’V/)_ﬂrdyeXP(_)’W) ‘

4.9
277 277 ¥’ (*.9)
Integrando novamente por partes obtém-se:
1-yr)exp(— 2 o exp(—
_ 12_( yr) 2p( yt//)_z//_j " p(-w) (4.10)
27 27 2 o y

A integral remanescente € denominada fungéo erro integral ou integral exponencial,

definida por:
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dey%;y):Ei(n,x)=Ein(x). (4.11)

Logo, a integral / toma a forma:

1 (1-y7)exp(—ty) ~ W Ei(ty)

1= , 412
277 277 2 (4.12)
e por conseqliéncia, o fator de auto-protegao é escrito por [21]:
1 e ) 5o
G, (&)= gyl [1—(1—1//r)exp(—z'g//)—t// T Ez(z'w)]dx. (4.13)

O fator de auto-protegéo (4.13) é finalmente escrito como uma integral unidimensional
na qual a funcdo de alargamento Doppler aparece explicitamente. No capitulo 5 os
resultados obtidos para os fatores de auto-protecéo a partir da equagao (4.13) seréo

apresentados.

45



Capitulo 5

Analise dos dados obtidos

Nesta tese foi obtida uma aproximagado analitica para a fungdo de alargamento
Doppler a partir dos métodos de Frobenius e de variagcdo de parametros e uma
aproximacao analitica para o termo de interferéncia utilizando os mesmos métodos. O
termo de interferéncia foi obtido diretamente a partir da fungcéo de alargamento Doppler,
através de uma relacao simples existente entre as duas, ratificando as idéias expostas até
entdo. No presente capitulo sera feita uma analise sistematica dos resultados obtidos com
essas aproximacgdes. A partir das aproximacgdes analiticas obtidas serdo feitas

comparagdes com alguns métodos existentes, inclusive o0 método numeérico.

5.1 A funcao de alargamento Doppler

A partir da equagéao (3.47), que fornece uma aproximagao analitica para a fungao de
alargamento Doppler, a representacédo grafica demonstrada na figura 6 foi construida. A
partir desta é possivel observar que a expressao da funcado de alargamento Doppler
obtida pelo método de Frobenius reproduz o comportamento fisico esperado, tendendo a

zero quando x — oo e se anulando quando & =0. Uma analise mais detalhada de cada

corte do grafico sera feita a seguir.
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Figura 6.: Representacéo grafica da funcdo de alargamento Doppler (x, f) segundo o

método de Frobenius.
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Nesta segcdo comparam-se os métodos de Frobenius e Padé para a obtengdo da
fungdo de alargamento Doppler, tomando como referéncia a tabela descrita em [1]. As
figuras de 7 a 10 s&o as representagbes graficas das comparagdes entre os métodos de
Padé e Frobenius para diferentes valores fixos de x. O eixo vertical indica os erros

percentuais em relagcao aos valores de referéncia:

4.0 4

2.0

0.0 : ‘ ‘ . ez

™ y

0.p5 0.10 0.5 0.20 0.25 0.30 0.35 040 045 0.60
-2.0

40

Desvios percentuais (%)

-6.0 1

-8.0

x=8

\ ‘ = = = =Desvio Padé(%) Desvio Frobenius(%) /

Figura 7.: Erro percentual do método de Padé de 4 pélos e do método de Frobenius para a

funcao de alargamento Doppler i (x, §) , fixando x =8 e variando &.
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0.0 ‘ ‘ s

—————

0.p5 0.0 0. 0.20 0.25 0.30 0.35 040 045 0.50]

Desvios percentuais (%)

\ ‘ = = = =Desvio Padé(%) Desvio Frobenius(%)

Figura 8.: Erro percentual do método de Padé de 4 pélos e do método de Frobenius para a

funcao de alargamento Doppler (x, 5), fixando x =10 e variando ¢&.

[ 60 )

4.0 4

2.0 7 N

0p5 0.0 0.5 0.20 025 * 030 0.35 0.40 045 0.50]

Desvios percentuais (%)

x=20

\ ‘ = = = =Desvio Padé(%) Desvio Frobenius(%)

Figura 9.: Erro percentual do método de Padé de 4 pélos e do método de Frobenius para a

funcéo de alargamento Doppler (x, 5), fixando x =20 e variando &.
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Figura 10.: Erro percentual do método de Padé de 4 poélos e do método de Frobenius para a

fungédo de alargamento Doppler y/(x, f), fixando x =40 e variando ¢&.

A partir dos graficos nas figuras 7 até 10, vé-se que o método de Padé apresenta

erros sistematicamente maiores que o método de Frobenius, proposto nesta tese. Os

erros obtido obtidos pelo método de Padé crescem com o aumento do parametro x, ou

seja, a medida que a energia do néutron incidente se afasta da energia de ressonancia ou

a medida que a largura total da ressonancia medida nas coordenadas do laboratdrio

I" diminui.

Com os resultados obtidos nesta secdo conclui-se que o método de Frobenius, em

comparagdo com os dados de referéncia [1], apresenta resultados melhores que o

método de Padé de 4 podlos no calculo da fungéo de alargamento Doppler.
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5.2. O termo de interferéncia

A seguinte representacao grafica (figura 11) foi construida a partir da equagao
(3.61), que fornece esta aproximacgao analitica para a fungdo do termo de interferéncia

obtida pelo método de Frobenius.

Figura 11.: Representacao grafica da fungao do termo de interferéncia ;((x, 5) segundo o

método de Frobenius.

Analogo ao que foi feito para a funcédo de alargamento Doppler, nesta secéo, verifica-

se a precisao do método de Frobenius através de comparagdes com dados existentes na
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literatura. Como referéncia foram utilizados os resultados da referéncia [1]. Os resultados
das discrepancias percentuais em relacdo a esses valores de referéncia sao

representados graficamente nas figuras 12 a 15, para alguns valores fixos de x:

é 0.005 )

0.004 - A
0.003 | |

0.002 - I \

0.001 / \ ! \

Desvio percentual (%)

0.000 \
20 0.30

o
I~
o
o

.60

-0.001

\ b9 J

Figura 12.: Erro percentual da aproximagao proposta para o termo de interferéncia ;((x,f)

fixando x =8 e variando ¢.
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Figura 13.: Erro percentual da aproximagao proposta para o termo de interferéncia ;((x,f)
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Figura 15.: Erro percentual da aproximagao proposta para o termo de interferéncia ;((x,g) ,

fixando x =40 e variando &.

A partir das figuras 12 até 15 é possivel ver que os desvios percentuais em relagéo

aos valores de referéncia [1] sdo muito pequenos.

Visto que existe concordancia dos

valores do termo de interferéncia calculados a partir do método de Frobenius com os

valores estabelecidos na literatura, na proxima segdo uma aplicagdo desses resultados

sera feita.

5.3 Secoes de choque de absorcao ressonante e de espalhamento.

Como forma de validar os resultados obtidos até aqui, as seg¢bes de choque de

absorgao ressonante e de espalhamento sdo comparadas com os valores obtidos com o

método hibrido [17,18]. O método hibrido consiste em conjugar uma integragao gaussiana
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para pequenos valores de x e a forma assintotica do termo de interferéncia, dada pela
equagao (2.37), para valores grandes de x nos quais a condigdo x.£ > 6 é satisfeita. Com
isso, tanto a fungdo de alargamento Doppler, quanto o termo de interferéncia sao
validados simultaneamente.

Sendo assim, analisemos algumas ressonancias que ocorrem no isétopo 2*U. As

principais ressonancias e suas respectivas larguras praticas tratadas neste trabalho estéao

resumidas na tabela 3 [17].

Tabela 3.: Ressonancias do 22U .

E,(eV) I (eV) I, (eV)
6.674 0.0230 0.0015
20.87 0.0291 0.0100
36.80 0.0250 0.0320
66.54 0.0220 0.0260
102.47 0.0260 0.0700

Na tabela 4 encontram-se resumidos os parametros nucleares utilizados para os

calculos das ressonancias indicadas na tabela1[17].
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Tabela 4.: Parametros nucleares fixos utilizados na determinagao das se¢6es de choque de

captura, espalhamento e total para o 281 na ressonancia.

ISOTOPO 287
(Massa atdmica) A 238g/mol
T 1.5x10°K
k 8.6x107eV /K
R 7.7x10"m
[ 10b

Alguns parémetros que variam de acordo com a ressondncia estdo resumidos na
tabela 5. Estes valores foram calculados a partir dos parametros encontrados nas tabelas

3e4.

Tabela 5.: Parametros nucleares variaveis utilizados na determinacao das se¢des de choque

238

de captura, espalhamento e total para o “°U na ressonancia.

E,(eV) K, (m) ¢ o,(b)

6.674 177.08 0.20 2.4x%10*
20.87 100.14 0.18 3.2x10%
36.80 75.41 0.20 4.0%x10*
66.54 56.08 0.13 2.1x10*
102.47 45.19 0.20 1.9x10*
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Com os parametros especificados nas tabelas 3, 4 e 5, compararam-se os valores das

segcbes de choque de captura

ressonante e de espalhamento para diferentes

ressonancias com os valores de referéncia. A seguir, as figuras 16 a 20 séao

representacdes graficas das se¢des de choque totais construidas a partir dos métodos de

Frobenius, cuja expressédo é dada pela soma das equagdes (4.1a) e (4.1b), e 0 método

hibrido para as cinco primeiras ressonancias do U%*%:

Secoes de choque totais

U238 -E_0=6.674eV A

YAl

6.3

6.7
Energia(eV)

- - = .Frobenius total — — — - Referéncia Total

Figura 16.: Segées de choque totais do *®U para a ressonancia E,=6.674eV.
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Figura 17.: Segdes de choque totais do

- = = =Frobenius total — — — — Referéncia total I

28y para a ressonancia Ey=20.87eV.

Uma analise dos graficos das secdes de choque totais para as duas primeiras

ressonancias do isétopo #*®U figuras 16 e 17, mostra que existe concordancia entre os

meétodos, uma vez que as curvas obtidas a partir dos métodos de Frobenius e hibrido se

sobrepdem, sendo indistiguiveis. Vé-se também que essa concordancia independe da

largura da ressonancia. As figuras 18, 19 e 20 fornecem as se¢des de choque totais para

as outras trés ressonancias posteriores do isétopo #*®U, (36.80eV, 66.54eV e 102.47eV)

ratificando os bons resultados obtidos para as aproximagdes da fungdo de alargamento

Doppler e para a fungao do termo de interferéncia:
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Figura 18.: Se¢cdes de choque totais do 8y para a ressonancia Ey=36.80eV.
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2200 ~
= 2000 T
5 1800 I
-~ / Y
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Figura 19.: Segdes de choque totais do **®U para a ressonancia E,=66.54eV.
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Figura 20.: Segbes de choque totais do 2**U para a ressonancia E,=102.47¢eV.

O comportento das curvas corrobora os bons resultados ja apresentados para a
fungdo de alargamento Doppler e para o termo de interferéncia, mostrando a
concordancia entre o método e a referéncia.

Os resultados obtidos até aqui para a fungao de alargamento Doppler e para o termo
de interferéncia, sejam individualmente (se¢des de choque de captura) ou combinados
(secbes de choque de espalhamento potencial), nos permitem aplica-los na determinagao

dos fatores de auto-protegao, o que sera feito na préoxima secao.

5.4 Resultados para os fatores de auto-protegao

No capitulo 4 desta tese foi obtida uma expresséao para os fatores de auto-protegao na
forma de uma integral unidimensional dada pela equagao (4.13). Nas figuras 20, 21 e 22
sao apresentados os integrandos da equacéo (4.13) para diferentes valores da largura

efetiva da chapa alvo 7, variando este de 0.01 a 10:
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1-(1-7) exp(— ) — W T B ()

Figura 21.: Integrando do fator de auto-protegédo para 7 =0.01 e £ =0.25

1-(1- 1) exp(-me) — W T 5 ()

=
[n]
11

e

| == 1 [N TN N N I I N Y I |

T

Figura 22.: Integrando do fator de auto-protecédo para 7 =5.0 e £=0.25.
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1-(1- r) exp(— 1) — T 5 (o)

-.d;I:I T | -EID—»"'—T_\J n-\.f 1 m-—zllj T | 4|D b4

Figura 23.: Integrando do fator de auto-protegdo para 7 =10 e £=0.25.

A funcao a ser integrada pelo método da quadratura gaussiana é simétrica em relagao

a variavel x. Este fato permite integrar numericamente no intervalo [O,oo) e multiplicar o

resultado por 2. Outro fato importante € que o infinito numérico ndo precisa se alongar
muito, visto que a fungao vai rapidamente a zero.
Basicamente, o0 método de integragdo gaussiana ou quadratura gaussiana consiste

em aproximar uma integral segundo a seguinte expressao [22]:

b b-—ag¢p (b—a . b+a b—ad b—a b+a
[,/ (x)dv=" flf( 6+ jdxz 5 wa( e ] (5.1)

onde N é a ordem da quadratura, & € o ponto da quadratura e w, é a funcdo peso

correspondente ao ponto de quadratura.

Nesta se¢cdo o método de integragdo gaussiana sera utilizado como referéncia para o
calculo dos fatores de auto-protecdo. Essa escolha é justificada pelo fato de ser sempre
possivel aumentar o infinito numérico e o numero de sub-intervalos no qual o método é

aplicado, com consequente aumento de precisdo. A integragdo numérica unidimensional
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foi efetuada com o método de integragdo gaussiana, enquanto o calculo da fungéao de
alargamento Doppler foi efetuado utilizando dois métodos distintos, a saber, o método de
Frobenius e o préprio método de integragao gaussiana.

Ensaios numéricos e uma analise grafica da equacgao (4.13), subsidiada pelas figuras
21, 22 e 23, mostra que no ponto x =40 o integrando decai rapidamente a zero. Por isso,
nesta tese o ponto x=100 sera considerado o infinito numérico. Utilizou-se como
referéncia a integracdo gaussiana de ordem 15 subdividindo o intervalo de integragao
unidimensional em 10 intervalos com o intuito de refinar ainda mais o método. A
espessura efetiva da chapa 7 =0.3633 foi escolhida para efeito de validagdo por ser um
valor dentro da faixa dos utilizados por Shcherbakov e Harada em seu trabalho[4].

A tabela 6 mostra os resultados para os fatores de auto-protecdo onde a funcio de

alargamento Doppler € calculada a partir do método de Frobenius.
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Tabela 6.: Fatores de auto-protecao para diferentes temperaturas utilizando o método de

Frobenius no calculo da fungao de alargamento Doppler.

Método de Integragao Discrepancia entre
& Frobenius Gaussiana os métodos (%)
0.05 0.96330 0.96276 0.06
0.10 0.94426 0.94395 0.03
0.15 0.92812 0.92790 0.02
0.20 0.91448 0.91431 0.02
0.25 0.90272 0.90258 0.02
0.30 0.89246 0.89234 0.01
0.35 0.88341 0.88331 0.01
0.40 0.87537 0.87528 0.01
0.45 0.86818 0.86810 0.01
0.50 0.86172 0.86165 0.01

A tabela 6 mostra que o método de Frobenius para o calculo da funcdo de
alargamento Doppler fornece desvio percentuais pequenos em relagao aos valores de

referéncia.
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Capitulo 6

Conclusées e perspectivas futuras de trabalho

No capitulo 3 desta tese determinaram—se novas aproximacgdes analiticas para a
fungdo de alargamento Doppler e para o termo de interferéncia. As formas funcionais
dessas fungdes se mostraram simples.

Com referéncia a fungcdo de alargamento Doppler, compararam-se os resultados
obtidos a partir da combinagdo dos métodos de Frobenius e o de variagcdo de parametros
com os obtidos através do método de Padé de 4 pdlos. Os resultados obtidos com o
método proposto, tomando o método numérico como referéncia, foram melhores que os
obtidos com o de Padé de 4 podlos.

Quanto ao termo de interferéncia, obteve-se uma aproximacgéo analitica tdo simples e
precisa quanto a da fungdo de alargamento Doppler, reproduzindo plenamente dados
publicados anteriormente [1].

Como aplicacao direta das novas aproximacdes obtidas nesta tese, foram estudadas
algumas ressonancias conhecidas do elemento combustivel *®*U. Essas ressonancias
foram escolhidas por serem as mais importantes no processo de moderagao de néutron
em reatores térmicos. As expressdes obtidas utilizando essas novas aproximacoes
analiticas foram aplicadas nos calculos das seg¢des de choque de captura, de
espalhamento e total, sendo validadas através da comparagdo com valores existentes na
literatura.

Os bons resultados obtidos na determinacdo das secbes de choque de captura, de

espalhamento e total, juntamente com o trabalho de Shcherbakov e Harada [4],
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motivaram a aplicacado dessa nova aproximacao analitica para a determinacao de fatores
de auto-protegao.

No capitulo 5 obteve-se uma nova expressao para os fatores de auto-protecdo em
forma de uma integral unidimensional.

Com a nova aproximagdo analitica para a fungdo de alargamento Doppler, que

aparece na expressao dos fatores de auto-protegdo de maneira nao ftrivial, aplicou-se o

método de integracdo gaussiana para obtencdo numérica de Gepi (é,r). As discrepancias

em relagao aos valores de referéncia foram pequenas.
Algumas perspectivas de continuagao do presente trabalho sao elencadas a seguir:
e Aplicacdo da funcdo de alargamento Doppler ao calculo das fungdes J(cf,ﬂ),

necessarias no calculo das probabilidades de escape ressonante e das integrais de

ressonancia;

e Para algumas ressonancias, € possivel aproximar a fungao de alargamento como:
2
y/(x,f): (’gf exp{-if%ﬁ&)}cos(i’ﬂ. (6.1)

Um exemplo onde isso € possivel é nas ressonancias em niveis de energia maiores

que E, =36.80el, no caso do isotopo 238, Uma continuacgdo para o presente trabalho

seria validar essa aproximacao para outros elementos fisseis, determinando, além das
secbes de choque de absorgao ressonante e de espalhamento, probabilidades de escape
onde as integrais de ressonancias desempenham um papel primordial;

e Existem indicacbes que a equacao diferencial que rege a fungdo de alargamento
Doppler possa ser escrita na forma de outras fungdes especiais, resolvendo-as pelo

método de Sturm-Lioville.
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Apéndice A

O método de Frobenius e o método de variacao de parametros.

A.1 O método de Frobenius

Nesta seg¢do faz-se um breve resumo sobre o método de Frobenius [George
Ferdinand Frobenius, (1849 — 1917)] que € a ferramenta fundamental para discutir se a
solucédo de uma equacéo diferencial ordinaria, independentemente se os coeficientes sao
ou nao constantes, pode ser representada como uma série de poténcias. O método de
Frobenius possibilita a obtengdo de pelo menos uma solugdo da equagao diferencial
ordinaria, o que é fundamental, uma vez que a outra possa, por exemplo, ser obtida pelo
método de redugdo de ordem. Em alguns casos, como sera verificado posteriormente, o
método possibilita a obtencdo de uma solugéo geral, isto é, de duas solugdes linearmente
independentes.

Demonstra-se que nem sempre € possivel encontrar uma solugdo geral de uma
equacéo diferencial ordinaria via desenvolvimento em série de Taylor (ou de MacLaurin).
Uma pergunta surge de imediato: quando o desenvolvimento em série de Taylor é
conveniente para procurar uma solugéo de uma equagao diferencial ordinaria?

Para responder a essa pergunta, consideremos a equagao diferencial escrita da

seguinte forma:

) p () 20 () () 0. A1)
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considerando apenas os casos em que P(x)e Q(x)s&o fungdes racionais ou ainda um

quociente de dois polindmios. Com isso tem-se a seguinte definigao:

Definigdo 1: Se os coeficientes P(x)e Q(x)sdo funges racionais e se lim P(x)e

X=X,

lim Q(x) existem, entdo x =x, é chamado ponto ordinario da equagéo diferencial. No

XX
caso em que um dos limites néo exista, entdo x = x, € chamado de ponto singular.

Teorema 1: Se x, € um ponto ordinario da equacgéo diferencial (A.1) entdo existem
duas solugées linearmente independentes obtidas a partir do desenvolvimento em série
de Taylor. Essas séries convergem no intervalo |x - x0| <R onde R>0

O método de Frobenius consiste fundamentalmente em procurar uma solugdo da
equacao diferencial de segunda ordem, linear e homogénea, na forma de série em torno

do ponto x = x,, com um parametro livre, isto €, da seguinte forma:

y(x)=x"D ex" =D ¢, x"", comc, %0, (A.2)

onde s € o parametro. Visto que é sempre possivel deslocar a singularidade sem mudar

essencialmente a equagéo diferencial, é suficiente considerar x=x,+z e restringirmos,

sem perda de generalidade, nosso estudo ao caso do ponto z=0.

A partir da definigdo 1, que afirma que se um ponto ndo € um ponto ordinario,
associado a uma equacao diferencial ordinaria, ele deve ser um ponto singular, define-se
o conceito de ponto singular. Além disso, no caso em que tem-se um ponto singular deve-
se classifica-lo como sendo um ponto singular regular ou um ponto irregular (este fugindo
do escopo da proposta desta tese).

Defini¢do 2: Um ponto x = x, associado a uma equag&o diferencial ordinaria
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pn +r(x)y(x)=0,

onde p(x), q(x)e r(x)séo fungées polinomiais, é dito ponto singular regular se os

limites

. q
lim (x—
x—)xn(x xO)p(x) oy p(x)

séo finitos.

A série de poténcias generalizada (A.2), dependente do parametro indeterminado s,
pode descrever:

a) Fungdes analiticas que nao se anulam na origem (s=0);

b) Funcbes analiticas com zero de ordem m na origem (s=m= inteiro positivo);

¢) Fungdes com um polo de ordem m na origem (s=-m= inteiro negativo);

d) Fungbes com certos tipos de pontos de ramificagdo na origem (s = nao inteiro).

Se a solugdo da equacao diferencial for representada por (A.2) entdo, em geral,
podera ser diferenciada termo a termo. Com efeito, para os casos mais importantes tem-
se, em resumo que:

1) Se s for nulo ou um inteiro positivo, a série serd uma série de Taylor e podera ser
diferenciada um numero arbitrario de vezes no interior de seu circulo de convergéncia.
2) Se s for um inteiro negativo, a série sera uma série de Laurent e podera ser

diferenciada um numero arbitrario de vezes no anel em que é valida.
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A.2. O método de variagao de parametros

Na sessdo anterior deste apéndice fez-se uma breve descricdo do método de
Frobenius, método utilizado na obtengdo da solugdo da parte homogénea das equagdes
diferenciais (3.5) e (3.12) . Para a obtencédo de uma solucéo particular dessas mesmas
equacgdes pode-se utilizar, entre outros métodos, o de variagdo de pardmetros que é um
método bem estabelecido na literatura. Na presente secdo uma breve descricdo do
método é apresentada a fim de embasar sua aplicagdo nesta tese.

Suponha que uma solugdo partticular seja escrita como uma combinagdo das

solugdes linearmente independentes da parte homogénea, sendo representada por
u, (x)=v (x)u; (x)+v, (x)u, (x), (A.3)
onde v, (x) e v,(x) s&o parametros osculadores que dao flexibilidade e nome ao método.
E facil verificar que v,(x) e v,(x) ndo s&o definidos unicamente mesmo se u, (x) for.
Pode-se utilizar dessa liberdade e impor certas exigéncias adicionais sobre v, (x) e v, (x)
para facilitar sua determinag&o. Calculando u,, (x) tem-se
w, (x)=v, (), (x)+v, (x)uy (x) +v, (x) 1, () + vy (x)u, (%) _ (A.4)
Se impusermos a exigéncia adicional que
v (xX)u, (x)+v, (x)u, (x)=0 (A.5)
a determinagéo de v, (x) e v, (x) sera simplificada como sera visto adiante.
Calculando agora up (x) e substituindo os valores de up (x), up (x) e u, (x) na

equagdo diferencial e utilizando o fato que u,(x) e u,(x) s&o solugdes da equagéo

homogénea é facil verificar que
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v'l (x)u'1 (x)+v'2 ()C)L[2 (x) = F(x), (A.6)
onde F(x)é a parte ndo homogénea da equagao. A relacdo (A.6) juntamente com a

condicdo (A.5) formam um sistema algébrico de equacdes que, pode ser escrito, em

forma matricial, da seguinte forma

W] el Sl

Resolvendo o sistema (A.7) obtém-se que os parametros osculadores v, (x) e v, (x)

sao dados por

onde a fungéo W(n)é o wronskiano de u, e u, representado sob a forma do

determinante

W[u1 (x),u, (x)] = det[Z,ll(();)) Zzz(();))J (A.9)

Dessa forma, a partir das integrais (A.8) uma solugao particular fica definida.
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Apéndice B

A funcgéao erro
A fungao erro, designada abreviadamente por erf(x), é obtida por integracdo de uma
(B.1)

distribuicdo normal, sendo definida como:

2 prx 2

erf (x)=—=| e " dn.
()=,

Sua representacgao grafica é dada pela figura 28:
erf(x)

b e eee

-/

/

Figura 24.: A fungao erro.

A fungao erro toma os seguintes valores especiais:
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erf(O) =0.

erf (+0) =1.

A funcéo erro € uma fungao impar, isto é:

erf(x) = —erf(x).

A primeira derivada da funcéo erro é:

2

d
Eerf(x) :ﬁe

A integral indefinida da fungéo erro é dada por:

J-erf(x)dx=xerf(x)+i/;.
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