
DESENVOLVIMENTO DE UMA METODOLOGIA DE VISUALIZAÇÃO
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nha vida.
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À Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de de Ńıvel Superior (CAPES) pela
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

DESENVOLVIMENTO DE UMA METODOLOGIA DE VISUALIZAÇÃO

TRIDIMENSIONAL APLICADA A ESTEREORADIOGRAFIA

Paulo César Machado de Abreu Farias

Dezembro/2006

Orientador: Ricardo Tadeu Lopes

Programa: Engenharia Nuclear

Este trabalho apresenta um estudo da técnica de estereoradiografia aplicada

a problemas de ensaios não-destrutivos (END). Desenvolveu-se um conjunto de pro-

cedimentos experimentais e computacionais para fazer a localização de defeitos e a

reconstrução geométrica de estruturas com aquisição de pelo menos duas radiografias

em ângulos diferentes. A técnica tem como uma das principais vantagens a simpli-

cidade no procedimento experimental, caracteŕıstica que possibilita a aplicação da

estereoradiografia em situações onde técnicas concorrentes não podem ser utiliza-

das. Os ensaios foram feitos utilizando um sistema de radiografia em tempo real

FeinFocus composto de um tubo de raios X microfocado, intensificador de imagens

e câmera CCD. Outro sistema, com um tubo de raios X portátil e um detector

image plate foi também usado, simulando as condições de medida no campo. Foi

desenvolvido um pacote de rotinas implementando todos os algoritmos utlizados

no trabalho. Como resultado, foi posśıvel obter reconstruções parciais dos corpos

de prova utilizados, além de medir distâncias entre pontos caracteŕısticos (features)

destes objetos. Adicionalmente foi proposto um método para estabelecer a incerteza

nas coordenadas 3D reconstrúıdas, com precisão média da ordem de 16% para as

imagens feitas com a câmera CCD e 6% com image plate. A partir dos resulta-

dos obtidos conclui-se que esta técnica oferece vantagens para a aplicação a END.

Pode-se mostrar que a estratégia de simplificar a tomada de dados através da trans-

ferência da complexidade para o software de análise é viável, potencializando o uso

da estereoradiografia no campo.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

DEVELOPMENT OF A THREE-DIMENSIONAL VISUALIZATION

METHODOLOGY APPLIED TO STEREORADIOGRAPHY

Paulo César Machado de Abreu Farias

December/2006

Advisor: Ricardo Tadeu Lopes

Department: Nuclear Engineering

This work presents a study of the stereoradiographic technique applied to

Non-Destructive Testing (NDT). A set of experimental and computational procedu-

res were developed in order to locate defects and to do the geometrical reconstitution

of structures, with the aquisition of at least two radiographies taken from different

angles. The technique has as one of its main advantages the simplicity in its experi-

mental procedure, a characteristic that allows the aplicability of stereoradiography

in situations where alternative techniques cannot be used. The tests were done with

the help of a FeinFocus real time radiographic system made up of a microfocus

X-rays tube, an image intensifier and a CCD camera. Another system, with a por-

table X-rays tube and an image plate detector was also used, simulating field mea-

surement conditions. A set of routines were developed implementing all algorithms

applied in the work. As a result, it was possible to obtain partial recontructions

of the phantoms used, as well as to measure the length among characteristic points

(features) of these objects. A method for establishing the uncertainty in the re-

constructed 3D coordinates was also proposed, with a 16% average precision for

images produced with a CCD camera and 6% with an image plate detector. The

results obtained show that this technique offers advantages to the END applica-

tion. The viability of the strategy of simplifying the data intake through complexity

transference to the analysis software can be demonstrated, potentializing the use of

stereoradiography in the field.
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2.3.1 Cônica absoluta (Ω∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4 Sumário . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3 Geometria epipolar 18

3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2 Matriz fundamental F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Motivações

Os ensaios não destrutivos (END) são usados para avaliar a integridade de

materiais e equipamentos sem interferir na sua posterior utilização. Estes procedi-

mentos são importantes na indústria para estabelecer critérios de qualidade, men-

surar parâmetros e reduzir custos de inspeção.

Algumas das técnicas mais antigas de END baseiam-se no uso de radiação

ionizante para efetuar estas investigações sobre a amostra em estudo. De uma

forma genérica, elas diferem pelo tipo de fonte de radiação utilizado. A gamagrafia

emprega radioisótopos, por exemplo Iŕıdio, para irradiar o corpo sob inspeção e

registra a imagem com filmes radiográficos. No caso da radiografia industrial, um

tubo de raios X ilumina a amostra. Se a imagem for adquirida por um sistema

com intensificador de imagens e câmera, a visualização é instântanea e costuma-se

designar a técnica de radioscopia ou fluoroscopia.

Apesar do poder da radiografia na visualização da estrutura interna da amos-

tra, a natureza do processo de geração da imagem faz com que a informação de pro-

fundidade seja perdida. A imagem radiográfica apresenta todo o volume da amostra

superposto em um plano, tornando a identificação de defeitos uma tarefa dif́ıcil e

cansativa para o inspetor. Além disso, a quantificação de dimensões só é posśıvel

em alguns casos especiais.

A tomografia computadorizada (TC) [1] pode ser uma alternativa para análises

mais detalhadas do material. Esta técnica, que reconstrói a estrutura interna do ma-

1



terial a partir da medida da atenuação de um feixe de raios X, faz um mapeamento

muito mais completo que a radiografia. Os resultados podem ser visualizados tridi-

mensionalmente ou como imagens de fatias internas do objeto.

Entretanto, o uso da TC no ambiente industrial é limitada por uma série de

fatores [2]. A medida necessita de um aparato experimental complexo, que torna o

custo proibitivo para muitas aplicações. Existem outras restrições de ordem prática,

como o tempo de exposição longo para obter as várias imagens necessárias. O

próprio formato do objeto inspecionado pode tornar a medida dif́ıcil de ser efetuada,

por exemplo a TC de uma chapa metálica. Neste caso, a depender da orientação

da amostra em relação ao feixe de radiação, o sinal medido pode ser muito débil,

alterando o relação sinal-rúıdo e introduzindo artefatos na reconstrução.

Uma opção viável para o problema é a utilização da visão estéreo [3]. Esta

técnica, amplamente usada em navegação de robôs [4], também é conhecida como

estereoscopia e objetiva a recuperação da percepção de profundidade de uma cena

a partir de dados bidimensionais. O processo consiste em adquirir pelo menos duas

imagens da cena a partir de posições distintas, identificar as regiões correspondentes

e aplicar um processo de reconstrução tridimensional baseado no conceito de tri-

angulação. A reconstrução é geométrica, recupera as coordenadas 3D dos pontos

selecionados e não o coeficiente de absorção do material, como no caso da TC.

A estereoscopia utilizando raios X ou estereoradiografia [5] oferece uma série

de vantagens como ferramenta em END [6,7]. Esta técnica possibilita a medida da

profundidade de estruturas presentes na radiografia, simplificando a interpretação

das imagens radiográficas e facilitando o desenvolvimento de processos automatiza-

dos ou semi-automáticos de avaliação.

Em uma radiografia, a informação volumétrica presente na amostra é proje-

tada no plano da imagem. Por causa deste efeito projetivo, em algumas situações

não é simples fazer a discriminação dos defeitos e a avaliação da profundidade e

dimensão dos mesmos. Estas tarefas exigem algum treinamento e experiência do

inspetor, principlamente quando as imagens têm pouco contraste. Neste panorama,

a estereoradiografia se apresenta como uma boa alternativa, vencendo estas dificul-

dades sem complicar o procedimento experimental.

No levantamento bibliográfico deste tema, foram encontradas algumas re-
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ferências a este tema no contexto de END. No trabalho de Lehr et al [8] foi feita

uma aplicação de estereoscopia usando um sistema microfocus. Nos trabalhos de

metrologia industrial reportados em [9] e [10] a técnica de visão estéreo é aplicada,

com os parâmetros da projeção estimados por calibração tridimensional. As técnicas

de calibração serão descritas no Caṕıtulo 4. No trabalho de Carrasco e Mery [11],

recursos de geometria projetiva (Caṕıtulo 2) são utilizados para identificar defei-

tos objetos manufaturados, discriminando os artefatos introduzidos pelo rúıdo na

aquisição das imagens.

Como a reconstrução geométrica recupera as coordenadas espaciais dos pon-

tos selecionados, é posśıvel medir as dimensões de caracteŕısticas internas do objeto,

por exemplo, defeitos no processo de fabricação. Uma prática corrente em radiogra-

fia industrial é a transformação do número de pixels entre dois pontos de interesse

em distância, utilizando um fator de conversão obtido por calibração. Entretanto,

este cálculo não considera a profundidade dos alvos e esta medida só é acurada se

os pontos pertencerem a um plano paralelo ao plano da imagem. O problema é

resolvido na estereoscopia, uma vez que as distâncias são medidas considerando as

coordenadas tridimensionais do objeto e não as suas projeções na radiografia.

Em comparação com a TC, a radioestereoscopia possui a vantagem de ser

mais simples e barata. O processo de aquisição de dados é mais rápido pois exige

um número menor de imagens e além disso a técnica pode ser utilizada mesmo em

objetos cuja estrutura impede a aplicação dos métodos da TC convencional.

Em algumas referências pesquisadas, a recuperação das coordenadas tridi-

mensionais dos defeitos baseia-se em um preciso controle dos movimentos da amos-

tra [12,13]. No presente trabalho, fez-se uma adaptação de técnicas de Visão Compu-

tacional para tornar o procedimento experimental o mais simples e robusto posśıvel.

A amostra tem movimento livre e toda a informação geométrica é extráıda das

imagens utilizando ferramentas da Geometria de Múltiplas Imagens (Multiple View

Geometry) [14,15]. Estes algoritmos, usualmente aplicados em robótica, foram ade-

quados às especificidades das imagens radiográficas.

Para garantir a movimentação livre das amostras, as caracteŕısticas da proje-

ção são recuperados pelo procedimento de calibração. Neste algoritmo, parâmetros

como posição e orientação dos objetos em relação a um sistema de referência esta-
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belecido, distância focal, ponto principal e os fatores de conversão pixel/unidade de

comprimento, são obtidos a partir das radiografias. Neste trabalho foram usadas

duas estratégias, sendo uma delas a calibração com padrão tridimensional, que é

mais tradicional no contexto da estereoradiografia. A outra técnica explorada foi

a calibração planar, que é bem mais simples experimentalmente mas exige uma

abordagem matemática mais refinada.

Com o objetivo de auxiliar a extração dos pontos de controle para a cali-

bração, é feito um pré-processamento nas radiografias, realçando as imagens e fil-

trando os artefatos. A localização das marcas de calibração é feita automaticamente,

calculando o centróide de elipses ajustadas às imagens das ilhas.

Para proceder com a reconstrução propriamente dita, o algoritmo de trian-

gulação necessita das matrizes de câmera fornecidas pela calibração e das coordena-

das nas duas imagens que representam o ponto no espaço que se quer reconstruir.

Para que o operador não precise fazer a identificação deste pontos manual-

mente, foi desenvolvido um módulo para localizar as coordenadas automaticamente.

A partir da seleção do ponto desejado na primeira radiografia, o software retorna

o seu par na segunda imagem. Para viabilizar esta funcionalidade foi desenvolvido

um procedimento de correlação entre as radiografias.

Entretanto, a correlação bidimensional tradicional não tem um desempenho

satisfatório quando aplicado às radiografias, além de ser computacionalmente muito

caro. A sáıda encontrada foi utilizar a geometria projetiva para diminuir o espaço de

busca. Como será detalhado nos caṕıtulos 2 e 3, a partir de uma entidade geométrica

denominada matriz fundamental, é possivel traçar as linhas epipolares nas imagens,

reduzindo a dimensão da busca. Pontos homólogos nas duas imagens situam-se

sobre as correspondentes linhas epipolares, que são facilmente identificáveis.

Baseado neste prinćıpio geométrico, a correlação é feita em uma faixa ao longo

destas linhas, aumentando a eficiência na identificação. Idealmente a correlação

poderia ser feita somente em uma dimensão, mas por causa do rúıdo é definida uma

“faixa de segurança” de alguns pixels em torno das linhas epipolares.

Na subrotina que implementa a triangulação, antes da utilização dos pontos

na reconstrução é feita uma correção das coordenadas para que elas atendam aos

parâmetros projetivos extráıdos das imagens, encerrados na matriz fundamental.
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Todos os algoritmos discutidos no trabalho foram implementados, inicial-

mente prototipados no ambiente de computação cient́ıfica MATLAB R©, e estão par-

cialmente portados para a linguagem Python acoplada a algumas rotinas feitas em

C.

1.2 Organização da Tese

Este trabalho está dividido em oito caṕıtulos. O Caṕıtulo 2 faz uma in-

trodução à Geometria Projetiva e apresenta o substrato teórico para a maioria das

ferramentas matemáticas utilizadas. São mostrados os conceitos de coordenadas ho-

mogêneas, pontos ideais e absolutos, razão cruzada, transformações projetivas para

o caso bidimensional e sua extensão para 3D, e cônicas. A abordagem é primordial-

mente algébrica, para possibilitar a tradução destes conceitos em algoritmos.

No Caṕıtulo 3, as relações geométricas entre duas imagens de uma mesma

cena são exploradas. A matriz fundamental é definida e sua importância para recons-

trução estéreo fica expĺıcita, principalmente para a etapa de identificação de pontos

correspondentes nas duas imagens. As relações da matriz fundamental com as ma-

trizes de calibração de câmera e com a matriz essencial são mostradas. Além disso,

uma parte do caṕıtulo é dedicada aos métodos de estimação da matriz fundamental,

incluindo um métodos robustos mais significativos.

A calibração do sistema, essencial para a recuperação da geometria da cena,

é abordada no Caṕıtulo 4. Inicialmente é apresentado um modelo para o mapea-

mento projetivo, considerando uma aproximação da câmera pinhole. As equações

da calibração são deduzidas para os dois casos estudados, calibração com padrão

tridimensional e calibração planar.

O Caṕıtulo 5 mostra o problema da reconstrução 3D baseada na triangulação

linear. A técnica de correção dos pixels correspondentes para atender a restrição

epipolar é apresentada na seção 5.3, que trata da aproximação de Sampson.

O procedimento experimental é detalhado no Caṕıtulo 6. É feita a descrição

dos equipamentos usados, do aparato experimental auxiliar e do roteiro de medida.

Também são detalhados os algoritmos de tratamento dos dados: pré-processamento,

calibração, reconstrução. Define-se um critério de estimativa de erro para as coor-
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denadas tridimensionais calculadas. Este critério baseia-se na observação do com-

portamento do algoritmo de reconstrução ao se contaminar os dados de entrada com

rúıdo de distribuição normal.

Os resultados experimentais são mostrados no Caṕıtulo 7, com as respectivas

análises.

Finalmente, o Caṕıtulo 8 discute as conclusões e perspectivas do trabalho.
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Caṕıtulo 2

Geometria Projetiva

2.1 Introdução

O processo de geração da imagem por raios X pode ser aproximadamente

modelado como uma projeção do espaço tridimensional em um plano. Este tipo de

operação tem algumas caracteŕısticas singulares. Após uma projeção perspectiva,

algumas propriedades geométricas da cena real são alteradas, por exemplo ângulos

e comprimentos não são preservados e linhas paralelas no espaço podem se inter-

ceptar na imagem. Na geometria euclidiana somente estão definidas as operações

de translação e rotação, que não alteram as entidades geométricas descritas an-

teriormente e preservam o paralelismo. Portanto, ela é inadequada para tratar o

problema, exigindo a utilização de uma ferramenta matemática mais adequada.

A geometria euclidiana é um subconjunto de uma geometria mais ampla, que

engloba uma classe maior de operações. Esta geometria, conhecida como projetiva

ou descritiva, é capaz de tratar de rotações, translações, mudanças de escala, ci-

salhamento, projeções pespectivas e composições de projeções. Como o número de

operações é maior, a quantidade de entidades geométricas invariantes diminui. Al-

gumas invariantes sob uma transformação projetiva são o tipo (uma reta é mapeada

como uma reta), a incidência (um ponto pertencente a uma reta na cena, pertencerá

também à sua imagem) e uma grandeza chamada razão cruzada (cross ratio), que

será discutida mais adiante. De uma forma geral poderia se definir que, enquanto a

geometria euclidiana descreve o mundo em que estamos imersos, a geometria proje-

tiva trata do mundo “como o vemos”.
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Além de modelar o fenômeno mais adequadamente, a geometria projetiva

oferece também uma representação matemática dos dados mais apropriada. A uti-

lização de coordenadas homogêneas para representar as entidades geométricas per-

mite que, por exemplo, pontos no infinito tenham a mesma forma que pontos finitos,

sem a necessidade de utilizar limites. Outro exemplo é a operação de projeção pers-

pectiva, que é um mapeamento não-linear, se transforma em uma equação matricial.

Os maior parte dos conceitos necessários será exposta considerando-se um

plano projetivo P
2, por ser mais simples a visualização. Estas grandezas podem ser

facilmente generalizadas para o espaço projetivo tridimensional P
3.

2.2 Geometria projetiva bidimensional

2.2.1 Coordenadas homogêneas

Em um plano euclidiano, um ponto P é representado por um par de coorde-

nadas (x, y) ∈ R
2. No plano projetivo é adicionada uma terceira coordenada α, de

tal forma que o ponto passa a ter coordenadas P = (x, y, α). A escala é irrelevante,

portanto P = (x, y, α) e P ′ = (kx, ky, kα) são equivalentes para k 6= 0. Desta forma,

um ponto em P
2 pode ser visualizado como uma reta no espaço tridimensional que

exclui a origem, como mostra a figura 2.1. Para cada particular valor de α, tem-se

uma representação projetiva para P.

Na figura 2.1, o plano π definido por x3 = α estabelece o par de coordenadas

não-homogêneas do ponto p:

p = (
x1

α
,
x2

α
) (2.1)
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π

x3

x1

x2

P

p

Figura 2.1: Modelo do plano projetivo

Considerando a equação geral da reta: ax + by + c = 0, pode-se estabeler

algumas relações importantes entre pontos e retas no plano projetivo. Usando uma

notação vetorial para estas entidades, tem-se:

l =











a

b

c











e x =











x

y

1











Pode-se representar a equação da reta alternativamente como:

x · l = xtl = ltx = 0 (2.2)

Analisando a equação (2.2), percebe-se que um fator multiplicativo k 6= 0 não

altera a relação de incidência. Isto é uma consequência da homogeneidade, uma vez

que a escala não é importante, só a relação dos coeficientes. Conclui-se que tanto a

reta como o ponto tem 2 graus de liberdade em P
2.

Outra observação relevante é que pontos e retas são equivalentes em P
2. Este

dualismo será explorado diversas vezes ao longo do texto e se ampara no Prinćıpio

da Dualidade [15], que estabelece de forma mais geral que pontos e hiperplanos no

espaço projetivo n-dimensional P
n são equivalentes.

A representação homogênea de pontos e retas e o Prinćıpio da Dualidade

permitem então que outras equações sejam derivadas. Por exemplo, a intersecção

de duas linhas l e l′ num plano projetivo pode ser obtida pelo produto vetorial:

x = l × l′ (2.3)
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Fazendo uso da dualidade, a reta que passa pelos pontos x e x′ é dada por:

l = x × x′ (2.4)

2.2.2 Pontos ideais

Uma das grandes vantagens da representação homogênea é a possibilidade de

usar a mesma notação para qualquer ponto do plano, sem levar em consideração sua

localização, finita ou não. Um ponto no infinito pode ser definido algebricamente

como a intesecção de duas retas paralelas l e l′:

l = (a, b, c)t e l′ = (a, b, c′)t

xintersec = l × l′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k

a b c

a b c′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (c′ − c)











b

−a

0











(2.5)

De uma forma geral, pontos ideais têm sua terceira coordenada nula,

x∞ = (x1, x2, 0)t. Lembrado da relação entre as representações homogênea e carte-

siana, o fato da terceira coordenada ser zero indica que o ponto deve situar-se no

infinito.

Todos os pontos ideais de um plano pertencem à reta no infinito l∞, cuja

representação canônica é l∞ = (0, 0, 1)t. Portanto, se x é um ponto no infinto, então

a equação x.l∞ = 0 é verdadeira.

A equação (2.5) mostra que todas as retas com a mesma direção se inter-

ceptam no mesmo ponto da linha do infinito, e que l∞ contêm todas as direções no

plano. No espaço projetivo 2D portanto, todas as retas se encontram, mesmo que

sejam paralelas.

No modelo tridimensional do plano projetivo (figura 2.1) pontos são repre-

sentado por retas que passam pela origem, como foi discutido anteriormente. As

retas em P
2 aparecem como planos neste modelo, e então l∞ corresponde ao plano

x3 = 0.
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2.2.3 Razão cruzada (cross ratio)

A geometria de um espaço pode ser definida a partir do estudo das suas pro-

priedades invariantes quando ele é submetido a uma determinada classe de trans-

formações [14]. Quando uma transformação projetiva é aplicada a um plano, uma

das suas invariantes é a razão cruzada, que é definida como a razão da razão de

distâncias no plano.

Por exemplo, dados 4 pontos pertencentes a P
2 e colineares p1,p2,p3,p4,

uma das definições posśıveis para a razão cruzada é:

Cr(p1,p2;p3,p4) =
∆13

∆23

∆14

∆24

=
∆13∆24

∆14∆23
(2.6)

onde ∆ij é a distância euclidiana entre os pontos pi e pj .

Na equação (2.6), os pontos p1 e p2 serviram de referência, mas qualquer

outra combinação é válida. O valor numérico do cross ratio pode mudar em função

desta escolha, mas uma vez fixado, é invariante em relação a transformações proje-

tivas. Além disso, não importa se os pontos são ideais ou finitos.

O Prinćıpo da Dualidade garante que outras formas de definir a razão cruzada

são posśıveis, usando linhas concorrentes no lugar de pontos colineares [14, 15].

2.2.4 Cônicas

Na geometria euclidiana existe uma importante classe de curvas, as cônicas,

que são descritas por equações de segundo grau. Estas curvas são definidas a partir

de uma grandeza euclidiana invariante, a distância. Por exemplo, um ćırculo é

definido como o locus dos pontos que mantêm a mesma distância ao centro. Outros

exemplos de cônicas são as hipérboles, as elipses e as parábolas.

Na geometria projetiva todas as curvas são definidas em função da sua invari-

ante, o cross ratio. Elas perdem sua distinção neste caso, pois são todas equivalentes

sob o ponto de vista projetivo. Usando a notação homogênea para as coordenadas,

uma cônica em um espaço projetivo bidimensional possui a equação:

ax2
1 + bx1x2 + cx2

2 + dx1x3 + ex2x3 + fx2
3 = 0 (2.7)
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A equação (2.7) pode ser expressa matricialmente como :

xtCx = 0 (2.8)

onde

C =











a b
2

d
2

b
2

c e
2

d
2

e
2

f











e x =











x1

x2

x3











A matriz C é simétrica e portanto possui no máximo 6 graus de liberdade. Por

causa da representação homogênea, só a relação entre os coeficientes é importante,

possibilitando então estimar os parâmetros da cônica com 5 pontos .

Fazendo o uso da dualidade, no espaço projetivo pode-se definir cônicas

através de um envelope de linhas tangentes. Esta cônica dual tem a equação

ltC−1l = 0, onde l é uma linha tangente a C e det(C) 6= 0 [14].

2.2.5 Pontos absolutos

Os pontos absolutos ou circulares são definidos como a intersecção de qualquer

ćırculo em um plano projetivo com a linha no infinito l∞.

Considerando a equação (2.7), observa-se que as seguintes relações são válidas

em um ćırculo: a = c e b = 0. Na intersecção com a linha no infinito, necessariamente

a coordenada x3 = 0. Então, a equação da cônica reduz-se a:

x2
1 + x2

2 = 0

Cuja solução é dada pelo par conjugado:

I =











1

i

0











e J =











−
1

i

0











(2.9)

Esta é a forma canônica dos pontos circulares. Apesar de natureza complexa,

as coordenadas de I e J podem ser extráıdas das imagens, fornecendo uma série de
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parâmetros importantes que são usados em operações como a retificação projetiva

[16].

2.2.6 Transformações projetivas

Já foi mencionado anteriormente que a geometria euclidiana é um subcon-

junto da geometria projetiva. Para formalizar este conceito é importante que as

classes de transformações posśıveis em um espaço projetivo sejam definidas. Será

mostrado que as operações euclidianas são sempre válidas no espaço projetivo, mas

o inverso não. Adicionalmente, serão enumeradas as grandezas invariantes em cada

domı́nio.

Um mapeamento P
2 → P

2, linear e inverśıvel é denominado de projetividade,

colineação ou homografia. Esta transformação preserva a incidência e tem a seguinte

representação:

x′ = Hx (2.10)

Esta é uma matriz 3 × 3 homogênea, com 8 graus de liberdade. Aplicada a

uma linha, a relação tem a forma l′ = H−tl. Já uma cônica é transformada sob a

equação C′ = H−tCH−1.

A forma particular da matriz H define as caracteŕısticas da geometria e as

suas invariantes. Existem 4 categorias posśıveis para estas transformações: euclidi-

ana, similaridade ou mudança de escala, afim e projetiva.

Transformação euclidiana ou isometria

Esta classe de transformações é regida pela matriz:

He =





R t

0t 1



 =











r11 r12 tx

r21 r22 ty

0 0 1











=











cos θ −senθ tx

senθ cos θ ty

0 0 1











(2.11)
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Uma transformação euclidiana modela as translações e rotações de um objeto,

sem deformação. Ela possui três graus de liberdade (1 da rotação e 2 da translação),

e suas invariantes mais caracteŕısticas são distância, ângulo e área.

Transformação de similaridade ou mudança de escala

Neste caso pode-se aplicar um fator de escala isotrópico s, mudando a pro-

porção do objeto. A sua representação matricial é :

Hs =





sR t

0t 1



 (2.12)

Após esta transformação, perde-se a noção de distância por causa da mudança

de escala. Mas a medida de ângulos não é afetada, permanece invariante assim como

a relação de paralelismo e a razão entre distâncias. Hs tem 4 graus de liberdade,

três da transformação euclidiana, mais um por causa do fator de escala.

Transformação afim

A transformação afim tem o seguinte operador matricial:

Ha =





A t

0t 1



 (2.13)

A submatriz A tem menos restrições que a R em (2.11). Basta que A seja

inverśıvel, enquanto a matriz de rotação R tem que ser ortogonal. Esta carac-

teŕıstica de A faz com que Ha modele uma quantidade maior de operações, como o

cisalhamento. Em compensação, a quantidade de invariantes geométricas diminui.

Ha tem 6 graus de liberdade e pode-se mostrar que a submatriz A representa

uma concatenação de rotações e mudanças de escala não-isotropicas [14]. Como in-

variantes geométricos pode-se citar o paralelismo, razão de comprimentos em linhas

paralelas e a razão entre áreas.

Transformação projetiva

Esta é a transformação mais geral que pode-se obter. Sua matriz é dada por:
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Hp =





A t

vt v



 (2.14)

Ela possui 8 graus de liberdade e seu invariante geométrico mais importante

é o cross ratio ou razão cruzada.

A maior diferença entre a tranformação projetiva e a afim é o fato do vetor v

na terceira linha de Hp não ser necessariamente nulo. Esta caracteŕıstica faz com que

a projetividade tenha uma ação não-linear sobre os pontos, o que pode ser verificado

quando eles estão representados de forma não-homogênea. Como consequência,

pontos ideais podem ser mapeados como pontos finitos, o que é fundamental para

modelar uma projeção perspectiva.

Uma transformação projetiva genérica pode ser decomposta da seguinte forma:

H = HsHaHp =





sR t

0t 1









K 0

0t 1









I 0

vt v



 =





A t

vt v



 (2.15)

A equação (2.15) mostra que é posśıvel criar uma hierarquia de transformações

e separar os efeitos de cada classe. Este é um resultado importante pois cria a pos-

sibilidade de retirar o efeito das distorções projetiva e afim em uma imagem, após

a identificação de elementos geométricos como a linha no infinito l∞ e os pontos

circulares [14, 16].

2.3 Geometria projetiva tridimensional

No plano projetivo tridimensional P
3 boa parte das propriedades de interesse

para o presente trabalho serão extensões do caso 2D. Por exemplo, um ponto no

espaço tridimensional é representado de forma homogênea como M = (x, y, z, w)t,

onde w é a coordenada adcionada. O Prinćıpio da Dualidade também vale em P
3,

relacionando pontos e planos.

De forma análoga à equação (2.2), dado um plano π = (π1, π2π3, π4)
t em P

3,

a equação de incidência de um ponto em um plano é:
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π
tM = π1x + π2y + π3z + π4w = 0 (2.16)

As transformações geométricas no espaço projetivo 3D têm a mesma hierar-

quia do caso bidimensional: euclidiana, similaridade, afim e projetiva. Para cada

transformação, a quantidade de invariantes geométricos diminui na medida em que

o operador se torna mais geral.

Em P
2 existe a linha no infinito l∞, que representa todas as posśıveis direções

no plano. No espaço tridimensional, o análogo a l∞ é o plano no infinito π∞, onde

estão representadas as direções do espaço e onde os planos paralelos se encontram.

Sua forma canônica é π∞ = (0, 0, 0, 1)t.

2.3.1 Cônica absoluta (Ω∞)

Existe uma cônica localizada no plano π∞ denominada cônica absoluta (Ω∞),

que tem uma relação importante com os pontos absolutos estudados em P
2. Um

ponto M = (x, y, z, w)t pertencente a esta curva obedece às equações:

Ω∞ →







x2 + y2 + z2 = 0

w = 0

Seja um plano πi no espaço projetivo P
3, cuja intersecção com o plano no

infinito π∞ é a sua particular linha no infinito li
∞

. Qualquer ćırculo Ci que tenha

πi como plano de suporte interceptará li
∞

, e consequentemente π∞, nos pontos

absolutos ou circulares de πi.

A cônica absoluta então é formada pelos pontos absolutos de todos os planos

πi do espaço projetivo P
3

A estimação desta entidade geométrica e a identificação de π∞ permitem

eliminar o efeito de transformações projetivas e afins sobre o espaço, recuperarando

informações com no máximo uma ambiguidade quanto à escala, posição e orientação

da cena (transformação de similaridade) [14, 15]. Esta operação é denominada reti-

ficação no espaço 3D.
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No Caṕıtulo 4 será mostrado que um dos métodos de calibração utlizados

neste trabalho baseia-se na identificação da imagem da cônica absoluta (IAC).

2.4 Sumário

Após esta breve revisão de conceitos de Geometria Projetiva, o Caṕıtulo 3

apresentará algumas relações geométricas derivadas de imagens distintas obtidas a

partir de uma cena comum. Estas relações e conceitos terão uma grande importância

na elaboração dos algoritmos empregados nesta tese.
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Caṕıtulo 3

Geometria epipolar

3.1 Introdução

Um par de imagens obtidas a partir de uma mesma cena obedece a um

conjunto de relações geométricas que ajuda a resolver o problema de reconstrução

estéreo. Considerando-se dois pontos m e m′, imagens de um mesmo ponto tridimen-

sional M, é posśıvel associá-los geométrica e algebricamente mesmo que a posição,

orientação e natureza das câmeras sejam diferentes. Este conjunto de regras, cha-

mado de geometria epipolar consegue capturar toda informação tridimensional

dispońıvel em uma cena.

De acordo com a figura 3.1, o ponto M, suas imagens m e m′ e os centros

de projeção C e C′ são coplanares, pertencendo ao mesmo plano π. O ponto m

é reprojetado tridimensionalmente sobre uma reta definida por ele e pelo centro

de projeção C. A imagem deste raio na segunda câmera é a linha l′ (figura 3.2).

Como M também localiza-se sobre o raio, sua segunda imagem m′ necessariamente

situa-se na linha l′. Este racioćınio aplica-se reciprocamente, gerando uma linha l na

primeira imagem a partir do raio definido por m′ e C′, que contêm o ponto m. Além

disso, a posição tridimensional do ponto M pode ser determinada pela intersecção

destes raios.

Estas relações geométricas permitem estabelecer ferramentas algébricas para

recuperar a posição tridimensional de um ponto na cena, através do processo de-

nominado de triangulação. Elas também possibiltam restringir o espaço de busca

no problema da correspondência, que consiste em localizar os pontos m e m′ no
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par de imagens estéreo. Como o ponto m induz na segunda imagem a linha l′

onde se localiza o seu correspondente m′, pode-se estabelecer métodos de seleção

unidimensional, diminuindo a complexidade da busca.

C C’

m’m

projeção

Plano epipolar π

M

Plano da imagemCentro de

Figura 3.1: Geometria epipolar

Antes de prosseguir na apresentação das caracteŕısticas básicas da geometria

epipolar, é importante definir alguns dos elementos fundamentais:

• Câmera é o mapeamento entre a cena 3D e a imagem.

• A linha que liga os dois centros de projeção C e C′ é denominada de linha

de base (baseline).

• A epipole é a intersecção da linha de base com o plano da imagem. Definindo

de maneira diferente, é a imagem do centro de projeção de uma das câmeras

feita pela outra câmera.

• Um plano que contenha a linha de base e um ponto tridimensional M é cha-

mado de plano epipolar. Existe uma famı́lia de planos epipolares (pencil of

planes) definidos pela linha de base e diferentes pontos da cena.
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l’=F.m
induzida por m

M ?

M

M ?

C C’

m
l’

m’

Linha epipolar

e’e

epipole

Figura 3.2: Entidades da geometria epipolar

3.2 Matriz fundamental F

Todas as relações geométricas observadas anteriormente podem ser traduzidas

algebricamente por uma matriz, denominada matriz fundamental F. Esta matriz

consegue embutir na sua estrutura todas as relações projetivas da cena e pode ser

obtida a partir de pontos correspondentes nas duas imagens.

A matriz F representa um mapeamento projetivo entre as duas imagens. A

partir dela é posśıvel gerar na segunda imagem uma linha l′ definida pelo ponto

m na primeira imagem (figura 3.2). Este é um mapeamento singular uma vez que

transforma pontos em linhas, não sendo posśıvel obter a projeção inversa univoca-

mente.

3.2.1 Representação algébrica

Pode-se chegar a uma representação para F através de um experimento

geométrico. De acordo com a figura 3.3, um par de câmeras está adquirindo a

imagem de um plano π que não passa por nenhum dos centros de projeção e contêm

o ponto Mπ.

Sejam as matrizes 3 × 3 H e H′ as homografias que mapeiam o plano π nos

dois planos de imagem do par estéreo. Como uma homografia é um mapeamento

projetivo não-singular, é posśıvel estabelecer as seguintes relações, lembrando que

Mπ é a representação homogênea de um ponto bidimensional:
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C C’

m
m’

e

π

e’

l’

Hπ

Μ π

Figura 3.3: Transferência via plano

m = HMπ (3.1)

m′ = H′Mπ (3.2)

Hπ = H′H−1

m′ = Hπm (3.3)

Ou seja, os pontos m e m′ são projetivamente equivalentes pois estão asso-

ciados por uma homografia induzida pelo plano π.

Na segunda imagem, o ponto m′ passa pela linha l′. Como neste plano de

imagem todas as linhas epipolares passam pela epipole e′, pode-se escrever:

l′ = e′ × m′ (3.4)

l′ = [e′]
×

m′ = [e′]
×

Hπm = Fm (3.5)

l′ = Fm (3.6)

Onde a equivalência entre o produto vetorial e a multiplicação matricial descrita

pelas equações 3.4 e 3.5 é definida no apêndice B.
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A equação 3.7 define a matriz fundamental F:

F = [e′]
×

Hπ (3.7)

Portanto, a matriz fundamental pode ser decomposta como o produto da

matriz 3 × 3 anti-simétrica [e′]
×

com a homografia Hπ. Assim como [e′]
×
, F é

singular e com posto 2.

Uma outra forma de interpretar a singularidade de F é considerá-la como

um mapeamento do plano projetivo bidimensional representado pelos pontos em

uma das imagens, em uma famı́lia de linhas epipolares na imagem da outra câmera.

No espaço projetivo unidimensional P
1 , linhas concorrentes e pontos colineares são

duais [14]. Como as linhas epipolares são concorrentes (todas passam pela epipole),

a equação 3.6 define uma transformação de P
2 em P

1 e por isso tem posto 2.

Considerando agora uma geometria arbitrária, com pontos distribúıdos no

espaço e não necessariamente pertencentes ao mesmo plano, temos as equações

m = PM e m′ = P′M, com P e P′ definidas como as matrizes de câmera.

Todos os pontos tridimensionais Mi distribúıdos ao longo do raio definido

por m e C são projetados no mesmo ponto da imagem. A equação paramétrica

deste raio é:

M(λ) = P+m + λC (3.8)

Onde P+ é a inversa generalizada de P, com PP+ = I e P+ = Pt (PPt)
−1

.

O centro de projeção C obedece a equação PC = 0, sendo portanto o vetor

nulo da matriz P.

A epipole e′ da segunda imagem pode ser representada algebricamente pela

equação e′ = P′C, que é a imagem do centro de projeção da primeira câmera feita

pela outra câmera. Como e′ e m′ situam-se sobre a mesma reta pode-se estabelecer

as seguintes relações:

m′ = P′M(λ) = P′P+m + λP′C (3.9)

l′ = e′ × m′ = (P′C) × (P′P+m + λP′C) = (P′C) × (P′P+m) (3.10)
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m′tl′ = m′t
[

(P′C) ×
(

P′P+m
)]

= m′t
[

e′ × (P′P+m)
]

(3.11)

Utilizando os resultados do apêndice B na equação 3.11, temos:

m′tl′ = m′t
[

[e′]
×

(

P′P+m
)]

= 0 (3.12)

Que leva a:

m′t
[

[e′]
×

(

P′P+
)]

m = 0 (3.13)

Comparando a equação (3.13) com (3.7) chega-se a:

m′tFm = 0 (3.14)

Da dedução acima é posśıvel concluir que:

• A matriz fundamental F pode ser obtida univocamente a partir das matrizes

de câmera

F = [e′]
×
(P′P+) (3.15)

• Através da matriz fundamental é posśıvel estabelecer a condição de corres-

pondência da geometria epipolar:

m′tFm = 0 (3.16)

Esta é uma condição necessária para que os pontos sejam correspondentes.

A linha l′ é induzida pelo ponto m e pela matriz F, de tal forma que l′ = Fm e

m′tl′ = 0. Mas qualquer outro ponto m′′ 6= m′ pertencente a reta l′ atenderia à

equação

(m′′)
t
Fm = (m′′)

t
l′ = 0 (3.17)

É importante observar que toda a dedução acima baseou-se na condição que

os centros de projeção C e C′ são diferentes. Caso contrário, F seria uma matriz

nula, pois P′C = P′C′ = 0.
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3.2.2 Sumário das caracteŕısticas da matriz F

A matriz fundamental possui uma série de propriedades importantes:

1. Singularidade.

F é singular e possui posto 2. A matriz fundamental representa um mapea-

mento projetivo que leva pontos em linhas, denominado na geometria proje-

tiva como correlação. Como não é posśıvel estabelecer a operação inversa, F

é identificada como uma correlação imprópria, não inverśıvel.

2. Transposição.

Se F é a matriz fundamental correspondente ao par de câmeras P e P′, então

Ft é a matriz fundamental do par P′ e P.

3. Linhas epipolares.

l′ = Fm é a linha epipolar gerada pelo ponto m, e l = Ftm é a linha epipolar

gerada pelo ponto m′.

4. Equação das epipoles.

As epipoles são os vetores nulos das matrizes fundamentais F e F′ (Fe = 0 e

Fte′ = 0). Esta propriedade vem diretamente da equação (3.16).

Para qualquer ponto m diferente de e, a linha epipolar l′ = Fm contêm a epi-

pole e′, portanto a equação e′tFm = 0 é válida. Como a única restrição para

m é que seja diferente da epipole e, a equação só é satisfeita se e′tF = Fte′ = 0.

5. Graus de liberdade de F.

A matriz fundamental tem 7 graus de liberdade. F é uma matriz 3 × 3 ho-

mogênea, portanto possui ambiguidade quanto a escala. Esta condição reduz

em uma unidade seus graus de liberdade. Além disso, como é singular, obedece

a restrição det(F) = 0.

Desta forma, apesar de uma matriz 3 × 3 possuir 9 graus de liberdade, as

restrições de homogeneidade e singularidade reduzem para 7 a quantidade de

graus de liberdade da matriz fundamental.
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3.3 Relação entre a matriz fundamental F e as

matrizes de câmera P e P’.

Na dedução da equação (3.16) fica evidente a natureza projetiva da matriz

F, pois toda a argumentação baseou-se em relações geométricas projetivas. Não

foram usadas medidas euclidianas, como por exemplo comprimentos ou relações

entre ângulos.

Pode-se mostrar que a matriz F é invariante projetivamente em relação às

imagens, pois aplicando-se transformações projetivas às coordenadas das imagens,

altera-se a estrutura da matriz fundamental, mas não a natureza das informações

contidas nela. Por exemplo, se H e H′ são aplicações projetivas bidimensionais,

então:

m̂ = Hm e m̂′ = H′m′ (3.18)

O mapeamento l̂′ = F̂m̂ é válido, com F̂ = H′−tFH−1. Desta forma a

equação (3.16) permanece inalterada.

Apesar das matrizes de câmera absorverem informações projetivas, afins e

euclidianas da cena, a matriz F só depende da informação projetiva contida nelas.

Por exemplo, uma operação euclidiana que altere o sistema de referência de uma

cena modifica P e P′ mas não altera a matriz fundamental F. Na verdade, a matriz

F é invariante mesmo a transformações projetivas no espaço tridimensional.

Conclui-se portanto que a matriz fundamental pode ser deteminada univo-

camente a partir das matrizes de câmeras (3.15), mas o contrário não é verdade.

A partir da matriz fundamental é posśıvel extrair um par de câmeras com uma

ambiguidade projetiva, dependente da base projetiva escolhida.

Esta ambiguidade estimula a definição de uma forma canônica para as câmeras,

de tal forma que a manipulação das expressões seja facilitada. Considerando que a

matriz fundamental pode ser expressa como F = [a]xA , onde [a]x e A são matrizes

3 × 3, pode-se associar o par de câmeras:

P = [I|0] e P′ = [A|a] (3.19)

onde a é uma matriz 3 × 1.
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Em [17] propôe-se a seguinte forma para a equação (3.19):

P = [I|0] e P′ = [[e′]xF|e′] (3.20)

Na expressão (3.20), P′ tem a submatriz [e′]xF com posto 2. Isto significa

que está equação representa uma câmera afim, com o centro da câmera em π∞, o

plano no infinito. Se está condição não for desejável, pode-se usar a expressão mais

geral, que define uma câmera projetiva:

P = [I|0] e P′ = [[e′]xF + e′v
t|λe′] (3.21)

Em (3.21) v é um vetor 3 × 1 qualquer e λ é um escalar não-nulo.

3.4 Matriz essencial

Quando os parâmetros intŕınsecos (Caṕıtulo 4) da câmera são conhecidos,

o sistema é dito calibrado pois somente a localização e orientação da câmera são

indeterminados. Nesta situação, algumas simplificações podem ser feitas que levam

ao conceito de matriz essencial E.

Uma matriz P = K [R|t] é considerada calibrada se a matriz de parâmetros

intŕınsecos K é conhecida. Neste caso é posśıvel utilizar coordenadas normalizadas

da imagem ao invés de pixels, aplicando-se a transformação inversa mcal = K−1m.

O mapeamento projetivo que gera a imagem só depende agora dos parâmetros

extŕınsecos do sistema, mcal = [R|t]M.

Para determinar a expressão da matriz essencial E e sua relação com a matriz

fundamental F, será considerado inicialmente um par de câmeras não calibradas

P = K[I|0] e P′ = K′[R|t]. Nesta situação a origem do sistema de referência

coincide com o centro de projeção da primeira câmera e a orientação do eixo ótico

é a mesma do eixo Z. Partindo da equação (3.15),

F = [e′]
×
(P′P+) = [P′C]

×
(P′P+) (3.22)

E lembrando que os centros de projeção tem coordenadas dadas por:
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C =





0

1



 e C′ =





−Rtt

1



 (3.23)

Chega-se a seguinte expressão:

F = [K′t]
×
(K′RK−1) = K′−t[t]×RK−1 (3.24)

Quando as coordenadas são normalizadas, K = K′ = I e

F → E = [t]xR (3.25)

Então, a equação da matriz essencial E é:

E = [t]xR (3.26)

Como foi observado anteriormente, a matriz essencial só depende dos parâ-

metros extŕınsecos do sistema de imagem estéreo.

Para obter a equação de correspondência para o caso normalizado, parte-se

das equações (3.16) e (3.24), substituindo as coordenadas dos pixels por coodenadas

normalizadas:

m′tFm = m′t
(

K′−t [t]
×

RK−1
)

m

=
(

K′−1m′
)t

([t]×R)
(

K−1m
)

= m′t

cal

(

[t]
×

R
)

mcal

= m′t

cal
Emcal = 0

A equação de correspondência usando a matriz essencial E tem então a forma:

m′t

cal
Emcal = 0 (3.27)

Para relacionar F com E, utiliza-se as equações (3.24) e (3.26) :

F = K′−t[t]×RK−1

= K′−tEK−1
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Pode-se portanto, extrair as relações:

F = K′−tEK−1 (3.28)

E = K′tFK (3.29)

A matriz essencial foi proposta por Longuet-Higgins [18] e pode ser conside-

rada como um caso especial da matriz fundamental, onde a calibração das câmeras

é determinada de antemão. Ela possui 5 graus de liberdade e possui caracteŕısticas

semelhantes às listadas para matriz fundamental F.

3.5 Estimação da matriz fundamental

A equação (3.16) fornece uma importante relação para o estabelecimento de

algoritmos de estimação dos parâmetros da matriz F. Desenvolvendo (3.16) com os

pontos m = (x, y, 1)t e m′ = (x′, y′, 1)t chega-se a:

x′xf11 + x′yf12 + x′f13 + y′xf21 + y′yf22 + y′f23 + xf31 + yf32 + f33 = 0 (3.30)

Os termos fij são os coeficientes da matriz fundamental. Pode-se observar

que esta equação é linear nos parâmetros de F.

Aplicando (3.30) a n pares de pontos correspondentes é posśıvel montar o

seguinte sistema homogêneo:

Unf = 0 (3.31)

Onde f é um vetor 9 × 1 com os elementos de F ordenados lexicograficamente,

f = (f11, f12, f13, f21, f22, f23, f31, f32, f33)
t (3.32)

A matriz Un contêm a informação das coordenadas dos pontos correspon-

dentes, da seguinte forma:

Un = (u1,u2, . . . ,un)t (3.33)
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ui = (x′

ixi, x
′

iyi, x
′

i, y
′

ixi, y
′

iyi, y
′

i, xi, yi, 1)
t

(3.34)

O sistema linear (3.31) pode ser resolvido para obter uma solução para os

coeficientes de F, levando-se em consideração as restrições de homogeneidade e sin-

gularidade da matriz fundamental. Considerando-se inicialmente só a condição de

homogeneidade do vetor f, a equação (3.31) tem solução não trivial se o posto de

Un for menor ou igual a 8 [19]. Caso o posto seja exatamente igual a 8, a solução

de f é única, a menos de um fator de escala, e pode ser resolvido com métodos

lineares. É importante salientar que a restrição de singularidade deverá também ser

atendida através de algum artif́ıcio, para que a matriz F obtida realmente represente

as relações projetivas entre o par de imagens estéreo.

3.5.1 Solução com 7 correspondências.

Como foi apontado anteriormente, a matriz fundamental possui 7 graus de

liberdade. Portanto é posśıvel encontrar uma solução para os parametros de F com

somente 7 pares de pontos correspondentes. Esta solução é exata e atende as duas

restrições caracteŕısticas da matriz fundamental, singularidade e homogeneidade.

Com esta quantidade mı́nima de correspondências, o posto de Un é igual a

7 e pode-se obter através da decomposição em valores singulares (SVD) [19, 20] os

vetores f1 e f2, geradores do espaço nulo de Un. Estes dois vetores correspondem

às matrizes F1 e F2, que são linearmente combinadas por causa da caracteŕıstica de

homogeneidade da matriz fundamental F:

F = αF1 + (1 − α)F2 (3.35)

Esta expressão estabelece uma famı́lia de soluções com 1 grau de liberdade,

representado por α.

Para atender a condição de singularidade da matriz fundamental, pode se

impor a condição:

det(F) = det(αF1 + (1 − α)F2) = 0 (3.36)

O desenvolvimento do determinante (3.36) gera uma equação polinomial de

29



grau 3 em α, que pode gerar até 3 soluções reais para o problema. Cada solução

deve ser testada para verificar qual delas tem o menor erro residual.

3.5.2 Mı́nimos quadrados com 8 ou mais pontos

Normalmente a quantidade de pontos correspondentes é maior que 7, permi-

tindo explorar outras possibilidades de resolução do sistema (3.31). Teoricamente a

matriz Un tem posto máximo 8, mas por causa da incerteza na extração dos pontos,

provavelmente o posto de Un é igual a 9 (quantidade de colunas de Un). Neste

caso, é razoável propor uma solução a partir da otimização de alguma função-custo

F associada ao sistema.

Ignorando a restrição de singularidade momentaneamente, pode-se encontrar

uma solução para a equação (3.31) através do método dos mı́nimos quadrados :

mı́nF

∑

i

(

m′t
iFmi

)2
= mı́nf‖Unf‖2 (3.37)

Como a norma da solução de um sistema linear homogêneo é arbitrária,

pode-se impor a restrição ‖f‖ = 1, de tal forma a evitar a solução trivial para

(3.31). Então, o problema é minimizar a função-custo:

F = ‖Unf‖2 = (Unf)
t Unf = f tUt

n
Unf (3.38)

sujeito a

‖f‖ = f tf = 1

Introduzindo o multiplicador de Lagrange λ, este problema de otimização

com restrições pode ser transformado em um mais simples, sem restrições. Basta

minimizar o lagrangeano:

L (f) = f tUt

n
Unf − λ

(

f tf − 1
)

(3.39)

Derivando a equação (3.39) em relação a f e igualando a zero:

Ut

n
Unf − λf = 0
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Chega-se a:

Ut

n
Unf = λf (3.40)

Portanto, o problema de minimização reduziu-se à extração dos autoveto-

res e autovalores de Ut

n
Un. Na definição da função-custo F (3.38), pode-se ver

que a matriz Ut

n
Un é positiva semi-definida e simétrica. Como consequência, seus

autovalores são reais e não-negativos.

A solução buscada para o problema deve ser um autovetor fi da matriz Ut

n
Un,

mas como esta matriz tem dimensão 9 × 9, existem nove posśıveis respostas. O

critério de escolha do autovetor pode sair do desenvolvimento da equação (3.39),

considerando-se a condição expressa pela equação (3.40):

L (f) = f tUt

n
Unf − λ

(

f tf − 1
)

= f tλf − λf tf + λ

Donde conclui-se que:

L(f) = λ (3.41)

Com todas as considerações anteriores pode-se concluir que o autovetor unitário

que minimiza L (f) é aquele associado ao menor autovalor de Ut

n
Un. Esta é, por-

tanto a solução do problema de mı́nimos quadrados ortogonais proposto em (3.37).

Uma solução equivalente para o problema poderia ser obtida através da SVD

de Un. Decompondo a matriz como:

Un = ADBt

Onde A é uma matriz n×9 com colunas ortogonais, D é uma matriz diagonal 9×9

com os elementos da diagonal ordenados de maneira decrescente (valores singulares),

e B é ortogonal com dimensão 9 × 9.

Como aos autovalores e autovetores de Ut

n
Un estão associados aos valores

singulares de Un e colunas de B respectivamente, o vetor solução neste caso é a

última coluna da matriz B.
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Este método de estimação de F é simples e provê uma solução anaĺıtica, seja

por extração de autovalores e autovetores ou por SVD. Entretanto, ele foi estabe-

lecido sem levar em conta a restrição de singularidade da matriz fundamental. Por

causa do rúıdo nas medidas, muito provavelmente det(F) 6= 0 e as linhas epipolares

não serão concorrentes no mesmo ponto. A maneira mais usual de resolver este

problema é impor a singularidade a posteriori através da substituição de F por uma

matriz singular F̂ que minimiza a norma de Frobenius :

∥

∥

∥
F − F̂

∥

∥

∥
=

∑

i,j

(

fij − f̂ij

)2

(3.42)

A solução deste problema [21] pode ser obtida através da SVD de F:

F = UDVt

Sabendo que D = diag (σ1, σ2, σ3) é matriz que contêm os valores singulares

σi de F e que eles estão ordenados de forma decrescente, pode-se mostrar que a

matriz:

F̂ = UD̂Vt

minimiza a equação (3.42) atendendo a condição de singularidade da matriz funda-

mental, desde que D̂ = diag (σ1, σ2, 0).

3.5.3 Interpretação do critério de minimização do algoritmo

linear

O critério de otimização estabelecido para a função-custo F (3.37) foi o da

distância algébrica mı́nima. Este critério, introduzido em [22], gera uma expressão

relativamente simples para o problema de minimização mas tem a desvantagem de

não ter significado geométrico. O ideal seria que a função a otimizar estivesse asso-

ciada a algum medida da imagem, como por exemplo a distância geométrica entre

pixels. Além disso, segundo Luong [23], este critério tende a polarizar a estimativa

de F, deslocando as epipoles para o centro da imagem.

Uma função-custo mais adequada poderia ser a distância entre um ponto m′

i

e a sua linha epipolar l′
i
= Fm′

i
= (l′1, l

′

2, l
′

3)
t, dada por [24] :
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d (m′

i
, l′

i
) =

m′t

i
l′
i

√

l′21 + l′22
=

m′t

i
Fmi

k′

i

(3.43)

onde k′

i =
√

l′21 + l′22.

O critério de otimização (3.37) pode ser reescrito como:

mı́nF

∑

i

(

m′t

i
Fmi

)2
= mı́nF

∑

[k′

id (m′

i
, l′

i
)]

2
(3.44)

A equação (3.44) mostra que o critério de minimização da distância algébrica

depende da distância geométrica, mas é função também do fator k′

i, que não tem

significado f́ısico.

3.5.4 Estimação através de métodos iterativos

Existe uma outra classe de algoritmos para estimar a matriz fundamental

que tem como base o critério da distância geométrica. Estes algoritmos apresen-

tam um resultado melhor em relação aos algoritmos lineares, mas têm um custo

computacional maior.

Um dos critérios [23] minimiza a distância epipolar simétrica, que é a distância

entre cada ponto mi e a sua respectiva linha epipolar:

F1 =
∑

i

[

d2 (m′

i
,Fmi) + d2

(

mi,F
tm′

i

)]

(3.45)

Usando o desenvolvimento da equação (3.43) pode-se chegar a uma representação

alternativa para F :

F1 =
∑

i

[

(

m′t

i
Fmi

)2
(

1

l21 + l22
+

1

l′21 + l′22

)]

(3.46)

Uma outra proposta para a função-custo [14, 24] é usar a distância entre os

pontos da imagem e a reprojeção dos pontos tridimensionais reconstrúıdos:

F2 =
∑

i

[

d2 (mi, m̂i) + d2 (m′

i
, m̂′

i
)
]

(3.47)

Esta função compara os pontos medidos mi e m′

i
com a suas estimativas m̂i e

m̂′

i
, portanto exige uma etapa de reconstrução projetiva dos pontos na cena. É bem
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eficiente mas computacionalmente caro, pois para n correspondências, estabelece

um problema de minimização com 7 + 3n graus de liberdade [15].

Existe uma aproximação de primeira ordem para a distância geométrica ex-

pressa por F2. Conhecida como distância de Sampson [14, 23, 25], ela transforma o

problema de estimação em um ajuste de uma superf́ıcie multidimensional aos pontos

medidos. A expressão matemática do critério é:

F3 =
∑

i

(m′t

i
Fmi)

2

l21 + l22 + l′21 + l′22
(3.48)

Esta simplificação da função-custo F2, reduz consideravelmente a complexi-

dade da otimização. Como não precisa reconstruir os pontos, a minimização agora

tem 7 graus de liberdade pois só envolve os coeficientes de F. Este critério também

é conhecido como técnica do gradiente [24,26], por causa da expansão de Taylor de

primeira ordem.

As funções-objetivo descritas anteriormente não atendem intrinsecamente à

restrição de singularidade de F. É importante que a parametrização seja escolhida

de forma a reduzir a busca ao universo de matrizes 3 × 3 de posto 2. Uma forma

de garantir que det(F) = 0 é expressar uma das linhas ou colunas de F como

combinação linear das outras [14, 15, 24, 26].

Segundo [24], o melhor método para estimar a matriz fundamental é o da

minimização da distância entre os pontos reais e os reprojetados (3.47), mas como

demanda muito tempo computacional, a recomendação é que se utilize a técnica do

gradiente (3.48). Este critério gera uma aproximação boa da distância geométrica,

sem exigir muito custo computacional. Dos critérios citados, a estimação baseada

na distância entre pontos e linhas epipolares (3.45) é a que tem o pior desempenho,

pois não leva a resultados significativamente superiores ao método linear [24].

Todos os algoritmos iterativos dependem de uma boa estimativa inicial dos

parâmetros para evitar mı́nimos locais. Normalmente se usa o método linear (sub-

seção 3.5.2) para gerar o ponto inicial da otimização. Entretanto, segundo [21], este

método não funciona bem a menos que seja feita uma normalização dos pixels antes

da aplicação do algoritmo. Esta instabilidade deve-se principalmente às diferen-

tes ordens de grandeza das variáveis envolvidas. O processo de normalização mais

comum [3, 14] faz uma translação inicial dos pontos de tal forma que o centróide
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fique na origem. Em seguida, aplica-se uma mudança de escala isotrópica para que

em média, os pontos estejam a
√

2 unidades de distância da origem. Este procedi-

mento melhora o condicionamento da matriz Un, aumentando consideravelmente o

desempenho deste método linear [24, 27].

3.6 Estimação robusta

Os algoritmos descritos até agora se baseiam na existência de pontos corres-

pondentes extráıdos das imagens através de técnicas de correlação e na minimização

de funções-objetivo aplicadas a estes dados. Estes critérios de otimização são tipica-

mente representados como somatórios de reśıduos quadráticos, gerando uma solução

de mı́nimos quadrados. Com isso admite-se implicitamente que estes erros obedecem

uma distribuição normal, pois nestas condições esta estimação é ótima [14].

Quando os dados observados estão contaminados por pontos anômalos (out-

liers) não se pode mais assumir a gaussianidade dos pontos, e a aplicação direta

de métodos de mı́nimos quadrados gera uma solução distorcida. Em um sistema de

extração automática de pontos a presença destes outliers é inevitável, aparecendo

na forma de falsas correspondências ou na localização imprecisa das coordenadas

dos pontos.

É importante prover o método de estimação da matriz fundamental de alguma

ferramenta para detectar estes dados incorretos e eliminá-los. Um dos estimadores

robustos mais eficientes é o RANSAC (Random Sample Consensus) [28], que se

baseia em um prinćıpio simples: dado um conjunto de dados experimentais onde

se admite que existem outliers, seleciona-se aleatoriamente amostras com o número

mı́nimo de elementos para estimar os parâmetros do modelo (2 para uma reta, 3

para um plano, 7 para a matriz fundamental, etc). Para cada amostra, calcula-se os

parâmetros do modelo e verifica-se qual o seu conjunto de suporte (consensus set).

Por conjunto de suporte entende-se a quantidade de pontos experimentais que se

adequam ao modelo calculado por aquela amostra particular. A expectativa é que

uma amostra contaminada por outliers não conseguirá gerar uma boa estimativa

do modelo e consequentemente não terá um conjunto de suporte muito grande.

Após este procedimento ser efetuado sobre uma quantidade adequada de amostras
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para garantir que somente pontos coerentes (inliers) sejam utilizados, o modelo com

maior conjunto de suporte é escolhido. Após a eliminação dos outliers, o modelo é

recalculado considerando-se somente os pontos da amostra vencedora e seu conjunto

de suporte que, dentro de uma determinada margem, consiste somente de inliers.

Esta estimação final do modelo pode então ser feita por um método do tipo mı́nimos

quadrados.

Este método de estimação tem uma implementação computacional razoa-

velmente simples [26] e gerou uma série de variações que buscam torná-lo mais

eficiente [29].

3.7 Sumário

Neste caṕıtulo foram relacionadas as condições teóricas e os algoritmos para

obter um dos parâmetros mais importantes para o problema proposto neste traba-

lho. A matriz fundamental F tem um papel preponderante na detecção de pontos

correspondentes entre as duas imagens, oferecendo alternativas à correlação bidi-

mensional. O software desenvolvido fez uso do algoritmo robusto RANSAC para

eliminar os outliers. Em seguida, a matriz fundamental foi estimada usando o con-

junto remanescente de pontos.
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Caṕıtulo 4

Calibração

4.1 Introdução

Uma das fases mais importantes para a reconstrução estereográfica é a etapa

de calibração das câmeras. Por câmera entende-se o mapeamento da cena tridi-

mensional em uma imagem, usando câmera fotográfica ou de v́ıdeo, raios X com

intensificador e câmera CCD, detector image plate, etc. A calibração fornece as ca-

racteŕısticas internas do dispositivo, como o foco, além da posição e orientação em

relação a um sistema de referência especificado. Todos estes elementos do modelo

são representados algebricamente por uma matriz que é estimada relacionando as

coordenadas tridimensionais de pontos em uma cena com suas imagens.

4.2 Modelo de câmera

A geração de imagens por raios X pode ser aproximada por uma projeção

perspectiva. Neste tipo de projeção central o plano da imagem está a uma distância

finita do centro de câmera, gerando efeitos t́ıpicos da geometria projetiva, como

pontos de fuga e distorção perspectiva (foreshortening). Para estabelecer um modelo

de câmera apropriado para o problema, será utilizada a câmera pinhole como padrão

inicial. A figura 4.1 traz a representação esquemática de uma câmera pinhole, com

os seus parâmetros descritivos:
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Figura 4.1: Câmera pinhole

Centro de câmera ou centro ótico Este é o centro da projeção, corresponde ao

foco do tubo de raios X.

Eixo principal ou raio principal É o raio perpendicular ao plano de imagem que

passa pelo centro ótico.

Ponto principal Intersecção entre o plano de imagem e o eixo principal.

Plano principal Plano paralelo ao plano da imagem, que contêm o centro ótico.

Para modelar matematicamente esta câmera pode-se iniciar estabelecendo a

relação entre as coordenadas da cena tridimensional e da imagem. Usando seme-

lhança de triângulos obtem-se:

x =
fX

Z
e y =

fY

Z
(4.1)

A equação (4.1) mostra que o mapeamento projetivo é não linear quando

analisadas as coordenadas não homogêneas dos pontos.
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Figura 4.2: Vista lateral do modelo de câmera pinhole
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Usando a notação homogênea para as coordenadas, pode-se transformar a

equação (4.1) em uma relação linear, representada matricialmente:

m = K [I|0]M (4.2)

Onde I é uma matriz identidade 3× 3, 0 é um vetor nulo 3× 1. Os vetores m, M e

matriz K são dados por:

m =











fX

fY

Z











e M =











X

Y

Z











e K =











f 0 0

0 f 0

0 0 1











(4.3)

Para chegar a um modelo mais realista para a geração da imagem por raios

X, alguns parâmetros ainda devem ser considerados. Inicialmente, examinando as

carateŕısticas internas do dispositivo de imagem, é razoável supor que o plano de

imagem tenha um sistema de coordenadas próprio, independente do sistema de

referência posicionado no centro de ótico. Além disso a origem deste referencial da

imagem pode não ser o ponto principal.

x

Ponto principal

y

y

x∆

∆

Figura 4.3: Sistema de referência da imagem

Desta forma, a matriz K deverá ser alterada para que represente o pixel

m = (fX + ∆x, fY + ∆y):

K =











f 0 ∆x

0 f ∆y

0 0 1











(4.4)
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Os parâmetros f , ∆x e ∆y são dados em unidades de comprimento naturais

para o sistema de referência da câmera (cent́ımetros, por exemplo). Como a imagem

é dividida em pixels, é necessário introduzir os fatores de conversão mx e my, dados

em pixels/unidade de comprimento. Além disso, em alguns tipos de dispositivos de

imagem os eixos coordenados não são perpendiculares, gerando um efeito distorsivo

na imagem. Para modelar esta caracteŕıstica, introduz-se o parâmetro γ.

K =











f γ ∆x

0 f ∆y

0 0 1











=











mxf γ mx∆x

0 myf my∆y

0 0 1











(4.5)

K =











αx γ px

0 αy py

0 0 1











(4.6)

Agora a matriz K está expressa em unidades de pixels e representa os parâ-

metros internos ou intŕınsecos da câmera.

Normalmente as coordenadas da cena não são expressas em relação ao centro

da câmera. Utiliza-se um sistema de referência arbitrário, de acesso mais fácil.

C

Xcam

camY

Zcam

O

Zobj

Yobj

Xobj

R,t

Figura 4.4: Parâmetros extŕınsecos da câmera

Considerando M̃cam e M̃obj as coordenadas não homogêneas de um mesmo

ponto, em relação aos sistemas de referência da câmera e do objeto respectivamente,
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pode-se estabelecer a seguinte relação:

M̃cam = R(M̃obj − C̃) (4.7)

Onde R é uma matriz de rotação 3× 3 que alinha os dois sistemas de referência e o

vetor 3 × 1 C̃ é a origem do sistema de referência da câmera (centro de projeção),

expressa no referencial do objeto. Usando coordenadas homogêneas a equação (4.7)

pode ser representada matricialmente:

Mcam =





R −RC̃

0 1



Mobj =





R t

0 1



Mobj (4.8)

Associando as equações (4.2) e (4.8), chega-se a P, matriz de projeção que

representa o modelo de câmera a ser estimado.

m = K [I|0]Mcam = K [I|0]





R t

0 1



Mobj = K [R|t]Mobj (4.9)

A equação que modela a geração da imagem é portanto:

m = PM (4.10)

onde P = K [R|t]. A calibração consiste em estabelecer métodos para estimar P,

cuja discussão será feita nas próximas seções.

4.3 Métodos de calibração

Uma vez definido o modelo de câmera, representado pela matriz P = K [R|t],
torna-se necessário estabelecer procedimentos para estimar as matrizes K, R e t a

partir da imagens. Além dos elementos das matrizes, também deve ser feita uma

estimativa da distorção provocada pelo sensor utilizado. Inicialmente será feita uma

apresentação dos métodos de calibração usados e na sub-seção 4.3.3 será discutido

o problema da distorção.
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4.3.1 Calibração com um modelo tridimensional

Um dos métodos utilizados baseou-se na correspondência entre os pontos re-

ais e as suas imagens [14]. Este procedimento utiliza como padrão de calibração

algum objeto não-planar com dimensões conhecidas. Sejam M e m as coordena-

das homogêneas dos pontos na cena e na imagem respectivamente. Observando a

equação (4.10) pode-se concluir que os vetores homogêneos PM e m tem a mesma

direção, mesmo que difiram por um fator de escala. Esta relação também pode

ser representada pelo produto vetorial m× PM = 0. Desenvolvendo esta equação,

chega-se à relação matricial:











yPt
3M− wPt

2M

wPt
1M− xPt

3M

xPt
2M− yPt

1M











= 0 (4.11)

Onde mt = (x, y, w) e Pt
i a i-ésima linha da matriz P. A equação (4.11) pode ser

reescrita como:











0t −wM yM

wM 0t −xM

−yM xM 0t





















P1

P2

P3











= 0 (4.12)

A equação (4.12) possui linhas linearmente dependentes. Eliminando-se uma

das linhas chega-se a equação final:





0t −wM yM

wM 0t −xM















P1

P2

P3











= 0 (4.13)

Cada correspondência M −→ m gera uma equação matricial do tipo (4.13).

Então, com n correspondências pode-se construir o sistema Ap = 0 de dimensão

2n × 12. Como a matriz P tem 11 graus de liberdade por causa da representação

homogênea, são necessários 6 pontos para a solução mı́nima (exata) do problema.

Na verdade, usa-se 5 pontos mais uma das coordenadas do sexto ponto, criando
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uma matriz A 11×12. Esta matriz terá posto 11, sendo portanto posśıvel obter um

vetor p não-nulo que resolva a equação Ap=0.

Como o conjunto de correspondências está contaminado por rúıdo, utiliza-

se um número de pontos consideravelmente superior ao mı́nimo necessário para

estimação exata. A solução neste caso, é obtida de forma semelhante ao problema

da estimação da matriz fundamental: minimiza-se o erro algébrico ‖Ap‖, com a

restrição ‖p‖ = 1. A solução é o autovetor de AtA correspondente ao menor

autovalor [19, 20].

Este método é conhecido como Direct Linear Transformation (DLT) e im-

plementa uma solução linear para o problema de estimação da matriz de câmera

P [30]. O resultado pode ser melhorado a partir de uma normalização prévia dos

pontos, como foi feito no caso da matriz fundamental.

A solução obtida através do algoritmo DLT pode servir de ponto de partida

para a minimização do erro geométrico, que possui um significado f́ısico claro. Se

as coordenadas dos pontos tridimensionais forem conhecidas com precisão aceitável,

pode-se usar o erro de reprojeção como função custo:

F =
∑

i

d2(mi,PMi) (4.14)

4.3.2 Calibração planar

O procedimento de calibração apresentado na seção anterior é robusto e com-

putacionalmente eficiente, desde que sejam evitadas geometrias degeneradas na ex-

tração dos pontos. Entretanto, este método possui o inconveniente de usar um

objeto de calibração tridimensional. A construção de tal objeto pode ser dif́ıcil,

uma vez que a suas dimensões precisam ser conhecidas com precisão. Além disso

o manuseio deste padrão de calibração pode tornar o procedimento experimental

mais complicado. Para contornar estas dificuldades, alguns métodos foram propos-

tos [31, 32] para fazer a calibração do sistema usando objetos planares. O benef́ıcio

deste método para o processo experimental é evidente, apesar de exigir uma sofis-

ticação no algoritmo de estimação.

Este algoritmo busca determinar a imagem da cônica absoluta (IAC) [14]

analisando transformações projetivas em planos. Esta entidade projetiva obedece
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a equação w = K−tK−1 [15], onde K é a matriz de calibração interna da projeção.

Uma vez estimados os parâmetros intŕınsecos da câmera, pode-se determinar os

parâmetros de translação e rotação se forem usadas pelo menos 3 imagens do plano.

As equações deste método são obtidas a partir de algumas manipulações no

modelo de mapeamento da equação (4.10), quando aplicado a um objeto planar.

Pode-se supor sem prejúızo, que o plano a ser observado localiza-se em Z = 0.

Portanto, a equação (4.10) pode ser reescrita como:

m = K [R|t]M = K [r1 r2 r3 t]

















X

Y

0

W

















= K [r1 r2 t]











X

Y

1











(4.15)

Na equação (4.15) o vetor ri representa a i-ésima coluna da matriz de rotação

R, e arbitrou-se que W = 1.

m = K [r1 r2 t]M = HM (4.16)

Abusando da notação empregada, M = (X Y 1)t ainda simboliza o ponto no

plano, sempre considerando Z = 0. Outra observação pertinente é que a relação

entre as coordenadas m e M agora é equivalente a uma homografia bidimensional

representada pela matriz 3 × 3 H.

Ainda segundo a equação (4.16), H = [h1 h2 h3] = K [r1 r2 t], a menos de

um fator de escala. Considerando que as colunas de uma matriz de rotação são

ortonormais, pode-se deduzir que:

ht

1
K−tK−1h2 = 0 (4.17)

ht

1
K−tK−1h1 = ht

2
K−tK−1h2 (4.18)

O método de calibração planar é totalmente baseado nas equações (4.17) e

(4.18).

Cada imagem do plano, representado pela homografia correspondente H, pos-

sui 8 graus de liberdade. Portanto, para estimar a matriz K (6 graus de liberdade)
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e os parâmetros de rotação e translação (6 graus de liberdade por posição de ob-

servação), são necessárias as imagens de 3 planos ou do mesmo plano em 3 posições

diferentes.

Uma primeira aproximação para os valores dos parâmetros pode ser obtida

analiticamente. Seja a imagem da cônica absoluta (IAC) w :

w = K−tK−1 =











w11 w12 w13

w12 w22 w23

w13 w23 w33











w =











1
α2

x

− γ

α2
x
αy

pyγ−pxαy

α2
x
αy

− γ

α2
x
αy

γ2

α2
x
α2

y

+ 1
α2

y

−γ(pyγ−pxαy)
α2

x
α2

y

− py

α2
y

pyγ−pxαy

α2
x
αy

−γ(pyγ−pxαy)
α2

x
α2

y

− py

α2
y

(pyγ−pxαy)2

α2
x
α2

y

+
p2

y

α2
y

+ 1











(4.19)

Como w é simétrica, pode ser alternativamente representada pelo vetor b:

b = (w11 w12 w22 w13 w23 w33)
t

Desta maneira, pode-se mostrar que a seguinte equação é válida:

ht
iwhj = vt

ijb (4.20)

Onde hi = (h1i h2i h1i)
t é a i-ésima coluna da matriz H.

O vetor vij é dado por:

vt
ij = (h1ih1j , h1ih2j + h2ih1j, h2ih2j , h3ih1j + h1ih3j , h3ih2j + h2ih3j, h3ih3j )

Usando o desenvolvimento obtido até aqui, as equações (4.17) e (4.18) podem

ser reescritas como:





vt
12

(vt
11 − vt

22)



b = 0 (4.21)
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Para cada imagem do plano de calibração obtida, um sistema homogêneo

do tipo (4.21) é gerado. Considerando então n imagens, chega-se ao sistema de

equações

Vb = 0 (4.22)

Onde V é uma matriz 2n × 6.

A solução deste sistema já foi discutida anteriormente [19,20], e é dada pelo

autovetor de VtV correspondente ao menor autovalor.

Uma vez determinada a matriz w , pode-se obter os parâmetros intŕınsecos

como está detalhado no apêndice A. A partir da matriz K os coeficientes extŕınsecos

para cada imagem podem ser obtidos pelas equações:

r1 =
K−1h1

‖ K−1h1 ‖

r2 =
K−1h2

‖ K−1h2 ‖

r3 = r1 × r1

t =
K−1h3

‖ K−1h1 ‖
=

K−1h3

‖ K−1h2 ‖

Por causa do rúıdo nos dados, a matriz de rotação obtida pode não ser or-

tonormal. Em [32] é mostrado um procedimento para estimar a matriz de rotação

mais próxima de uma matriz 3 × 3 genérica.

A solução obtida, baseada na minimização da distância algébrica [14], pode

servir como ponto de partida para um processo de mı́nimos quadrados não-linear.

Esta otimização é recomendável, pois pode tratar de forma mais eficiente as não-

linearidades do problema. Considerando m imagens com n pontos cada uma, um

exemplo de função-custo adequada é:

F =
m

∑

i

n
∑

j

‖ mij − m̂ (K,Ri, ti,Mj) ‖2 (4.23)

46



4.3.3 Efeito da distorção na calibração

A maioria das radiografias utilizadas neste trabalho foram feitas com um sis-

tema de raios X microfocado com a aquisição das imagens através de uma câmera

CCD. A conversão dos fótons de raios X para radiação viśıvel é feita por um inten-

sificador de imagens, que é o dispositivo responsável pelos efeitos distorsivos mais

severos na imagem. Como a tela de entrada do intensificador é curva, distorções

bem pronunciadas aparecem nas bordas [33].

O sistema de aquisição utilizado baseia-se na solução adotada em [34]. A

área útil da radiografia se concentra no entorno do centro da imagem, onde a tela

do intensificador é quase plana, deprezando a informação contida nas bordas da

imagem.

4.4 Sumário

No desenvolvimento desta pesquisa foram usados os dois algoritmos de cali-

bração, o tridimensional e o planar. A calibração planar mostrou-se mais adequada

para medidas em campo, pois exige um aparato experimental simples, apesar do

procedimento numérico ser um pouco mais complicado (Caṕıtulo 6).
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Caṕıtulo 5

Reconstrução Geométrica

5.1 Introdução

A estereoscopia permite obter a estrutura tridimensional de uma cena utili-

zando pelo menos duas imagens. Se existirem informações suficientes sobre a posição

e orientação das câmeras em relação ao objeto em estudo, assim como acesso aos

parâmetros intŕınsecos do mapeamento, é posśıvel efetuar uma reconstrução eucli-

diana exata da cena.

Se estes dados não estiverem dispońıveis, ainda assim é posśıvel efetuar uma

reconstrução projetiva tridimensional. Esta reconstrução difere do caso euclidiano

pois sofre de uma ambiguidade projetiva, ou seja, existem várias soluções posśıveis,

cada uma definida em uma base projetiva diferente.

Se X1 e X2 são as coordenadas homogêneas de duas reconstruções posśıveis

do ponto X, então X2 = HX1, onde H representa uma homografia 3D. Colocado

de forma equivalente, X1 e X2 são são equivalentes, a menos de uma transformação

projetiva no espaço 3D.

É muito importante chamar a atenção para o fato que é feita uma recons-

trução geométrica do objeto. São as suas dimensões que são recuperadas, não

as caracteŕısticas de densidade do material, tal como na tomografia computadori-

zada [35].
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5.2 Problema de reconstrução

O processo de reconstrução estéreo é denominado triangulação, e se baseia

em caracteŕısticas geométricas simples. Seja a figura 5.1:

l’=F.m
induzida por m

M ?

M

M ?

C C’

m
l’

m’

Linha epipolar

e’e

epipole

Figura 5.1: Triangulação

Como foi mostrado no caṕıtulo 2, os pontos m e m′ obedecem a equação

m′tFm = 0 e pertecem ao plano epipolar. Este plano é definido pelos raios retro-

projetados a partir de C e C′, passando por m e m′, respectivamente. Deduz-se

portanto, que estes raios se interceptam em um ponto no espaço tridimensional, o

ponto reconstrúıdo M. Esta dedução só não é válida para pontos localizados na

linha de base entre as câmeras. Neste caso, os raios retroprojetados são colineares e

possuem infinitos pontos de intersecção.

Entretanto, por causa do rúıdo na imagem estes raios dificilmente serão co-

planares, o que requer uma solução que minimize alguma função erro definida apro-

priadamente. Uma solução adotada usualmente é o midpoint method (método do

ponto médio), que busca localizar o ponto médio da perpendicular entre os raios.

Entretanto, sob o ponto de vista da geometria projetiva este método não é adequado.

No caso de uma reconstrução projetiva, mais geral, ele falha pois conceitos como

perpendicularidade e ponto médio não estão definidos [36].

Uma alternativa projetivamente invariante seria a minimização de erros na

imagem. Pode-se mostrar [14] que um determinado ponto tridimensional M projeta-
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se sempre na mesma posição na imagem, independente da sua base projetiva, bas-

tando que a geometria epipolar matenha-se constante [14].

Portanto, se P e P′ são as matrizes de câmera um critério a otimizar poderia

ser a distância entre os pontos medidos na imagem e as suas reprojeções:

F(m,m′) = d2(m,PM̂) + d2(m′,P′M̂) (5.1)

Sujeita a:

m̂′tFm̂ = 0. (5.2)

Onde M̂, m̂ e m̂′ são as estimativas do ponto M e de suas imagens nas duas câmeras.

Naturalmente, esta é uma solução computacionalmente intensiva pois envolve

a estimativa de pontos tridimensionais putativos M̂i.

É posśıvel manipular a equação (5.1) de tal forma que uma outra inter-

pretação seja permitida. Lembrando que m̂ = PM̂ e m̂′ = PM̂ são as reprojeções

da estimativa do ponto tridimensional M :

F(m,m′) = d2(m, m̂) + d2(m′, m̂′) (5.3)

Na equação (5.3), a função erro está definida pela diferença entre os pontos

medidos e os reprojetados na imagem, sem explicitar a necessidade de estimar os

pontos tridimensionais. Explorando esta sutileza da equação juntamente com a

restrição da matriz fundamental na equação (5.2), é posśıvel estabeler métodos que

façam uma correção nas coordenadas medidas. Esta correção vai ser feita de tal

forma que os pontos correspondentes obedeçam exatamente [37] ou com uma boa

aproximação a equação (5.2). Se os pontos atenderem a esta condição, então o

formalismo da geometria epipolar garante que os raios definidos por eles e os centros

de câmera são coplanares. Desta forma é posśıvel estimar a localização do ponto 3D

pela intersecção destes raios.

5.3 Correção aproximada pelo erro de Sampson

Um método de correção razoavelmente popular é a correção de primeira or-

dem usando a distância de Sampson [22,25]. Esta aproximação, conhecida também

como técnica do gradiente foi apresentada rapidamente no caṕıtulo 3.
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A idéia consiste em estimar o ponto quadridimensional X̂ que minimize o

erro ‖X− X̂‖2, onde X̂ é o ponto sobre a hipersuperf́ıcie Ψ mais próximo do ponto

medido X. No caso presente, o ponto X = (x, y, x′, y′) é formado pelas coordenadas

não-homogêneas dos pontos m e m′, e Ψ é dada de forma impĺıcita pela equação

(5.2). Portanto:

X̂ = X + δx (5.4)

Ψ
(

X̂
)

= Ψ (X + δx) = 0 (5.5)

Fazendo uma expansão de Taylor de primeira ordem na função Ψ (X + δx):

Ψ (X + δx) = Ψ (X) +
∂Ψ

∂X
δx = 0 (5.6)

Considerando J como o jacobiano de Ψ e ε o erro associado ao ponto X,

Ψ (X) = ε, a equação (5.6) pode ser reescrita como:

ε + Jδx = 0 (5.7)

O problema de minimização da distância de Sampson pode então ser definido

como a estimação do vetor δx que minimiza ‖δx‖, sujeito a Jδx = −ε. Este problema

de otimização com restrições pode ser solucionado com o aux́ılio dos multiplicadores

de Lagrange [14]. Após algumas manipulações, chega-se a expressão para δx:

δx = −Jt
(

JJt
)

−1
ε (5.8)

Como a hipersuperf́ıcie Ψ é definida pela restrição epipolar (equação 5.2),

pode-se definir o erro ε como:

ε = m′tFm (5.9)
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O jacobiano J pode ser desenvolvido gerando a seguinte equação:

J =
∂ε

∂X
=

[(

Ftm′
)

1

(

Ftm′
)

2
(Fm)1 (Fm)2

]

(5.10)

Onde (Ab)i representa a i-ésima linha do produto da matriz A pelo vetor b. Por

exemplo, (Fm)1 = f11x + f12y + f13w.

Finalmente, a equação para correção dos pontos (5.4) tem a expressão:

















x̂

ŷ

x̂′

ŷ′

















=

















x

y

x′

y′

















− m′tFm

(Fm)2
1 + (Fm)2

2 +
(

Ftm′

)2

1
+

(

Ftm′

)2

2

















(

Ftm′
)

1
(

Ftm′
)

2

(Fm)1

(Fm)2

















(5.11)

Após a correção dos pontos correspondentes, tem-se a garantia que as esti-

mativas de M, m e m′ pertencem ao mesmo plano, com uma razoável precisão. O

passo seguinte é a aplicação de algum método de triangulação para a localização de

M.

5.4 Triangulação linear

Este procedimento é semelhante ao método DLT (Caṕıtulo 4) para estimação

de matrizes de câmeras. Cada medida gera um par de equações de mapeamento

m = PM e m′ = P′M, que são combinadas e manipuladas de tal forma a gerar

um sistema do tipo AM = 0. Este sistema, assim como no caso da calibração

de câmeras, possui solução não-nula, pois a matriz A é montada de tal forma que

det (A) = 0.

Para cada imagem, é válida a equação m × PM = 0, pois os vetores m e

PM possuem a mesma direção. Desenvolvendo este produto vetorial de tal forma a

eliminar o fator de escala da notação homogênea, chega-se ao conjunto de equações:
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x
(

pt
3M

)

−
(

pt
1M

)

= 0

y
(

pt
3M

)

−
(

pt
2M

)

= 0

Onde pt
i representa a i-ésima linha da matriz P.

A outra imagem gera um conjunto equivalente de equações, que podem ser

agrupadas para gerar o sistema AM = 0. A matriz A tem a forma:

A =

















xpt
3 − pt

1

ypt
3 − pt

2

x′p′t
3 − p′t

1

y′p′t
3 − p′t

2

















(5.12)

Por causa do rúıdo, a solução deste sistema homogêneo deve ser estimada

através da minimização de ‖AM‖, submetido a ‖M‖ = 1, utilizando os mesmos

métodos do caṕıtulo 4.

5.5 Sumário

A estratégia usada neste trabalho para a reconstrução das estruturas radio-

grafadas foi: após determinar as coordenadas dos pontos correspondentes nas duas

imagens, corrigir os valores usando a fórmula de erro de Sampson. Em seguida, cal-

cular as coordenadas tridimensionais por triangulação linear. Todos estes algoritmos

foram implementados na ferramenta de software constrúıda.
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Caṕıtulo 6

Procedimento experimental

6.1 Introdução

Neste caṕıtulo será apresentado o procedimento experimental adotado, assim

como o aparato utilizado na aquisição das medidas. Buscou-se estabelecer uma

metodologia de medição que fosse a mais simples posśıvel, transferindo as correções

para a etapa de pré-processamento e reconstrução.

O método de cálculo baseou-se fortemente nas técnicas de Visão Computa-

cional [3,14], sendo eventualmente necessário fazer algumas adaptações para o caso

de imagens radiográficas. A maior parte das referências consultadas utilizavam ima-

gens de v́ıdeo ou de câmeras fotográficas, que apresentam uma diversidade maior de

informações, tais como sombras e oclusões que facilitam principalmente a etapa de

identificação dos pontos de interesse. No caso da radiografia, a natureza dos dados

apresentados por vezes dificultava a análise e a automatização do procedimento.

6.2 Materiais e métodos

Para a aquisição dos dados foi utilizado o equipamento de radioscopia do

LIN/COPPE, que consiste em um sistema de radiografia em tempo real FeinFocus

microfocado, com potencial constante. A faixa de operação do equipamento é 0,1 a

1 mA, com tensão de 5 a 160 kV. A aquisição das imagens neste sistema é feita por

uma câmera CCD acoplada a um intensificador de imagens.

Foram feitos também alguns ensaios com o equipamento de raios X industrial
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Balteau CD 160 com duplo foco e corrente de 1 a 35 mA, com a aquisição feita por

sistemas image plate - placas de fósforo e leitores (scanners) CR Tower (GE) e

Cyclone (Perkin-Elmer), simulando uma medição em campo.

Adicionalmente, o sistema image plate da GE foi também usado em um

ensaio de gamagrafia com uma fonte de Iŕıdio-192 de atividade aproximada 10 Ci

(37 MBq).

Para a aquisição dos pares estéreo no equipamento microfocus, posicionou-

se a amostra em uma mesa giratória movimentada por um sistema com motores de

passo. Foram feitas aquisições de imagens com intervalos de deslocamento angular de

até 30 graus. Além das imagens das amostras, eram feitas aquisições com os padrões

de calibração. O apêndice C mostra o fluxograma deste procedimento experimental.

Os padrões de calibração, essenciais para a reconstrução geométrica, foram

feitos com placas de circuito impresso com distâncias entre ilhas de 0,1 polegada

(0,254 cm). Estas ilhas serviam como marcação para calibração. O primeiro padrão

utilizado foi tridimensional, constrúıdo a partir de uma estrutura que permitia o

encaixe das placas ortogonalmente, como pode ser visto nas figuras 6.1 e 6.2.

Figura 6.1: Padrão de calibração 3D formado por placas de circuito impresso encai-

xadas ortogonalmente em uma estrutura de suporte.

Figura 6.2: Radiografia do padrão de calibração tridimensional.

Com a aplicação do procedimento de calibração planar [32] foi posśıvel utili-
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zar as placas de circuito impresso sem o suporte tridimensional mostrado na figura

6.1, o que simplificou consideravelmente a medida. Cada placa pode ser disposta em

qualquer posição em relação às outras, sem necessidade de manter a perpendicula-

ridade. A única restrição experimental imposta pelo algoritmo é a geração de pelo

menos três imagens de planos, o que pode ser facilmente simulado com um arranjo

de três placas. Na verdade, considerando as duas radiografias, cada placa fornece

um par de imagens que pode ser utilizado. O importante é que exista diferença na

orientação angular em cada imagem do plano representado pela face da placa, sob

pena do algoritmo de calibração não convergir. A figura 6.3 traz um exemplo de

radiografia usada na calibração planar. Pode-se observar o posicionamento livre de

cada placa em relação às outras.

Figura 6.3: Radiografia usada na calibração planar. As placas de circuito impresso

são posicionadas independentemente umas das outras.

Após a aquisição das imagens, inicia-se a etapa de tratamento dos dados e

reconstrução. O procedimento computacional pode ser separado em três etapas: pré-

processamento do par estéreo, calibração e reconstrução, como mostra o fluxograma

do apêndice D.

A primeira tarefa a ser executada pelo sistema é a extração das marcas de

calibração dos padrões, fisicamente representadas pelas ilhas da placa de circuito

impresso. Na primeira versão do sistema esta identificação era feita manualmente

pelo operador, que além de enfadonha, era uma tarefa muito propensa a erros.

Desenvolveu-se então um módulo no software de análise para o pré-processamento
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destas imagens, que fizesse a identificação e extração automática dos pontos de

calibração. Após a extração, efetua-se a ordenação dos pontos para que possam ser

utilizados pelo algoritmo de calibração.

Este procedimento de calibração fornece as matrizes de câmera estimadas

para cada imagem. Foram usados dois métodos: calibração com padrão tridimen-

sional (figura 6.2) e calibração planar (figura 6.3). Na calibração tridimensional,

foi aplicado o algoritmo DLT (Direct Linear Transformation) [30] para obter uma

primeira aproximação das câmeras, usando como dados de entrada os pontos reais

extráıdos do par estéreo, e pontos gerados por um modelo do objeto de calibração.

A partir desta primeira aproximação linear melhora-se a estimativa usando mı́nimos

quadrados não-lineares.

A calibração planar foi feita adaptando-se algoritmos encontrados na lite-

ratura de Visão Computacional [31, 32] para o caso em estudo. Foram usados 3

planos em posições distintas para calibrar cada imagem do par estéreo. Como no

caso da calibração 3D, uma primeira estimativa linear dos parâmetros intŕınsecos e

extŕınsecos de cada câmera é obtida, e em seguida refina-se a solução por mı́nimos

quadrados.

Uma vez obtidas as matrizes de câmera, pode-se partir para a reconstrução

propriamente dita. A parte mais dif́ıcil desta etapa é a identificação dos pontos

de interesse e dos seus correspondentes na outra imagem. Recorreu-se à geometria

epipolar para simplificar o problema da busca, com o uso da matriz fundamental

(Caṕıtulo 3) para gerar a linha epipolar na segunda imagem a partir de um ponto

escolhido na primeira radiografia. Como foi detalhado no caṕıtulo 3, dois pontos

correspondentes situam-se sobre as suas respectivas linhas epipolares.

Foram feitas duas versões para a reconstrução, uma delas automática, com

a identificação dos pares de pontos correspondentes por correlação bidimensional

ao longo da linha epipolar. Para o caso onde o contraste da imagem não permite

que o processo de correlação funcione bem, a identificação é feita manualmente pelo

usuário com a linha epipolar superposta à imagem para facilitar a localização do

ponto.

Depois de identificados os pares de pontos para reconstrução, procede-se como

descrito no caṕıtulo 5. Os pontos são corrigidos usando o critério de erro de Sampson
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[22, 25] e em seguida aplica-se uma triangulação linear para obter as coordenadas

3D dos pontos escolhidos.

6.3 Pré-processamento das imagens

Nesta seção será detalhado o processo de pré-processamento das imagens de

calibração. A figura 6.4 mostra uma imagem de calibração t́ıpica, com dois planos

com diferentes orientações. O objetivo deste procedimento é obter automaticamente

as coordenadas das ilhas nas placas de circuito impresso que servem como marcas

de calibração, como está assinalado na figura 6.4. Para que isso seja posśıvel, é

necessário filtrar a radiografia de tal forma que as ilhas sejam separadas do resto da

imagem.

Figura 6.4: Imagem de calibração t́ıpica, composta de duas placas de circuito im-

presso. As ilhas das placas servem como pontos de referência para a calibração

O usuário inicialmente seleciona com o mouse a região de interesse (ROI) em

um dos planos sob análise. A ROI é realçada para melhorar o contraste e destacar

as imagens das marcas de calibração.

O próximo passo é geração de uma imagem binária, onde os pixels só podem

assumir dois valores distintos. Esta operação é denominada binarização ou limia-

rização (thresholding). Após a definição pelo operador de qual o limiar desejado (as
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radiografias têm 256 ńıveis de cinza), a imagem é binarizada e segmentada, gerando

os contornos das marcas de calibração.

Os artefatos são filtrados a partir de operações morfológicas de erosão e di-

latação. A figura 6.5 mostra os estágios inicial e final destas operações. Antes da

filtragem morfológica, os contornos das marcas de calibração são preenchidas, como

mostra a figura 6.5(a).

De posse da imagem binária das marcas de calibração, suas coordenadas são

obtidas ajustando uma elipse a cada uma e calculando o centróide. A figura 6.6

mostra os pontos extráıdos superpostos à imagem original.

A última etapa do pré-processamento consiste em ordenar os pontos extráıdos

automaticamente. Para realizar esta tarefa foi proposta uma adaptação do algoritmo

RANSAC (Random Sample Consensus) [28], que é frequentemente usado na iden-

tificação de pontos anômalos (outliers) em uma amostra de dados.

Como as ilhas na placa de circuito impresso estão alinhadas, as suas imagens

também pertencem retas, pois a projeção perspectiva preserva o tipo de entidade

geométrica e a incidência (Caṕıtulo 2). Usando este prinćıpio, o algoritmo RANSAC

é usado para identificar o conjunto de suporte de cada uma das retas, tratando os

demais pontos como anômalos. Uma vez separados em subconjuntos, os pontos de

calibração podem ser facilmente ordenados. Por exemplo, na figura 6.6 o algoritmo

conseguiu separar 8 subconjuntos com 13 pontos cada, onde cada agrupamento

representa um conjunto de ilhas distribúıdas ao longo da mesma linha.
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(a) Imagem binarizada (b) Imagem final, sem artefatos

Figura 6.5: Binarização e segmentação da imagem do plano de calibração. Após o

processamento, somente as marcas de calibração pertecentes à ROI permanecem na

imagem.

Figura 6.6: Pontos de calibração superpostos à imagem.
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6.4 Calibração

Foram implementados dois métodos de calibração, um que faz uso de um

objeto de calibração tridimensional e outro que aplica uma calibração planar. Nos

dois casos é feita inicialmente uma aproximação linear dos parâmetros, que é usada

como ponto de partida para um processo de estimação com mı́nimos quadrados não

lineares.

6.4.1 Calibração tridimensional

A calibração com o padrão 3D baseia-se no algoritmo proposto em [14]. O

algoritmo 1 mostra o pseudocódigo do programa.

Algoritmo 1: Calibração com padrão tridimensional

importar dados da imagem;1

importar dados do modelo;2

normalização dos dados;3

gerar o sistema Ap = 0, e resolvê-lo sujeito a ‖p‖ = 1 (DLT);4

minimizar o erro geométrico, tomando a solução linear como ponto de5

partida;

denormalização;6

Na seção 4.3.1 foi feita explanação teórica deste método. A partir das coor-

denadas homogêneas dos pontos na cena e das suas projeções medidas na imagem,

vetores M e m respectivamente, monta-se o sistema Ap = 0. Convêm ressaltar

que os pontos tridimensionais armazenados no vetor M foram obtidos a partir de

um modelo do corpo de calibração e que o vetor de coordenadas m foi determinado

experimentalmente.

Este sistema é resolvido usando Decomposição em Valores Singulares (SVD),

e uma primeira estimativa de matriz de câmera P é obtida. Este método é conhecido

como Direct Linear Transformation (DLT) [30].

Segundo Hartley [14], é essencial para o funcionamento desta solução linear

que seja feita uma normalização dos pontos de tal forma que o centróide dos pontos

esteja na origem do sistema de coordenadas adotado e que a distância média de
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qualquer ponto à origem seja
√

2 (ou
√

3, no caso dos pontos 3D). Com isso melhora-

se o condicionamento da matriz A.

Após a obtenção da solução linear, aplica-se mı́nimos quadrados para mi-

nimizar o erro geométrico de reprojeção, cuja função custo é dada pela equação

4.14.

Para testar a validade da calibração, na figura 6.7 pode-se ver os pontos

reconstrúıdos, obtidos pela reprojeção do vetor M usando a matriz de câmera esti-

mada, superpostos aos pontos realmente medidos na imagem (vetor m).

100 200 300 400 500 600 700 800
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300
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Pontos medidos

Pontos reprojetados

Figura 6.7: Pontos reconstrúıdos e pontos medidos, em pixels.

6.4.2 Calibração planar

Este método de calibração simplifica consideravelmente o processo de medida,

pois não é mais necessária a utilização de um padrão de calibração 3D. Entretanto,

como foi mostrado no caṕıtulo 4, o algoritmo de cálculo é mais complexo.

Para obter a matriz de câmera, primeiro são estimados os parâmetros intŕın-

secos do mapeamento que estão embutidos na imagem da cônica absoluta (IAC).

Esta entidade geométrica foi apresentada na subseção 2.3.1.

As equações 4.17 e 4.18 geram um sistema do tipo Vb = 0 que é resolvido

de maneira semelhante ao caso do método DLT. Os coeficientes extŕınsecos são

calculados a partir da matriz de calibração interna da câmera, como está detalhado

na seção 4.3.2.
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Após uma parametrização adequada, submete-se o problema a uma mini-

mização do erro de reprojeção, usando-se o método de Levenberg-Marquardt [38].

O pseudocódigo do procedimento é mostrado no algoritmo 2.

Algoritmo 2: Calibração planar

importar dados das imagens;1

importar dados do modelo;2

calcular as homografias bidimensionais;3

gerar o sistema Vb=0;4

determinar o vetor b, com a restrição ‖b‖ = 1 ;5

extrair os parâmetros intŕınsecos;6

calcular os parâmetros extŕınsecos;7

parametrizar o problema de otimização;8

minimizar o erro de reprojeção;9

Na figura 6.8, de forma semelhante à figura 6.7, são superpostos os pontos

medidos experimentalmente e os reprojetados para as duas soluções, a linear e a

otimizada.

Os histogramas mostram o erro de reprojeção nos dois casos, indicando

que a solução linear sozinha não consegue estimar razoavelmente os parâmetros

da projeção. No segundo histograma pode-se observar que o erro de reprojeção após

a otimização é inferior a 1 pixel.

63



400 450 500 550 600 650

350

400

450

500

550

600

Pontos medidos
Pontos reprojetados

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

400 450 500 550 600 650

350

400

450

500

550

600

Pontos medidos
Pontos reprojetados

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Figura 6.8: Erro de calibração para as soluções linear e otimizada. As coordenadas

dos pontos são dadas em pixels. Os histogramas representam a distribuição do erro

de reprojeção em pixels

6.5 Reconstrução

No caṕıtulo 5 foi mostrado que a recuperação das coordenadas tridimensionais

do objeto sob análise é feita por um processo matemático denominado triangulação.

Entretanto, a aplicação direta do cálculo de triangulação não é recomendável pois

as coordenadas dos pontos extráıdos das imagens estão contaminadas por rúıdo,

portanto fora do plano epipolar.

A solução adotada para este problema foi a correção prévia no espaço dos

pixels usando o conceito de erro de Sampson, como está detalhado na seção 5.3.

Após esta operação, efetua-se uma triangulação linear. A sequência de operações

está detalhada no algoritmo 3.

Como foi mencionado anteriormente, a identificação correta dos pontos cor-

respondentes nas duas imagens é crucial para a reconstrução geométrica. Este é

um problema dif́ıcil pois envolve a correlação bidimensional da informação das duas
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Algoritmo 3: Procedimento de reconstrução

calcular a matriz fundamental;1

identificar de forma manual ou automática pontos de interesse nas imagens;2

corrigir as coordenadas dos pontos;3

aplicar a triangulação;4

radiografias, o que pode implicar em um custo computacional elevado.

A estratégia adotada foi utilizar a matriz fundamental para executar uma

correlação 2D guiada ao longo das linhas epipolares [39]. Com isso reduz-se a am-

plitude da busca, diminuindo a carga computacional.

Para determinar as linhas epipolares optou-se por calcular a matriz funda-

mental para cada par de imagens, apesar desta informação também poder ser ex-

tráıda das matrizes de câmera. Inicialmente são determinados pontos de alto con-

traste (corners) nas duas imagens, usando o algoritmo do detector de Harris [40].

Usando esta massa bruta de dados, as correspondências putativas são estabelecidas

através de um procedimento de correlação bidimensional normalizada [41]. Na-

turalmente, este conjunto inicial de pontos casados deve apresentar uma grande

quantidade de falsas correspondências, que poderiam eventualmente impedir uma

estimação correta da matriz fundamental.

A identificação de pontos anômalos é feita mais uma vez utilizando o algo-

ritmo RANSAC [28]. Dentro do conjunto de supostos pares são sorteadas amostras

com 7 correspondências para estimar a matriz fundamental. A amostra que tiver o

maior conjunto de suporte é considerada livre de pontos anômalos (outliers). O con-

junto de dados remanescente após a eliminação destes outliers é usado para estimar

a geometria epipolar do par estéreo. Os detalhes deste processo foram apresentados

na seção 3.6. A sequência de cálculo está indicada no algoritmo 4.

Algoritmo 4: Estimação da matriz fundamental F

aplicar o detector de Harris nas duas imagens;1

usar correlação bidimensional para estabelecer um conjunto inicial de pares;2

eliminar os outliers com a algoritmo RANSAC;3

estimar F por mı́nimos quadrados, usando os pontos remanescentes;4
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A figura 6.9 mostra duas radiografias feitas de um circuito eletrônico. Pode-

se observar os componentes (conectores, resistores, tranśıstores) e as laterais do seu

gabinete metálico.

Usando este par estéreo como exemplo, é posśıvel demonstrar a rotina de

análise das imagens. Inicialmente, o operador seleciona em uma das imagens os

pontos de interesse. Com o aux́ılio da matriz fundamental F previamente calcu-

lada, a segunda imagem é varrida ao longo da linha epipolar para localizar o ponto

correspondente ao da primeira radiografia. Com estes pares de pontos casados, é

feita enfim a triangulação, recuperando as coordenadas tridimensionais do corpo de

prova.

Na figura 6.9(a) é feita a seleção manual dos pontos de interesse, que são

automaticamente localizados na figura 6.9(b), com o aux́ılio das linhas epipolares.

(a) Par estéreo - imagem 1 (b) Par estéreo - imagem 2

Figura 6.9: Procedimento de identificação de pontos correspondentes no par estéreo.

6.5.1 Estimativa do erro

Para um trabalho que envolve metrologia, estimar a incerteza da medida é

tão importante quanto o valor do parâmetro.

As informações primordiais no problema de reconstrução estéreo são as posições

dos pontos correspondentes m e m′. Mas estes dados normalmente estão contami-

nados por rúıdo de várias fontes. Entre elas pode-se citar a detecção de corners

(pontos de alto contraste na imagem) deficiente, incerteza na correlação entre as

imagens afetando a seleção dos pontos correspondentes [42] e o erro de quantização

da imagem [43].
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A calibração das câmeras também afeta a precisão da reconstrução, pois os

parâmetros estimados são aplicados diretamente no cálculo da triangulação.

A figura 6.10 representa esquematicamente um arranjo experimental de este-

reoradiografia semelhante ao utilizado neste trabalho. Este modelo pode auxiliar o

entedimento da natureza do erro na triangulação e permite uma análise qualitativa

das principais fontes de variabilidade.

Estão superpostas na figura duas posições de aquisição de imagem. Pode-se

identificar alguns elementos já definidos no Caṕıtulo 4, como raio principal, foco de

raios X e plano da imagem.

Como o plano da imagem (representado fisicamente pelo detector) é discre-

tizado, a posição de um determinado ponto na radiografia pode estar submetido a

erros de quantização de até ±1
2

pixel.

Ao observar a figura 6.10, pode-se inferir que esta incerteza (em pixels) na

localização dos pontos na imagem tem influência na precisão com que as coordenadas

3D são estimadas. Por causa da projeção perspectiva, todo o volume no espaço

definido pelo foco de raios X e pela área na imagem delimitada por 1 pixel será

superposto na radiografia. Este volume tem um perfil semelhante a uma pirâmide,

se estreita a medida que se aproxima do foco.

O processo de triangulação cruza as “pirâmides” correspondentes nas duas

imagens, delimitando a posição no espaço de um determinado ponto. Entretanto,

este volume é variável, depende da distância ao foco. Esta caracteŕıstica afeta a

precisão das coordenadas reconstrúıdas.

Considerando os pontos P e Q na figura 6.10, existe um “volume de incerteza”

em torno de cada um deles (cuja seção transversal na figura 6.10 tem a forma de

losango), que aumenta na medida em que o ponto se afasta do foco. Esta região

está associada ao erro do processo de triangulação.

Convém observar que a análise feita até agora só levou em conta a incerteza

oriunda da quantização da imagem, sem considerar a localização errônea dos pontos,

seja por falha no algoritmo de extração ou por excesso de rúıdo nos dados.

No processo de reconstrução a informação dispońıvel na imagem é discre-

tizada, portanto fica patente a importância da localização acurada dos pontos na

radiografia. Por exemplo, os pontos P e Q na figura 6.10 podem ser duas estimativas
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distintas para o mesmo ponto no espaço. Eles têm a mesma posição na imagem 2,

mas estão projetados em pixels diferentes na imagem 1. Apesar da figura 6.10 ser

esquemática, sem fidelidade ao fator de escala, pode-se perceber que a incerteza na

reconstrução das suas coordenadas não será a mesma.

Considerando que a resolução do dispositivo de imagem é fixa, são os erros

na localização destes pontos que contribuem com a parcela variável na incerteza nas

coordenadas tridimensionais, e que podem eventualmente serem reduzidos.

O esquemático da figura 6.10 se assemelha ao arranjo experimental utilizado

para os ensaios com o sistema microfocus. Nestes experimentos, o corpo de prova

está alinhado com o eixo principal e é rotacionado pela ação de uma mesa giratória,

produzindo um efeito equivalente à rotação do arranjo detector-foco em torno do

eixo de rotação.

1 pixel

plano da imagem − posicao 1
raio principal

foco de raio X

eixo de rotaçao

plano da imagem − posicao 2
ponto P

ponto Q

Figura 6.10: Representação esquemática do arranjo experimental

Para avaliar experimentalmente a relação entre a incerteza na localização

dos pixels e o erro na estimação das coordenadas tridimensionais, foi proposto um
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procedimento de reconstrução sucessiva. A cada simulação, antes do processo de

triangulação perturba-se as coordenadas dos pontos originalmente medidos nas ra-

diografias com rúıdo gaussiano de média nula e desvio-padrão σ.

Após repetir este procedimento uma quantidade de vezes estatisticamente sig-

nificativa, foi feita a análise dos dados obtidos. Com estes resultados da simulação foi

posśıvel entender o comportamento do aparato de reconstrução quando submetido

a perturbações, além de poder estabelecer um limite para a incerteza das medidas.

Como padrão para avaliar o erro usou-se o mesmo objeto que foi utilizado

para calibração do sistema. É importante ressaltar que o conjunto de pontos usado

nesta validação é distinto daquele que foi usado para extrair a matriz de câmera.

Para exemplificar o procedimento, a figura 6.11 mostra uma radiografia onde

os pontos destacados foram utlizados na reconstrução. Pode-se identificar na imagem

os dois planos usados na calibração.

Figura 6.11: Radiografia utilizada no estudo da incerteza do experimento. Os pontos

destacados foram utilizados na reconstrução.

Uma das análises feitas baseou-se na distribuição das distâncias entre pon-

tos consecutivos. Pelas especificações das placas de circuito impresso usadas, esta

distância deve ter um valor médio de 0,254 cm. Portanto, como foi comentado ante-

riormente, efetuou-se 250 reconstruções tomando como base os dados reais, medidos

diretamente no par estéreo. Para cada reconstrução, as coordenadas dos pontos
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foram somadas a um valor aleatório, simulando a incerteza na extração dos dados.

A distância entre pontos consecutivos foi calculada para cada uma das trian-

gulações, gerando 250 eventos deste espaço amostral. As figuras 6.12(a) e 6.12(b)

indicam média e o desvio-padrão de cada ponto da amostra ao longo das realizações,

considerando o desvio-padrão σ = 1 pixel nos dados de entrada. Pelos histogramas,

o valor da distância medida entre pontos consecutivos é d = 0, 29 ± 0, 04 cm, com-

pat́ıvel com o valor de referência.

(a) Distribuição da média das distâncias.

(b) Distribuição do desvio-padrão das distâncias.

Figura 6.12: Histogramas da média e desvio-padrão das distâncias (em cent́ımetros)

entre as ilhas selecionadas na figura 6.11.
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Este experimento computacional foi aplicado a outro par estéreo, cujas ma-

trizes de câmera foram obtidas com o procedimento de calibração com padrão tridi-

mensional (ver subseção 4.3.1). A figura 6.13 mostra uma das radiografias, com os

pontos de interesse marcados.

Figura 6.13: Radiografia usada no estudo da incerteza do experimento. Os pontos

destacados foram utilizados na reconstrução. Neste exemplo, as matrizes de câmera

foram obtidas por calibração 3D.

Aplicando o mesmo procedimento descrito anteriormente, obteve-se os his-

togramas da figura 6.14. Pelos dados da simulação, a distância calculada é de

d = 0, 53 ± 0, 09 cm. Observando a figura 6.13, os pontos reconstrúıdos pertecem a

ilhas não adjacentes, portanto a distância de refêrencia é 0,508 cm.
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(a) Distribuição da média das distâncias.

(b) Distribuição do desvio-padrão das distâncias.

Figura 6.14: Histogramas da média e desvio-padrão das distâncias (em cent́ımetros)

entre as ilhas selecionadas na figura 6.13.

Para reforçar a análise do erro, as imagens obtidas com o sistema image plate

também foram investigadas. Na figura 6.15, a imagem radiográfica mostra os planos

de calibração, com destaque nos pontos a serem reconstrúıdos.
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Figura 6.15: Radiografia obtida com image plate, com os pontos utilizados na re-

construção em destaque.

Para esta medida, os histogramas da figura 6.16 mostram que o valor médio

das distâncias é d = 0, 52±0, 03 cm. Neste caso, o erro relativo é menor por causa da

resolução espacial superior do sensor em relação à câmera CCD. A radiografia obtida

com o sistema image plate, quando comparada com o equipamento de radioscopia

apresenta uma resolução espacial três vezes superior.
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(a) Distribuição da média das distâncias - image plate.

(b) Distribuição do desvio-padrão das distâncias - image plate.

Figura 6.16: Histogramas da média e desvio-padrão das distâncias (em cent́ımetros)

entre as ilhas selecionadas na figura 6.15.
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Caṕıtulo 7

Resultados

7.1 Introdução

Este caṕıtulo traz os resultados dos ensaios realizados com o sistema de re-

construção estéreo descrito no caṕıtulo 6. As amostras são diversos objetos metálicos

de dimensões conhecidas, cujas radiografias apresentam estruturas que podem ser

identificadas e reconstrúıdas. Realizando os ensaios desta maneira é posśıvel com-

parar as medidas com os valores reais, obtidos por uma medida independente ou por

especificação da usinagem.

7.2 Amostra 17022004

Esta amostra tem imagens de uma caixa de alumı́nio, usada para acondicionar

circuitos eletrônicos. Estas radiografias possuem várias caracteŕısticas interessantes

que podem ser medidas, tanto na caixa metálica como na placa de circuito impresso.

Esta foi uma das primeiras medidas realizadas, e serviu para testar e aperfeiçoar o

software desenvolvido.

A figura 7.1 mostrar um par estéreo identificado como ob4, cujas imagens

foram adquiridas com uma diferença angular de 10o. Estas medidas foram feitas

com o sistema microfocus-CCD, com o movimento da amostra realizado pela mesa

giratória.
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(a) Radiografia 1. (b) Radiografia 2.

Figura 7.1: Par estéro ob4 do ensaio 17022004.

A figura 7.2 mostra a seleção de dois pontos que marcam o ińıcio e o final de

um furo na caixa de alumı́nio, feito para para acomodar um parafuso. Este sulco

foi medido com um paqúımetro e apresentou uma profundidade de 0, 43 cm.

21

Figura 7.2: Seleção de pontos para reconstrução

As figuras 7.3(a) e 7.3(b) mostram o detalhe da seleção dos pontos, com a

superposição das linhas epipolares. O operador selecionou os pontos de interesse na

primeira figura e o procedimento de correlação 2D restrita à linha epipolar determi-

nou os seus correspondentes na segunda imagem.

Segundo o resultado da reconstrução estéreo, esta perfuração na caixa tem

0, 46 ± 0, 09 cm, compat́ıvel com a medida independente.
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(a) Destaque da imagem 1. (b) Destaque da imagem 2.

Figura 7.3: Par estéreo em destaque.

Nas figuras 7.4(a) e 7.4(b) é mostrado o detalhe de uma outra medida.

Os pontos marcados mostram um detalhe de um dos conectores do dispositivo

eletrônico. A reconstrução estéreo forneceu um valor de 0, 27 ± 0, 09 cm e a me-

dida com paqúımetro, 0, 24 cm.

(a) Destaque da imagem 1. (b) Destaque da imagem 2.

Figura 7.4: Par estéreo em destaque.

Nesta última reconstrução, o sistema retornou um valor de 0, 87 ± 0, 09 cm

para o detalhe na lateral da caixa, mostrado na figura 7.5. A medição alternativa

deu 0, 9 cm.

Figura 7.5: Medida da lateral da caixa metálica
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A tabela 7.1 resume os resultados deste ensaio inicial, dispondo a medida em

comparação com o valor de referência.

Tabela 7.1: Tabela comparativa. Amostra 17022004

Identificação Referência Reconstrução

Figura 7.3 0, 43 cm 0, 46 ± 0, 09 cm

Figura 7.4 0, 24 cm 0, 27 ± 0, 09 cm

Figura 7.5 0, 90 cm 0, 87 ± 0, 09 cm

7.3 Amostra 05072005

O ensaio a seguir utilizou como corpo de prova uma peça de aço com diversos

furos de formato ciĺındrico com profundidades dferentes. Este objeto é usualmente

empregado em medidas de contraste em sistemas radiográficos. As figuras 7.6(a) e

7.6(b) mostram respectivamente a fotografia e a radiografia deste bloco de aço.

(a) Corpo de prova. (b) Radiografia do corpo de prova.

Figura 7.6: Amostra 05072005.

Após aplicar todo o procedimento de extração de pontos, correlação e recons-

trução, foi posśıvel criar um modelo tridimensional das bordas do furo ciĺındrico. A

reconstrução é parcial, pois as bordas não são totalmente viśıveis nas duas radio-

grafias usadas.
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Figura 7.7: Visão frontal da reconstrução das bordas de um dos furos do objeto da

figura 7.6(a). Escala em cent́ımetros.
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Figura 7.8: Reconstrução das bordas. Escala em cent́ımetros.

As figuras 7.7 e 7.8 mostram, para duas vistas distintas, os pontos recons-

trúıdos juntamente com uma curva ajustada por mı́nimos quadrados. Esta curva

representa a estimativa para a posição da borda. Para verificar a fidelidade da re-

construção, foi feito um cálculo indireto da profundidade do furo, usando os valores

da distância entre as bordas (diagonal) e do diâmetro do cilindro obtidos a partir

da reconstrução geométrica. A figura 7.9 mostra a geometria considerada. Foram

obtidos os seguintes valores:

Diâmetro = 1, 05 cm Diagonal = 1, 31 cm Profundidade = 0, 78 cm

Foi feita uma medida com um paqúımetro para comparação, e obteve-se uma pro-

fundidade de 0,8 cm.

As figuras 7.10(a), 7.10(b), 7.11(a) e 7.11(b) a seguir mostram um modelo
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Figura 7.9: Geometria do furo no corpo de prova

3D das bordas do furo, observado em posições diferentes tanto do objeto quanto da

câmera. O sistema de eixos XYZ é colocado como referência para a observação. Estes

modelos foram feitos com os dados extráıdos do experimento, são curvas ajustadas

aos postos reconstrúıdos.

(a) Reconstrução - vista 1. (b) Reconstrução - vista 2.

Figura 7.10: Modelos 3D.
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(a) Reconstrução - vista 3. (b) Reconstrução - vista 4.

Figura 7.11: Modelos 3D.

É importante observar que a reconstrução parcial do objeto foi suficiente para

a extração das informações relevantes. Para a obtenção de um modelo tridimensional

completo poderiam ser utilizadas mais radiografias que permitissem a visualização

de todo o objeto, sem oclusões. Para este corpo de prova em particular, dada a sua

simetria conhecida, poderia ser feita uma extrapolação do perfil das bordas a partir

do trecho reconstrúıdo.

7.4 Amostra 02062005

Neste ensaio, buscou-se medir o comprimento de algumas perfurações em

um pequeno bloco de alumı́nio (figura 7.12). Estes furos têm geometria ciĺındrica

e seu o diâmetro é bem menor que a profundidade. Esta particularidade permitiu

aproximar a diagonal do clindro (figura 7.9) pelo seu comprimento.

Como o diâmetro do furo é da ordem do miĺımetro, que é cerca de 1 décimo

da ordem de grandeza do comprimento da perfuração. No pior caso, o erro cometido

por esta aproximação tem valor em torno de 0, 8 %.

81



Figura 7.12: Fotografia do corpo de prova

As figuras 7.13(a) e 7.13(b) mostram o par estéreo utilizado, junto com a

indicação das regiões usadas na reconstrução.

(a) Par estéreo - 1. (b) Par estéreo - 2.

Figura 7.13: Amostra 02062005.

A tabela 7.2 mostra a comparação dos valores medidos pela reconstrução

estéreo com as especificações do corpo de prova.

Tabela 7.2: Tabela comparativa. Amostra 02062005

Especificação Reconstrução

0, 8 cm 0, 83 ± 0, 04 cm

1, 0 cm 1, 04 ± 0, 04 cm

1, 2 cm 1, 15 ± 0, 04 cm
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7.5 Amostra 09102004 - compósito

Os dados a seguir correspondem a um experimento similar ao que foi realizado

na sub-seção 7.3. Foi efetuada a reconstrução de uma perfuração ciĺındrica em um

bloco de aço. Uma das radiografias usadas na reconstrução é mostrada na figura

7.14.

Figura 7.14: Radiografia - bloco de aço

Assim como no caso anterior, foi efetuada uma reconstrução parcial das bor-

das do furo e a sua profundidade calculada a partir das medidas do diâmetro e da

diagonal do cilindro.

As principais diferenças em relação ao caso anterior são as dimensões maiores

do corpo de prova e o processo de calibração. Para esta amostra foi feita uma

calibração com objeto 3D, enquanto no caso anterior foi usada a técnica da calibração

planar.

Para efeito de verificação, a profundidade calculada a partir das radiografias

foi de 0,55 cm, enquanto a medida com o paqúımetro foi de 0,6 cm. As figuras 7.15,

7.16(a) e 7.16(b) mostram o resultado da reconstrução.
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Figura 7.15: Reconstrução - pontos e borda ajustada. Escala em cent́ımetros.

(a) Reconstrução - vista 1. (b) Reconstrução - vista 2.

Figura 7.16: Amostra 09102004 - compósito.

7.6 Amostra 15072005 - image plate

Este ensaio foi realizado sob condições diversas das medidas anteriores. Para

verificar a versatilidade da técnica, usou-se um arranjo experimental mais adequado

para medidas em campo. Ao invés de usar o equipamento de radioscopia com o

microfocus acoplado a um intensificador de imagens, as radiografias foram feitas

com um tubo de raios X industrial e um sistema image plate fabricado pela Perkin-

Elmer.
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Outra mudança importante diz respeito à movimentação da amostra. No

sistema de radioscopia, o objeto estava posicionado sobre uma mesa acoplada a

motores de passo que permitiam a sua rotação controlada pelo computador. No

presente caso a amostra é movida livremente, a mão, sofrendo rotações e translações.

A única restrição imposta é que a movimentação das placas de calibração seja feita

de forma solidária ao corpo de prova.

Como corpo de prova foram usados componentes eletrônicos de dimensões

conhecidas, no lugar dos blocos usinados de metal. A justificativa para esta troca é a

simplificação da etapa de identificação dos pontos correspondentes, pois o contraste é

maior entre o objeto e fundo da imagem. Desta forma a comparação de performance

pode ser feita em relação a acurácia na reconstrução.

Nas figuras 7.17(a) e 7.17(b) pode-se ver um dos pares estéreo usados, junta-

mente com os pontos escolhidos para reconstrução e suas respectivas linhas epipola-

res calculadas a partir da matriz fundamental estimada. Para efeito de comparação,

o comprimento médio dos pinos obtido pela reconstrução é de (1, 21 ± 0, 03) cm,

coerente com o valor de referência de 1, 20 cm.

(a) Uma das radiografias do par estéreo usado.

Pode-se observar ao fundo as placas de circuito

impresso usadas na calibração planar.

(b) Radiografia do corpo de prova após mo-

vimentação (rotação e translação). As linhas

epipolares usadas na correlação guiada também

estão representadas.

Figura 7.17: Amostra 09102004 - compósito.

Ainda com este sistema de aquisição foi efetuado outro ensaio utlizando com-

ponentes eletrônicos, onde se mediu a distância média entre os pinos. A figura 7.18

mostra uma fotografia digital dos corpos de prova.
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Figura 7.18: Fotografia dos corpos de prova utilizados.

Estes componentes tem por especificação uma distância entre pinos de

0,254 cm. Pela reconstrução estéreo foi obtido o valor de (0, 25 ± 0, 03) cm. Uma

das radiografias do par estéreo usados é mostrada na figura 7.19.
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Figura 7.19: Radiografia dos componentes eletrônicos, com os pontos selecionados

para reconstrução assinalados.
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7.7 Amostra 26102006 - image plate

O ensaio descrito a seguir foi realizado com um sistema de radiografia com-

putadorizada CR Tower (GE), similar ao da seção 7.6. Este ensaio utilizou o mesmo

corpo de prova da seção 7.4, e como fonte de radiação o equipamento de raios X

industrial Balteau CD 160. A figura 7.20 mostra duas fotografias do arranjo ex-

perimental. Na figura 7.20(a) pode-se ver o tubo de raios X, a amostra e o image

plate. A figura 7.20(b) mostra em destaque o corpo de prova e a placa de fósforo.

Nesta fotografia pode-se perceber que o procedimento experimental não exige um

alinhamento muito detalhado, simplificando a medida.

De forma similar à seção 7.4, foram feitas reconstruções dos extremos das

perfurações do corpo de prova, calculando-se em seguida a distância entre estes

pontos no espaço. As mesmas considerações tecidas anteriormente são válidas, ou

seja, os pontos identificados nas radiografias correspondem na verdade, à diagonal

do furo. Portanto, a distância medida não representa exatamente ao comprimento

da perfuração. Entretanto, como o seu diâmetro é bem menor que o comprimento,

esta aproximação é razoável (ver figura 7.9).

(a) Arranjo experimental do ensaio. (b) Arranjo experimental - detalhe.

Figura 7.20: Ensaio 26102006 - image plate.

As radiografias que formam o par estéreo analisado, estão representadas na

figura 7.21. Na figura 7.21(a) as perfurações selecionadas para reconstrução estão

assinaladas (Furo 1 e Furo 2), além dos pontos extremos de Furo 2. A figura

7.21(b) mostra as linhas epipolares geradas pelos pontos escolhidos na figura 7.21(a)

e os pontos correspondentes localizados automaticamente por software.
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Furo 1

Furo 2

(a) Radiografia do corpo de prova. Pode-se observar dois pontos selecionados

para reconstrução.

(b) Outra radiografia do par estéreo, com a linhas epipolares e os

pontos correspondentes identificados.

Figura 7.21: Par estéreo do ensaio 26102006 - image plate.

A tabela 7.3 mostra os valores medidos em comparação com os valores de

referência.

Tabela 7.3: Tabela comparativa. Amostra 26102006 - image plate

Identificação Especificação Reconstrução

Furo 1 1, 4 cm 1, 41 ± 0, 03 cm

Furo 2 1, 2 cm 1, 18 ± 0, 03 cm
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7.8 Amostra 27102006 - gamagrafia

Este ensaio também foi feito com o sistema de radiografia computadorizada,

mas empregou-se como fonte de radiação uma fonte de Iŕıdio-192 encapsulada, de

atividade aproximada 10 Ci (37 MBq), ao invés do tubo de raios X. Esta troca foi

necessária por causa do corpo de prova utilizado, um pedaço de tubulação industrial

com comprimento 50,0 cm, diâmetro 25,4 cm e espessura de parede de cerca de 5,0

cm. Este corpo de prova tinha uma série de defeitos entalhados, como pode ser

observado na figura 7.22.

Figura 7.22: Fotografia do tubo com defeitos entalhados.

Este teste foi muito importante, pois simulava de forma razoável uma medida

fora do ambiente de laboratório. Mas, por causa da especificidade do ensaio, foi

necessário adaptar o procedimento experimental.

A primeira questão a resolver era a calibração, pois as placas usadas para

calibrar nos outros ensaios não seriam viśıveis na gamagrafia. Por não haver dispo-

nibilidade de tempo para fabricar um padrão de calibração adequado para aquela
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faixa de energia, improvisou-se com os I.Q.I. (indicadores de qualidade de imagem)

do laboratório. As extremidades dos fios foram tomadas como pontos de calibração,

formando uma malha bidimensional. A figura 7.23 mostra uma das radiografias

usadas, com a indicação da imagem dos I.Q.I. simulando os planos de calibração.

"Plano de calibracao"

"Plano de calibracao"

Figura 7.23: Radiografia do tubo.

Estes objetos apresentavam um contraste razoável na radiografia, mas forne-

ciam poucos pontos para o algoritmo de calibração planar, quase no limite mı́nimo

(6 coordenadas por plano). Por causa desta limitação dos dados, a calibração não

atingiu o mesmo patamar de erro de reprojeção dos outros casos, como no exemplo

da figura 6.8.
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Outro problema enfrentado foi a extração dos pontos para calibração. Como

a geometria do objeto calibrador é diferente da utilizada nos outros ensaios, o pro-

cedimento de extração automática descrito no caṕıtulo 6 não pode ser empregado.

A despeito destas dificuldades foi posśıvel efetuar algumas ensaios, que devem

ser interpretados qualitativamente. Levando em consideração que o propósito deste

trabalho é desenvolver uma metodologia de inspeção e verificar as condições de

aplicabilidade da técnica, estes resultados podem ser considerados promissores.

Como os parâmetros da calibração realizada não são muito precisos, as re-

construções efetuadas se limitaram a pontos bem destacados na radiografia. A esti-

mativa do erro também não pôde ser feita por causa do número pequeno de pontos

de calibração.

Na figura 7.24 foi feita a estimativa do diâmetro do furo menor. Segundo a

especificação do corpo de prova, o diâmetro real é 2,0 cm. O valor encontrado foi

aproximadamente 2,1 cm.

Figura 7.24: Medida do diâmetro.

A figura 7.25 mostra a medida de uma distância nominal de 4,5 cm para qual

foi encontrado 4,4 cm.
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Figura 7.25: Medida de distância.

Foi feita uma medida para estimar a espessura de uma das estrias feitas no

tubo. Foi encontrado um valor médio de 0,25 cm para uma especificação de 0,2 cm.

A figura mostra os pontos selecionados na radiografia.

Figura 7.26: Espessura da estria.
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Caṕıtulo 8

Conclusões

Este trabalho teve como propósito a investigação de um sistema para visua-

lização 3D para ensaios não-destrutivos (END), que fosse uma alternativa para as

técnicas utilizadas normalmente, como a tomografia computadorizada. Para isso,

foi proposta uma adaptação da técnica de estereoscopia para imagens de raios X,

com uso intensivo de algoritmos de Visão Computacional de tal forma o procedi-

mento experimental fosse o mais o mais simples posśıvel. A atual disponibilidade

de sistemas computacionais compactos, potentes e de custo razoável permitiu esta

sofisticação no cálculo.

Pelos resultados obtidos no Caṕıtulo 7 pode-se concluir que a visualização

estéreo pode ser usada com sucesso em END. Em muitas situações, não é necessária

uma reconstrução total da amostra como na tomografia computadorizada e sim uma

medida confiável de dimensões, o que nem sempre é posśıvel com radiografias. A re-

construção estéreo aparece então como uma possibilidade intermediária, permitindo

que estes dados possam ser extráıdos com apenas duas radiografias.

Os ensaios iniciais realizados com o sistema de radioscopia serviram para

mostrar que a abordagem de Visão Computacional podia ser aplicada a imagens de

raios X com alguns ajustes. O principal desafio consistiu na etapa de identificação

de pontos correspondentes no par estéreo. Por causa das caracteŕısticas t́ıpicas da

imagem radiográfica, era muito dif́ıcil aplicar a correlação bidimensional com su-

cesso. Com a utilização do conceito de matriz fundamental foi posśıvel estabelecer

outro v́ınculo entre as imagens, traduzido computacionalmente pelas linhas epipo-

lares. Com a correlação bidimensional aplicada somente a uma faixa no entorno
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da linha epipolar estimada, a taxa de acerto aumentou consideravelmente. Ainda

assim, foi preciso criar uma versão semi-automática do software de reconstrução

para os casos mais dif́ıceis. Nestas situações, por causa de uma estimação pobre

das linhas epipolares, a identificação falha e o operador tem que indicar nos pontos

manualmente.

Se os ensaios realizados se limitassem ao sistema microfocus do LIN/COPPE,

o resultado não seria conclusivo quanto a versatilidade da técnica. Para examinar

uma amostra seria necessário trazê-la para o laboratório, o que não é sempre posśıvel.

Neste aspecto, a estereoscopia não seria muito diferente da tomografia computado-

rizada, apesar de ainda assim ter um tempo de aquisição e análise muito mais curto.

Outra limitação dos primeiros ensaios era a necessidade de usar um corpo de

calibração tridimensional. A calibração é essencial para a reconstrução métrica da

estrutura, como foi discutido no caṕıtulo 5. Entretanto, a obrigatoriedade de usar

uma estrutura tridimensional com dimensões conhecidas tornava o arranjo experi-

mental mais complexo, sem mencionar a dificuldade de construção deste padrão de

calibração.

Neste contexto, a utilização da calibração planar foi muito importante pois

permitiu que a calibração 3D deixasse de ser mandatória. Esta mudança trouxe

uma grande flexibilidade para o experimento, eliminando as dificuldades citadas

anteriormente em relação à usinagem do corpo de calibração. Nos experimentos

realizados foi posśıvel usar placas de circuito impresso como planos de calibração.

A possibilidade de realizar ensaios usando um equipamento portátil como

discutido nas seções 7.6 e 7.7 foi outra consequência direta da aplicação do método de

calibração planar ao problema. Aqueles resultados foram obtidos usando um arranjo

experimental que simulava as condições de uma medida no campo e mostraram que

a estereoscopia é uma técnica promissora e robusta, perfeitamente aplicável para

problemas de END.

Os resultados apresentados na seção 7.8, apesar de possuirem somente valor

qualitativo, reforçam esta conclusão. As limitações apresentadas quanto à precisão

podem ser resolvidas com um melhora no aparato experimental, por exemplo com

a construção de um corpo de calibração adequado.

Cabe aqui o comentário que destaca este ensaio em particular. Ele sintetiza
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todo o propósito do trabalho: desenvolvimento de uma técnica simples, versátil, que

transfere toda a carga para o software de análise.

Em comparação com as referências a trabalho similares, a principal contri-

buição desta tese foi a utilização intensiva de recursos computacionais pós-aquisição

dos dados, simplificando o experimento. Apesar de alguns algoritmos já serem de

uso corrente na área de robótica, poucas referências foram encontradas reportando

aplicações na área de END. A necessidade de realizar adaptações nos algoritmos e

propor novas soluções para que a técnica fosse aplicável a radiografias conferiu o

caráter de inovação ao trabalho.

Outro resultado deste projeto foi o conjunto de ferramentas computacionais

desenvolvido. Como foi citado anteriormente, todas as rotinas foram implementadas

em um ambiente de programação cient́ıfica e estão totalmente funcionais. Atual-

mente este programa está parcialmente portado a uma linguagem de uso geral.

Embora esta pesquisa tenha tido êxito na sua proposta principal, várias pos-

sibilidades surgiram ao longo do desenvolvimento que não puderam ser exploradas.

Seguindo a idéia de sofisticar a computação para simplificar o experimento, em

várias etapas do processamento podem ser feitas alterações que poderão melhorar o

resultado, diminuindo a incerteza na reconstrução.

Por exemplo, na etapa de pré-processamento onde ocorre a identificação dos

pontos correspondentes, o ponto cŕıtico é a estimação da matriz fundamental F.

Este é um problema muito rico, que pode ser abordado de diversas maneiras [23,24].

A extração inicial de pares, atualmente feita por correlação normalizada, poderia

ser substituida por um outro algoritmo que fosse invariante quanto a rotação das

imagens [35] eventualmente diminuindo a quantidade de pontos anômalos (outliers).

Ainda em relação ao problema da identificação dos pontos homólogos, uma

idéia a ser testada é a retificação do par estéreo. Esta técnica [44, 45] transforma

as radiografias originais, submetendo-as a transformações projetivas (homografias)

de tal forma que as linhas epipolares sejam mapeadas em linhas horizontais nas

imagens processadas. Desta forma, a busca por pontos correspondentes é feita sob

uma linha horizontal na imagem retificada, simplificando a busca e melhorando a

precisão na localização dos pontos.

A abordagem robusta escolhida utiliza o algoritmo RANSAC [28] para de-
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tecção de outliers, seguida de uma estimação por mı́nimos quadrados da matriz

fundamental com os pares de pontos considerados válidos. Existem outros algorit-

mos que poderiam ser testados [46,47] para melhorar a etapa de seleção dos pontos.

96



Referências Bibliográficas
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Apêndice A

Parâmetros intŕınsecos a partir da

imagem da cônica absoluta w .

Uma vez obtida a matriz w como descrito no caṕıtulo 4, os parâmetros

intŕınsecos podem ser estimados diretamente. A matriz w difere de K−tK−1 por

um fator de escala, portanto w = λK−tK−1.

py =
(w12w13 − w11w23)

(w11w22 − w2
12)

(A.1)

λ = w33 −
[w2

13 + py (w12w13 − w11w23)]

w11
(A.2)

αx =

√

λ

w11
(A.3)

αy =

√

λw11

(w11w22 − w2
12)

(A.4)

γ = −w12α
2
xαy

λ
(A.5)

px =
γpy

αy

− w13α
2
x

λ
(A.6)
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Apêndice B

Matriz anti-simétrica gerada por

um vetor.

Seja o vetor tridimensional v = (v1, v2, v3)
t. Define-se a matriz anti-simétrica

correspondente a este vetor como:

[v]x =











0 −v3 v2

v3 0 −v1

−v2 v1 0











(B.1)

Usando este mapeamento, pode-se expressar um produto vetorial como uma

multiplicação entre uma matriz 3 × 3 anti-simétrica e uma matrix coluna:

X × Y = [X]x Y (B.2)

Onde X e Y são vetores pertencentes ao R
3.
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Apêndice C

Fluxograma do procedimento

experimental com o sistema

microfocus.

Figura C.1: Procedimento experimental com o sistema microfocus.
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Apêndice D

Fluxograma do software

desenvolvido.

Figura D.1: Procedimento computacional.
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