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Neste trabalho empregaram-se familias de fungdes estritamente convexas,
relacionada as entropias de Shannon (1948), Rényi (1961), Varma (1966), Havrda —
Charvat (1967), Sharma-Taneja (1975), e Burn, para a constru¢do de familias de
distancias de Bregman. As distdncias de Bregman foram empregadas no método de
maxima entropia para a solucdo do problema inverso unidimensional e bidimensional,

sendo a funcional relacionada a entropia de Sharma — Taneja (7, ), a que ofereceu

melhor estimativa. Ela foi empregada, no algoritmo ART (Algorithm Reconstruction
Technique) e no método de Tikhonov para a reconstru¢ao de imagens tomograficas.
Os casos — testes, apresentados para a reconstru¢do de imagens tomograficas,

mostram que o funcional 77, , ofereceu melhor resultados ao ser empregado: (i) no

método de Tikhonov em comparagdo com os métodos de minimos quadrados e
Levemberg Marquardt; e (ii) no algoritmo ART em comparacdo com o algoritmo g-

ART, desenvolvido por Carita et al., 2004.
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In this work families of strictly convex functions were used to build Bregman
distances related to the entropies of Shannon (1948), Rényi (1961), Varma (1966),
Havrda - Charvat (1967), Sharma-Taneja (1975), and Burn (Taneja, 2001; Esteban &
Morales, 1995). These distances were applied to the generalized maximum entropy
method for the solution of radiative transfer inverse problem in one and two-

dimensional media. Since the function (77, ) related to Sharma -Taneja entropy gives

better coefficients estimates, it was used in both ART (Algorithm Reconstruction
Technique) algorithm and Tikhonov method for the tomography images reconstruction
associated problem.

The tests-cases presented show that the functionalz, offered better results in

following situations: (i) Tikhonov method in comparison with the least square and
Levemberg Marquardt methods, and (ii) ART algorithm in comparison with the q-ART
algorithms, developed by Carita et al., 2004.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

A andlise de problemas inversos constitui uma area de pesquisa multidisciplinar,
primeiramente com aplica¢cdes em engenharia, medicina, geofisica e astrofisica. Entre
os temas mais estudados estdo os de transferéncia de calor (MENGUC et al., 1994),
(MILANDRI et. al., 2002), sensoriamento remoto (AHMAD et. al., 2003), estimacao de
propriedades radiativas de d4guas naturais (HAKIM et. al.,2002) e tomografia
(ARRIDGE et. al., 1999), (LOPEZ, et. al., 1997), (BRANCO, 2000), (ABDALA,
1995), (CARITA MONTERO,2000-2004), (RIBEIRO, 1994), (REIS, 1990), entre

outros.

Existe uma grande quantidade de trabalhos publicados em problemas diretos e
inversos em transferéncia radiativa em meios participantes, i.e. meios absorvedores,
emissores ¢ espalhadores. Como boas referéncias para aplicagdes de problemas inversos
em diferentes areas da engenharia, MCCORMICK (2000), recomenda os livros de
BECK et al. (1985), BERTERO ¢ BOCACCI (1991), HENSEL (1991), HERMAN
(1980), IYER e HIRAKARA (1993), OZISIK e ORLANDE (2000), TRUJILLO e
BUSBY (1997) e TWOMEY (1996).

Baseados nas entropias generalizadas de Shannon (1948), Rényi (1961), Varma
(1966), Havrda — Charvat (1967), Sharma-Taneja (1975), e de Burn (TANEJA, 2001,
ESTEBAN & MORALES, 1995), definimos e desenvolvemos trés familias de fungdes e
distancias de Bregman que foram empregadas na solugdo de problemas inversos em
transferéncia radiativa descritas a seguir:

1.- Estimativa dos coeficientes de absor¢cdo em um meio participante unidimensional.
Considera-se meio participante um meio onde existe absorcdo e espalhamento. O
problema direto ¢ modelado pela equacdo de Boltzmann e resolvida pelos métodos de
ordenadas discretas e diferencas finitas. O problema inverso ¢ resolvido como um
problema de otimizacdo, ao minimizar a distdncia de Bregman sujeita a funcdo erro,
como a distdncia de Bregman ¢ construida a partir de fungdes convexas relacionadas as
entropias acima mencionadas, denominamos este método de maxima entropia

generalizada, (BERROCAL et. al. 2000-2005).



2.- Estimativa do coeficiente de absor¢cdo e espalhamento em um meio participante
bidimensional. Apresentam-se duas geometrias: a primeira geometria ¢ empregada na
estimativa do coeficiente de absor¢do e a segunda na estimativa do coeficiente de
espalhamento. O problema direto da primeira geometria foi desenvolvido na tese de
mestrado UNI-PERU, BERROCAL (2002), a segunda geometria foi desenvolvido na
tese de mestrado na UFRJ, BERROCAL (2001). O problema direto ¢ modelado pela
equacdo de Boltzmann e resolvida pelos métodos de ordenadas discretas e diferencas
finitas. O problema inverso foi resolvido com o método de méxima entropia
generalizada.

3.- Reconstrucao de imagens tomograficas empregando os algoritmos ART. Para o
problema direto, ao desprezar o espalhamento, a equacido de Boltzmann fica reduzida a
um sistema de equacdes lineares. O problema inverso ¢ baseado em resolver um sistema
com mais incognitas que dados. Para a solu¢do empregou-se a base natural apresentada
por CARITA et al. (2004), e os algoritmos tipo ART, desenvolvido com a distancia de
Bregman construida com a entropia de Sharma e Taneja.

4.- Reconstru¢do de imagens tomograficas empregando a regularizagdo de Tikhonov,
Neste caso, o problema inverso ¢ baseado em resolver um sistema de equagdes onde
tem-se mais dados que incognitas. Empregou-se para a solu¢do do problema inverso
uma malha quadrada que representa o dominio da imagem e a regularizacdo de
Tikhonov, desenvolvida com a distancia de Bregman construida com a entropia de
Sharma e Taneja.

O objetivo principal deste trabalho de pesquisa consiste no desenvolvimento de
novos algoritmos para a solugdo de problemas inversos. Com a finalidade de encontrar
os melhores algoritmos, foi adotado como critério o menor erro porcentual acumulado,
tempo computacional ou o nimero de iteracdes em cada caso-teste nos quatros
problemas acima descritos.

No Capitulo 2, apresentam-se as defini¢des da funcdo e da distancia de Bregman.

Apresentam-se ainda as trés familias de funcdes (77) com suas respectiva distancias de

Bregman empregadas nesta tese.

No Capitulo 3 ¢ abordada a formulacao e a solu¢do matemadtica do problema direto,
para os trés casos-teste estudados neste trabalho. Também ¢ apresentado em forma
resumida a discretizacdo da malha usada e os métodos utilizados para a solu¢dao do

problema direto.



No Capitulo 4 sdo introduzidas a formulagdo e a solucdo do problema inverso,
comecando com a descricdo do problema inverso para cada caso teste. Apresenta-se
uma a descri¢do dos algoritmos AR7, o método de maxima entropia generalizada e a
regularizacdo de Tikhonov empregando a distdncia de Bregman construida com o
funcional de Sharma e Taneja.

No Capitulo 5, sao abordados os resultados dos casos testes relacionados aos trés
problemas inversos aqui formulados. Em cada problema inverso sdo feitas algumas
consideracdes sobre o tipo de detector empregado, a localizacdo dos mesmos e a rotina
computacional desenvolvida para a solugdo dos problemas direto e inverso. A validagao
da solucao do problema direto ¢ feito comparando os resultados obtidos com aqueles
disponiveis na literatura para aplicacdes em transferéncia de calor por radiagdo térmica.
Apresentam-se também, casos — testes, para a solu¢do dos problemas inversos,
empregando dados exatos ¢ dados com ruido como medidas de detectores.

No Capitulo 6 ¢ apresentada a conclusdo baseada nos resultados numéricos.

Os primeiros resultados obtidos nesta tese foram obtidos para a geometria
unidimensional, utilizando um computador Pentium III com uma versdao do Matlab 6.5,
logo depois mudou-se para a versdo do Matlab 7.0 e o tempo computacional nos
programas diminuiu para um sexto do tempo original. Sem embargo o tempo
computacional para resolver o problema bidimensional com espalhamento era superior a
3 horas em alguns casos — testes. Ao empregar um Laptop Pentium IV com tecnologia
HT (Hyper-Threading Technology), o tempo computacional diminuiu ate 180 vezes o
tempo computacional original. Esta ¢ uma das razdes pelas quais nos ultimos casos
testes consideram-se o nimero de iteracdes em vez do tempo computacional.

No apéndice 1, apresenta-se conceitos basicos dos multiplicadores de Lagrange,
recomenda-se as leituras de Van Tiel (1984) e a tese de Burachik (1995) que descreve
explicitamente conceitos e propriedades da fungdo convexa e distancia de Bregman.

No apéndice II, apresenta-se um resumo de algoritmos para fun¢des nao lineares que

foram empregadas no capitulo 5.



CAPITULO 2
A DISTANCIA DE BREGMAN

2.1 A funcio de Bregman (77)

As nogdes de funcao e distancia de Bregman foram introduzidas por Bregman, 1967,
no estudo de algoritmos iterativos para o calculo de pontos fixos de varios tipo de
operadores. No entanto, o termo “funcdo de Bregman” foi empregado primeiramente
por CENSOR & LENT, 1981. As fung¢des de Bregman tém sido usadas extensivamente
em algoritmos de otimizacdo convexa (DE PIERRO & TUSEM,1986; TUSEM,1995;
KIWIEL, 1997), em espacos de Hilbert, (BURACHIK,1995; BURACHIK & IUSEM,
1998), e em espagos de Banach (BURACHIK & SCHEIMBERG, 2003; BUTNARIU &
IUSEM, 1997).

A funcdo de Bregman foi inicialmente definida em espagos de dimensdo finita e
posteriormente para dimensoes infinitas (CENSOR & LENT, 1981); estas funcdes se
caracterizam por ser diferencidveis e estritamente convexa (RAMOS, 2001)

Conceitos e propriedades relacionados a defini¢do de uma fun¢do de Bregman sao
apresentados em Van Tiel (1984) e a tese de Burachik (1995)

Neste trabalho se empregou trés familias de fun¢des diferencavel e estritamente

convexas (77). Estas fungdes estdo relacionadas a seis entropias: entropia de Shannon

(SHANNON, 1948), entropia de Havrda — Charvat (HAVRDA & CHARVAT,1967),
entropia de Sharma e Taneja (SHARMA & TANEJA, 1975), entropia de Rényi
(RENYI,1961), entropia de Varma (VARMA, 1966) ¢ a entropia de Burn, (ESTEBAN
& MORALES, 1995).

Considerando que z ={z,,z,,...z,} € 0 vetor de todas as incognitas do sistema e tem

valores positivos.

1.- Entropia de Shannon (SHANNON, 1948)

H (z)= —izilnzi (2.1)

¢ relacionada com a fung¢do: (KAPUR & KESAVAN, 1992)



m(z,)= zlnz,

2) A entropia de Havrda — Charvat (HAVRDA & CHARVAT,1967)

P
H,(z)= ﬁ(sz—zi) , s#1, §>0,
-8 O

¢ relacionada com a funcao: (KAPUR & KESAVAN, 1992)

Uz(zi)zzi_zi s#1, §>0,
s—1

3) A entropia de Sharma e Taneja (SHARMA & TANEIJA, 1975)

J4
H,(z)= rl—SZ(zf—zi’), rzs, r>0, s>0,
9 =]

¢ esta relacionada com a fungao: (KAPUR & KESAVAN, 1992)

N r
z] —z
ny(z,) = —+ s>1,r<1, ous<l,r=l

S—r

Observagdes:

1. A entropia de Havrda - Charvat pode ser obtida da entropia de Sharma e Taneja

quando r =1

2. A entropia de Shannon pode ser obtida da entropia de Sharma e Taneja quando

roles—l1.

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

3. Da fungdo 7,(z,) Eq. (2.6), podem ser obtidas as fungdes 7,(z,) € 17,(z,) .

4 Sem embargo os intervalos dados para os parametros s e » na Eq.(2.5) ndo

garantam a convexidade da Eq. (2.6). Observe a Fig. 2.1, a Eq. (2.6) avaliada

para s =0.2 ¢ r=0.1



Logo, ¢ necessario definir os intervalos dos pardmetros » e s para garantir que a
fungdon,(z;) seja estritamente convexa e possa ser empregada neste trabalho. Para isso
ela tem que satisfazer a seguinte condicao:

nA-z;+(1-24)-z,)<A-n(z,)+(1-1)-n(z,) com 0<A<1 (2.7)

(Zi*-Zi"V(s-1)

a 2 4 5] 8 10
Zi

Figura 2.1- A fungdo 7,(z,) avaliada para s =0.2 e r=0.1

Considerando:

l.- z={z,,2,,..2 p} um vetor formado por todas as incognitas do sistema,
2-z20,

3.- valores de s e r maiores ou iguais a zero,

4.-z,=0
Logo, considerando z, =0 na Eq. 2.7, tem-se;
n(Az;) < An(z;) (2.8)

empregando a Eq. 2.6, a seguinte relagcdo ¢ obtida

! [(/12;' )S - (ﬂ’zi )r]< 1 [A(Zis o Zir)] (2.9)

S—r S—r



Para s—7 >0, tem-se

(Az,) = (z,) < i(zf - zi") (2.10)

(X =Xz )<z (A-2z"7) (2.11)

Da relagdo da Eq. (2.11), considerando z, >0 tem-se: "<A1 e Az " > 1z,
logo:

Se 0<A <1, entdo os valores de r e s que fazem 7,(z,) uma funcdo convexa estao
no intervalo: s >1 com r € (0,1].

Para s —r <0, da Eq. 2.9, tem-se os valores de r e s
r>1,com se(0,].

Portanto familias de fungdes convexas sdo definidas como:

N

7 (z)= —L com s>l ere(0l]ou r>1ese(0]], (2.12)
S—r

Observe que,
a.-s e rtém o mesmo comportamento na fungdo 7,,(z,)
b.-Se s —>1le r—1 obtemos 7,(z,) = z,Inz, dadana Eq. (2.4)

1
r—1

c-Se s—>1e r>0 obtemos 77,(z,) = (z;,—z))

4) A entropia de Rényi (RENYI,1961)

P
H,(p)= ilnz;", r#l, r>0 (2.13)

i=1

5) A entropia de Varma (VARMA, 1966)

P

H(z)= ! lnz:zi’"'”+1 ,m—1<r<m, m>1 (2.14)
L

Seja r*

r¥=r—-m+1. (2.15)



substituindo 7 * na Eq.. (2.15) obtemos
1

1—r*

D
H,(z)= In> z" com, 0<r*<l, (2.16)
i=l1

As entropias de Varma e de Rényi sdo iguais, a diferenca estd em como se define o

intervalo do parametro r.

Seja a fungdo 7,(z;) igual a entropia negativa de Varma ou de Rényi:

1 &,
ns(z,)=——In) 2’ (2.17)
}"—1 j=1

Observe que, para r = 1.25 a fungdo 7,(z,) é concava e para r= 0.25 ela é convexa,
(vide figura 2.2). Fazendo uma andlise de convexidade determinamos que 7(z;) €

estritamente convexa se 0 <r <1. Portanto, definimos como uma fungdo estritamente

convexa:

7.(z,) = Lllnzz; com 0<r<l 2.18)
r=boa

nzzi"Y=@r-1)
nzzi"+(r-1)

] i i i i ] | | | |
wOD 2 4 ] 3 10 2DO 2 4 [§ 8 10
Zi Zi

(a) r=0.25 (b) r=1.25.
Figura 2.1- Funcao dada pela Eq. (2.17)

6) A entropia de Burn

H(z)= Zplln z, (2.19)

Seja a fungdo 77,(z,) uma fun¢do estritamente convexa dada por:



ny(z;) = —Inz (2.20)

As fungdes convexas a ser empregadas, nesta tese, para construir distancias de

Bregman sdo:

1) ns,r(zi):z’:_z" coms>lere(0l]l,our>lese(0l],r=1es=1,
(2.21)
1 i
2 z)= ——In) z| O<r<l 2.22
) )= Y (222)
3) 773(2[): —ani (223)
2.2 A distancia de Bregman (D)
A distancia de Bregman (BREGMAN, 1967) ¢ definida como:
D(z,2,) = D(n(2).,1(2,)) = () = n(z,) = (V(z,), 2~ z,) (2.24)

onde V ¢ o gradiente . Neste trabalho z e z, sdo vetores maiores e iguais a zero.

0
(Vi(z,).z-z2,) =8—’7‘ (z-2,) (2.25)

A distancia de Bregman estd relacionada com o termo de resto (7)) da série de

Taylor truncada no primeiro termo. Observe que;

nz) = n(z)- ‘2—’7 (z-z,) +T, (2.26)

ZU

Logo, D(n(2),n(z,)) = T,

As distancias de Bregman para cada funcdo definida pelas Eqgs. (2.21)-(2.23) sdo

apresentadas a seguir:

s r
Zi Zi

D n,,(z)=



aﬂs’r:L R r—l)

1 &, G E ,
D, (z,2,)=——[D (z =2))= D (2, —z,) = D (s 2, —rz;; )z, = 2,)]
’ S—r i=1 i=1 i=l

enocasoemque s >1er—1
p

D, (z,z,)=— Z(Zi T 2o T Z lni)
z

i=1 oi

2.n(z)= Llnz:z;
I"—l j=1

tem-se
on, 1z
= ()=
0z, r—1 ,
2.7
=1
e

1 Jid p D 1
Dr(Z’Zo)z_[lnzZir_anZ;i_ zrzgi_l(zi_zoi)'—]
r—1 3 i=1 i=1 ZI:Z'f

J=1

J

3) ny(z;)= —Inz,

tem-se

on _ _1
Oz, z,

(]

p p P
D, (z,zo ) = —Zlnzi +21nzoi + Z:z;i1 (zi — zoi)
i=1 i=1 i=1
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CAPITULO 3
PROBLEMAS DIRETOS

Considere o problema de transporte de particulas ndo carregadas, ou de radiagdo
eletromagnética, no interior de um meio participante. Quando a geometria, as
propriedades do meio tais como o coeficiente de absor¢do e o coeficiente de
espalhamento, a intensidade da fonte de radiag¢do distribuida no interior do meio e as
condicdes de contorno sdo conhecidas, pode ser calculado o fluxo angular de particulas
ou a intensidade de radiagdo em qualquer ponto do dominio. Este problema ¢ conhecido
como problema direto de transferéncia radiativa .

Quando uma ou mais propriedades e/ou a fonte distribuida ndo sdo conhecidas, e
medidas experimentais da intensidade da radiacdo ou fluxo angular de particulas neutras
obtidas com detectores posicionados na fronteira do meio estdo disponiveis, pode-se
tentar estimar as grandezas desconhecidas. Este problema ¢ conhecido como problema
inverso.

Neste capitulo apresentam-se os problemas diretos de transferéncia radiativa de 3
casos testes estudados neste trabalho:

1. Estimativa dos coeficientes de absor¢do e espalhamento em um meio

unidimensional

2. Estimativa dos coeficientes de absor¢do e espalhamento em um meio

bidimensional

3. Areconstrugdo de imagem para tomografos de feixes paralelos.

3.1. Formulacio aproximada do problema de transporte
A formulacdo matematica geral adequada para problema de transferéncia radiativa
ou de transporte de particulas ndo carregadas ¢ a equagdo de Boltzmann

(DUDERSTADT, 1979),

101(r,E,Q,1)

p +Q-VI(r,E,Q,t)+o,(r,E)I[(r,E,Q,t) =
v t

. (3.1)
= ”a (r,E'— E,Q'—> Q)I(r,E', Q" ,1)dQ' dE'+S(r, E,Q,1)
S0

11



onde:
I(r,E,Q,t) ¢ aintensidade da radiagdo, ou o fluxo angular de particulas neutras,
o,(r,E) ¢éo coeficiente de absorgao,
o,(r,B'> E,Q"—> Q) , o, (r,E)¢ o coeficiente de espalhamento,
o,(r,E)=0,(r,E)+o,(r, E) ¢éo coeficiente de extingao total,
S(r,E,Q,t) ¢ a fonte distribuida no interior do meio (emissao de radiagdo térmica
devido a temperatura ou fonte de néutrons resultante de fissao),
r ¢ avariavel espacial,
Q ¢ adiregdo angular de movimento da radiacao,
t ¢ otempo,
$? ¢ o conjunto das dire¢des Q' em um meio tridimensional,
E ¢ aenergia da radiagdo e
v ¢ a magnitude da velocidade caracteristica da radiagao.
Em coordenadas cartesianas temos
r=x-e ty-e +z-e, e Q=p-e +&-e +n-e,.
Em transferéncia radiativa para aplicagdes em meios tridimensionais ¢ usual denotar
S* =47 . Considerando um sistema sem dependéncia espectral, ou seja, mono
energético, entdo a dependéncia na energia (E) de cada funcao desaparece, o que leva a
conhecida formulagdo da equagdo de transporte a uma velocidade. Se considerarmos
ainda um sistema estacionario, o primeiro termo da esquerda da Eq. (3.1) € nulo, e a
dependéncia temporal de cada fungdo desaparece. Levando em consideragdo todas as

hipoteses aqui mencionadas, a Eq. (3.1) ¢ simplificada resultando em

Q-VI(r,Q) +0,()(r,Q) = [0,(r,QQ)(r,Q)dQ + S(r,Q) (3.2)

onde /(r,Q), recordemos, ¢ a intensidade da radiagdo monocromatica, i.e. sem

dependéncia espectral, ou o fluxo angular de radiagdo a uma velocidade no ponto r, e

na direcao 2, sendo absolutamente continua na direcdo 2 e mensuravel na dire¢ao

Q . E possivel escrever o coeficiente de espalhamento da seguinte maneira

o,(r,Q'Q)=0c (r)

#(r, Q)
i (3.3)
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onde ¢(r,Q2'QY) ¢ denominada funcao de fase, sendo usualmente representada por uma
expansdo em uma série de polindomios de Legendre. Observe que estamos aqui usando o
mesmo simbolo o, nos dois lados da Eq.(3.3). Isto foi feito visando simplificar a
notacdo. Em todos os casos considerados neste trabalho foi usada a separacdo da
dependéncia nas coordenadas espacial e angular, conforme a representacdo feita na
Eq.(3.3). Considera-se entdo que o coeficiente de espalhamento possui dependéncia
espacial representada por o, (r) e a sua dependéncia angular ¢é representada pela fungado
de fase ¢(r,QQ"Q)).

A Eq. (3.2) pode, portanto, ser escrita como

Q-VI(r,Q)+o,(r)(r,Q)=0(r,Q) 3.4)

onde

o@r,Q) = G;—m I¢(r,Q’-Q)I(r, OYdQ'+ S(r,Q) (3.5)
T

representa um termo fonte, onde o primeiro termo na Eq. (3.5) representa a contribuicao
da radiagdo vindo da diregdo Q' que ¢ espalhada na direcdo €2, "in-scattering" e
S(r,Q) representa uma fonte interna distribuida no meio.

Uma solugdo para o problema de transporte ¢ obtida aproximando a equagdo de
transporte por diferencas finitas na variavel espacial, e o termo integral (in-scattering)
sobre angulos solidos ¢ aproximado por quadraturas numéricas resolvendo a equagao de
transporte radiativa ao longo de direcdes discretas, estendidas sobre o alcance total do

angulo solido de medido 4 7, no caso tridimensional
Pelo método de ordenadas discretas, o dominio angular Q € S* ¢ discretizado em
Lo direcodes, isto ¢
Qe{Q,}com =1,2,..Lo
Podemos aproximar a integral em Q por uma quadratura numérica que tem a forma

genérica

[r@da~Y wr@) (3.6)
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onde w; € o peso da quadratura associado a dire¢do €2,, e onde o somatdrio dos pesos

wy, 1= 1,2,....Lo, ¢ igual a 4. O termo integral no lado direito da Eq. (3.5) pode ser

entdo aproximado pela quadratura

m=l

j d(r, Q0 (r,0)dQ' ~ Lzowml(r,Qm )6, Q, Q)

com [=1,2,...,Lo.

(3.7)

Como trabalharemos com a geometria cartesiana retangular, lembremos entdo que

Q), pode ser decomposto nas dire¢des sobre os trés eixos coordenados

R n A 2 2 2
Q, =/”1'ex+§l'ey+771'ez com u +&+m =1

e além disso

As Egs. (3.4) e (3.5) sdo entdo aproximadas por

u,%+§,%+77;%+0/1291 com/=1,2,....Lo.
ox oy Oz

(&

LOU

Ql = 246 Wm¢lmlm +Sl

m=1

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

O termo ¢,, que representa a funcdo de fase ¢ escrito (FIVELAND, 1991), na

seguinte forma

b = 2,4, F(6)

14
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onde P, (6) sdo os polindmios de Legendre que dependem dos cossenos diretores,

H;,8,1m,, e M ¢é a ordem de expansdo. Em transferéncia radiativa os coeficientes a,

podem ser determinados com a Teoria de MIE (DUDERSTADT, 1979), valida numa
regido intermediaria entre a Optica geométrica, quando o comprimento de onda da
radiacdo ¢ menor que o diametro das particulas do meio com as quais ela interage, ¢ a
Teoria de Rayleigh valida no caso oposto.

Considerando o caso mais simples de anisotropia, onde o espalhamento ¢
anisotropico linear, a representagdo da funcao de fase em polindmios de Legendre dada

pela Eq. (3.13) e por FIVELAND, (1984), ¢ reduzida a

¢lm :1+ Al[/ullum +§l§m +77]77m] (314)

onde a ordem de expansdo ¢ M =1 e o valor a,=1, 4, ¢ o fator de assimetria, ou seja, o
coeficiente de anisotropia, e varia na faixa —-1<4 <1; onde os valores 4, <0
denotam que o espalhamento ¢ para trds (backward), o valor 4, =0 representa o
espalhamento isotropico e os valores A4, >0 o espalhamento ¢é para frente (forward).

Para espalhamento isotropico, tem-se entdo

G =1 (3.15)

Associado a cada diregdo 2, tem-se um peso w,. Os pesos associados representam
areas sobre uma esfera unitéria, e a soma total dos mesmos corresponde, portanto a area
de uma esfera unitaria. E desejavel a invariancia das ordenadas e a simetria dos pesos a
90 graus, 1.e se (u,,¢,,7,) representam uma dire¢do, no primeiro oitante, a condicdo de
simetria requer a existéncia dos pontos (—4,,¢,,77,) no segundo oitante, (—x,,—&,,77,) no
terceiro oitante, (y,,—&,,n,) no quarto oitante, (y,,&,—7,) no quinto oitante,
(=4,,¢,,—1,) no sexto oitante, (—u,,—&,,—1,) no sétimo oitante, ¢ (y,,—&,,—77,) no

oitavo oitante. Desta forma a descri¢do dos pontos de colocagdo em um oitante, permite
a imediata identificacdo dos pontos de colocagdo em todos os oitantes.
Os pontos sao colocados sobre N/2 niveis relativos a cada eixo como ilustra a Figura

3.3, onde N ¢ a ordem da quadratura. As intersecdoes de cada nivel com os niveis
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relativos aos outros eixos formam os vértices de triangulos sobre a superficie da esfera.
O ntimero total de vértices por cada oitante ¢ igual a N(N+2)/8, e define a aproximacdo

S nos oitantes.

Figura 3.3. Quadratura com nivel de simetria S¢ (FIVELAND, 1991),

3.2 Solu¢io do problema unidimensional

A figura 3.4 apresenta um problema fisico unidimensional, onde considera-se: uma

placa larga de espessura L, uma fonte de intensidade I, e dois detectores D" ¢ D'. O

detector D' mede o fluxo o transmitido e o detector D" o fluxo refletido pelo meio. O
meio € isotrdpico, ndo existem fontes internas, nem qualquer contribui¢do de fluxos
radiativos de outras fontes exteriores que a mencionada.

A Fig. 3.5 apresenta o dominio unidimensional discretizado em i, intervalos

regulares de Ax, L é o comprimento do meio. Produto da discretizagdo do dominio

espacial geram-se segmentos espaciais (£, ), onde o sub indice i indica sua posigdo

dentro do meio.

Para a geometria da Fig. 3.4 e da Eq. (3.11) a formula¢do matematica da equagdo de
transporte unidimensional, em coordenadas cartesianas, em regime estacionario, com
simetria azimutal, sem dependéncia espectral, em um meio isotropico, sem fontes

internas, ¢ dado por:;

U o7 _S %50, 3.16
/Ul?—i_o-t(i) 06 = Q/(i) Ql(i) = ;?Wm m(i) (3.16)
para [=12,,Lo; 0<x<L e —-1< 4 <1
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x=0 x=L

Figura 3.4 — O problema unidimensional
Ax E;

X1 X2 Xj-1 X Xi+1 Xmax

[ || |
I(i)

1) L+ Lx

Figura 3.5- Discretiza¢do unidimensional

De um procedimento similar ao feito por FIVELAND (1987), para um meio
unidimensional, obtemos que a intensidade de radiacdo pode ser escrita a partir dos
fluxos que entram ou saem de suas fronteiras. Na Fig. 3.6 observamos os fluxos que

ingressam ou saem pelas fronteiras do segmento E(7), na direcdo /.

Ax =X, =X , AL, = ey — Iy, (3.17)
considerando a Eq. (3.17), as derivadas da Eq. (3.16) sdo aproximadas por diferencas
finitas
]el(i) - IWI([) _ _
MTJF ol =9 com [=1.2,.Lo (3.18)
E;
[W/(,) [em)
}&l_
L. '
-0 Li) Lii+1)
+—>

Ax
Figura 3.6 Aproximacao por diferencas finitas
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1,;, pode ser aproximado (MODEST, 1993), como
Ly= Mey + (L=y)Iwy, (3.19)

com y =0,5(se I ¢ calculado no médio do elemento segmento

No método de ordenadas discretas o dominio angular ¢é discretizado em Q,
diregdes, (com /= 1,2,..Lo), formando um conjunto de quadratura (4, e w;). Os
valores de y, descrevem dois quadrantes (vide a Fig. 3.7); o quadrante I com 0 < g, <1

e o quadrante II com —1< g, <0, onde o valor de /;; vai ser calculado.

quadrante II quadrante |

H; <0 #,>0
0s6',= p,

-«
X

Figura 3.7 Dos quadrantes descritos pelos co-senos diretores 4, .

QUADRANTE I: g,>0, tem-se que a dire¢do /j; esta na dire¢do de /w, logo da Eq.

(3.19), tem-se le,,, =2-1,, —Iw,,, inserida na eq. (3.18) da;

1(7)

= 244 - 1wy, + Ax - Q)
106 =

com/=12,..,Lo e i=12..,i (3.20a)

2u,+0,,  Ax e

1) "
considerando as condigdes de fronteira entre os elementos de area adjacentes, se i< i,

temos Iwg+y) = leg

QUADRANTE II: g, <0, tem-se que a diregdo /;; esta na direcdo de /e, logo da Eq.

(3.18) tem-se Iw,;, =2-1

1) — e, QUE inserida na Eq. (3.17) da:

—2u -Iw, .. +Ax-0, .
- Iwyy Oy com /=12,..Lo e i=i_ i —1..] (3.20b)

1(i) = max * “max
—2u,+0,; - Ax
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Considerando as condigdes de fronteira entre os elementos de area adjacentes, se

i<i temos Ie(,--I) = ]W(l)_

max
Para determinar [, precisamos de Q. Observa-se que (,, depende de [,
sendo necessario usar um procedimento iterativo para a estimativa de ;. Seja 7 um

contador de iteracdes. Entdo a Eq. (3.20a) para o quadrante I, pode ser escrita como:
h h-1
204 - Iy + Ax - Oy

]h _ i)

0 3.21a
" 2p + 0, - Ax ( )
h-1 & O 7 B
com Q) —Z pe W, Ly para l=1,2..Lo (3.21b)
m=1

A Tabela 3.1 apresenta a quadratura LSH (Level Symmetric Hybrid) de ordem 10

utilizada neste trabalho.

Tabela 3.1 - Pontos de colocagdo e pesos da quadratura LSH Sy, N=10, Lo=10.

Ponto Ordenadas Pesos Ponto ordenadas Pesos
Numero |z, w, Numero 4, w,

1 0.1372719 2.0122 6 -0.1372719 2.0122
2 0.5046889 2.1071 7 -0.5046889 2.1071
3 0.7004129 0.5990 8 -0.7004129 0.5990
4 0.8523177 1.1872 9 -0.8523177 1.1872
S 0.9809754 0.3778 10 -0.9809754 0.3778

3.3 Aproximacao ao bidimensional desde o unidimensional
Para fazer uma aproximacdo de um meio unidimensional ao bidimensional
considera-se
l. Um sistema formado sempre por uma fonte externa no perimetro do meio
com intensidade 7, ¢ dois detectores posicionados segundo a Fig. 3.8. O
detector D' medira o fluxo transmitido e o detector D" o fluxo por reflexdo
do meio;

2. Sem fontes internas, nem fluxos externos que ingressem ao meio.
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3. O meio ¢ isotropico

4. O meio bidimensional ¢ discretizado gerando elementos de areas segundo a
Fig. 3.8. Se as areas sombreadas formam o caminho entre a fonte e o detector,
entdo ndo se considera qualquer contribui¢do de fluxos dos elementos de
areas no sombreados (vizinhos) que possam ingressar por espalhamento as

areas sombreadas.

Fazendo uma analogia da Eq. (3.16) para um meio bidimensional temos:

dl,, . Lo o
(i.)) — _ Z s(inj)
Hi dxj +Jf(l',Ai)]l(i,j)_Ql(iJ) Quiy = 47; Wl i (3.22)

m=1

Para a geometria da Fig. 3.8, temos que Iwgj e le;; sdo os unico fluxos
considerados que ingressam no elemento de area (i,j) que forma a faixa sombreada.
Logo, fazendo um desenvolvimento similar as feitas no meio unidimensional temos que

as intensidades podem ser aproximadas pelas seguintes equagdes

Para o quadrante I : g, >0 com leyij =2 Iy j) -Iwyij) temos

2y Iy + Ax- Oy

L,y = com /=12,..,Lo. e i=12.,i_. . (3.23)
2+ 0, 5 - Ax
Para o quadrante 1I:  x, <0 com Iwyij) =21 ) - ey temos
=21 -Iw,. . +Ax-O,,. .
L,y = aa il (9] Qv oom 1 =1,2,...Lo. e i=i i -1.1. (3.24)

=24+ 0, Ax

De forma similar na geometria da Fig. 3.9 tem-se que Ingj € Is;; sdo os Unicos
fluxos considerados que ingressam no elemento de area (i,j) que forma a faixa
sombreada. Fazendo um desenvolvimento similar para a geometria da Fig. 3.8 temos as
equacgoes
Para o quadrante I : g, >0 com Inyij) =2 1y -Isii ) temos

_ 2p, Iy +Ax- Q)
1./ Ax

com /[=1,2,...,Lo. e i=12.,i_ . (3.25)
2u,+o

(i)
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(3.26)

temos

i=i 0 -1

2y - Leyi

LLo. e

Inyay)
121,2,...

com
com

# <0

-24, 'Isl(i,j) +Ax- Ql(i,j)
=24, +0,, ;) Ax

Para o quadrante 1I :

IWﬁ

—_— =

-se das Egs. (3.11).

ém
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Considerando agora a dependéncia da intensidade da radiacdo com as coordenadas

Figura 3.9 Posi¢do da fonte e dos detector. Fluxos /n e Is do elemento de érea (i,j)

3.4.- Solucio do problema bidimensional



ol ol
ﬂla_)cl+§la_)}l+o-tll =0, (3.27)
com
Lo o
0= T, 4,1, 45 (.29)

m=1

Para / =1,2,..,Lo, 0<x<L 0<y<L

onde L, e L representam os comprimentos ao longo das diregdes x e y, / representa as
direcdes em que € discretizado o dominio angular, », e &, sdo os cossenos diretores
com respeito aos eixos cartesianos X e y respectivamente, € w, s3ao os pesos da
quadratura.

O meio ¢ discretizado em uma malha regular com i, intervalos na direcdo x e j_

X

intervalos na dire¢do y, de modo que se obtém uma parti¢cdo de dominio com i, X j, ..

quadrilateros, denominados elementos E, ,, (vide Figs. 3.8 ¢ 3.9). A posi¢éo de cada

[
1

elemento de area ¢ identificada pelo indice (,j), onde o valor de “i” indica o nimero da

[P edd

coluna, comegando a esquerda (face oeste), e o ‘4" indica o numero da linha,
comecando a partir da fronteira inferior do meio (face sul). Os comprimentos das

fronteiras do meio sdo dadas por L,= Ax-i e L, =Ay-j,. ., ie. face sul. Na

Fig.3.10, observa-se que a area de cada elemento ¢ AA=Ax - Ay, os fluxos In, Is, Iw e Ie
sdo aqueles que ingressam ou saem pela face norte, sul, este e oeste, respectivamente,

do elemento £, ,. O espagamento entre os elementos vizinhos ao longo dos eixos x e y

¢ dado por;

Ax, =x;— X, Ay, =y, =1 (3.29)

A variagdo da intensidade total no centro do elemento de area E;; pode ser escrita

como a soma das variagdes ao longo das diregdes em x € em y

Al . = ey —Iwa)) (3.30)

Al

@)y

= Ingj—Isg)) (3.31)
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Figura 3.10 Aproximagao por diferencas finitas.

Substituindo as derivadas parciais com relacdo a x e y, por diferencas obtemos

A[l(i, ) A[l(i, ) < O, /)
i Ax.; +E ij +o-,]l(i’j):;4—7;Wm¢,m(i’j)lm([,j) para [=1.2,.Lo (3.32)

Levando as Egs. (3.30) e (3.31) na Eq. (3.32) obtém-se

Lo

le,, , — 1w, . In, . —1Is,. . o .
(i) 1(i,)) 1(i,j) 1(i,j) s(i,j)
Y7 +¢ +0']..=§—w¢..[..
! Ax ! Ay 71, )) ~ Ar m¥Im(i, j)" m(i, j)
para [=1,2,.Lo (3.33)

O valor de 7, ;) pode ser aproximado mediante o seguinte artificio (MODEST,

1993)

liajy = y Iy + (1= y )sij) liajy =y lewijy + (1- y Mwia))
onde ¢ usualmente empregado o valor ¥ =0,5.

O dominio angular Q, ¢ discretizado em /= 1,2,.,Lo nas direcdes, sendo
representada pelos cossenos diretores y,, [= 1,2,.,Lo, e ¢, [= 12,..Lo,

respectivamente com relagdo aos eixos x € y, de modo que

23



Q=pi+¢ j (3.34)

onde 7 e j sdo vetores unitarios nas diregdes x e y. Os valores de e ¢, estdo
compreendidos, portanto nas faixas —1<y <1 e —1<¢ <1; caracterizando quatro

quadrantes ao longo dos quais a radiacao pode ser propagada ( vide Fig. 3.11), ou sofrer

espalhamento. Os valores de e &, empregados neste trabalho sdo apresentados na

tabela 3.2. Para cada quadrante calcula-se a intensidade de radiagdo /) .

QUADRANTE I A y QUADRANTE [
#,<0and &,<0 #,>0and &,>0
< >
X
#,>0and &,<0 #,<0and &,>0
QUADRANTE III v QUADRANTE IV

Figura 3.11- O dominio angular e seus 4 quadrantes.

QUADRANTEI: 4,>0 e &,>0.

Levando as Egs. (3.34) na Eq. (3.33), obtém-se
;= Ay- gy -Iwy, o+ Ax-& - Isy, o+ Ax-Ay-y -0y, )
o Ay-py+Ax-G +0,; ;- Ax-Ay-y

1(i,])

(3.35)

Lo

Gv i,j
com Qi) :z 4(7;’) Wobmindiy Para  [=12,..Lo (3.36)

m=l1

desde que 1,>0 e &,>0,comi=1,2,..,i ., j= 12, jmaxr

Consideremos agora as condi¢cdes de fronteira entre os elementos de dareas
adjacentes:

Se  j<Jpa temos Isgji) =Ing) e se i<i, temos Iwg+) = leu (3.37)

QUADRANTEII: 4,<0 e &,>0. Levando as Egs. (3.34) na Eq. (3.33), obtém-se
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ﬁ Ay gy dey; py + Ax- G s+ Ax-Ay -y O
;o _(-y (3.38)

(i, ))
v
Ay, +Ax-&+o,, o Ax-Ay-
(1=7) ) - & 10, )) ) -y

desde que 1,<0 e &,>0, com i=i bae —Lools J= 12,0, joo .

max > “max
Considerando as condigdes de fronteira entre os elementos de areas adjacentes:

Se <. temos Isgjry) =Ing;) € se 1>1, temos leg.1j = Iwg)); (3.39)

QUADRANTEIIT : x,>0 e &,<0. Levando as Egs. (3.34) na Eq. (3.33), obtém-se

4
Ay- 'lwz(i,j),m Ax -G Iny A Ay -y - O
(3.40)

ANy, +Ax-&+o,, A Ay
(1_7/) y /J[ é:l t(i,j) y 7/

/

1G,j) = —y

desde que 1,>0 e &,<0,com j=j . ,j -1,.,1 e i=12 i

Considerando as condigdes de fronteira entre os elementos de areas adjacentes:

Se j>1 temos Ingj;) =Isa) € s€ i<inn temos Iwgiyj = leg) (3.41)

QUADRANTE IV: y,<0 e &,<0. Levando as Egs. (3.34) na Eq. (3.33), obtém-se

v
I _(1_7/)

16,y —

Y
Ay i, 'IW/(i,j) - (1-7) “Ax ¢, 'Inl(i,j) +Ax-Ay-y- Q[(i,j)
(3.42)

- Y
7.Ay.ﬂ _7.Ax.§ +O-i,'.Ax.Ay.7/
1-7) - b

desde que 1,<0 e &,<0, com i=i fax "L 15 T s Jonan =121

max ?

Considerando as condi¢gdes de fronteira entre os elementos de areas adjacentes:

Se j>1 temos Ingj.;) =Isq) e se i>1 temos leg ;) =Iwg) (3.43)

Para determinar /;; necessitamos de (y;j, no entanto, observamos que Oy

depende de, ;). Pode-se entdo utilizar um procedimento iterativo para a obtengdo de
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uma solucdo aproximada para /;j. Seja & um contador de iteragdes. Entdo, as Egs.

(3.35) € (3.36), para o quadrante I, podem ser reescritas como

]h

1G,j)

h—1

Ay py-Iwy, o+ Ax-& - Isy, o+ Ax-Ay -y - O

Ay gy +Ax-G+0,, ;) Ax-Ay-y

1i,7) —
m=1 472-

L
_ ZO Os.n y g =19 L
Wi " Pimii,jy " Ama,j) paral=12..1.0

(3.44)

(3.45)

Equacdes similares das Egs. (3.44) e (3.45) sdo obtidas para os quadrantes II, III, IV.

Tabela 3.2 Pontos de colocacdo e pesos para a quadratura LSH S, (FIVELAND, 1991)

Ponto ordenadas Pesos
Numero n £ w,
1 0.8819171 0.33333333 /3
2 -0.8819171 0.33333333 /3
3 0.8819171 -0.33333333 /3
4 -0.8819171 -0.33333333 /3
5 0.33333333 0.8819171 /3
6 -0.33333333 0.8819171 /3
7 0.33333333 -0.8819171 /3
8 -0.33333333 -0.8819171 /3
9 0.33333333 0.33333333 /3
10 -0.33333333 0.33333333 /3
11 0.33333333 -0.33333333 /3
12 -0.33333333 -0.33333333 /3
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3.5.- Problema direto para reconstrucio de imagens tomograficas

A tomografia computadorizada ¢ o processo de obter uma imagem bidimensional
de uma secdo transversal de um corpo (ou tridimensional, se obtivermos varias se¢des),
pelo processamento de uma serie de projecdes unidimensionais, obtidas através da
radiacdo. Com ele podemos obter informagdes sobe a estrutura interna de um corpo sem
destrui-lo.

Neste trabalho a reconstrucdo de imagem ¢ para tomografos de feixe paralelo, que é
um sistema formado com apenas uma fonte e um detector fazendo movimentos de

translagdo e rotacdo (Vide Fig. 3.12)
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o Syt Bl Rl b it u e 180"
SRR
Bty ARER AR Bk
'ﬁ’ ij:':l;.:_:":ﬁi ¥
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dotemt ‘h:!ﬁ!h

DETECTORS
Figura 3.12- Tomografo de feixes paralelos

Em muitas técnicas usadas para reconstru¢do de imagens, o espalhamento no meio
ndo ¢ considerado, levando a problemas lineares de solugdo numérica mais simples,
como o caso de Tomografia Computarizada (Computarized Tomography, CT) e
Tomografia Computarizada por Emissao (Single Photon Emission Computarized,
SPECT). Para os casos em que o espalhamento ndo pode ser desprezado, tal como a
Tomografia Optica Infravermelha (Near infrared Optical Tomography, NIROT), o
modelo de reconstru¢do ¢ mais complexo e ndo linear. Neste trabalho o espalhamento

ndo ¢ considerado.
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REIS & ROBERTY, (1992) construiram uma base para a solugdo do problema
inverso de tomografia de transmissdo com feixes paralelos, e CARITA MONTERO et
al.,1999, 2000, apresentaram a constru¢do de uma base para feixes divergentes. Estas
bases (chamadas de bases naturais) representam uma situacdo fisica realista em que
feixes paralelos de radiagdo sdao originados a partir de fontes externas colocadas ao
redor do meio sob investigacdo, cujas intensidades sao medidas apds terem interagido
com o meio absorvedor. A base construida ao longo das faixas é consistente com a
radia¢do dos dados gerados, sendo entdo simplificada a formulagdo do problema inverso
para a estimativa do coeficiente de absor¢do em meios participantes heterogéneos,

quando um conjunto incompleto de dados experimentais esta disponivel.

3.5.1 Construcao da particao de dominio (base natural) para feixes paralelos
Uma faixa representa o caminho da radiacdo que vai desde a fonte ao detector como

se observa na Fig. 3.13, uma vista ¢ a direcao e sentido do caminho da radiagao.

Detector

Figura 3.13- Construgdo da particdo do dominio por 10 faixas e 8 vistas
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Figura 3.14- Discretizacdo do dominio, sistema de coordenadas giradas. Localizacdo de

um elemento de discretizagao, Knj’m , ha particao do dominio

A particao do dominio ( Dom ) para feixes paralelos ¢ construida pela intercessao de
todas as faixas. Observe na figura 3.14 que s; ¢ ¢; formam um sistema de coordenadas
giradas, aqui chamadas de malhas de pixels, sendo cada uma delas compativel com
uma dire¢do angular Q, que indica a diregdo de propagagdo da radiagdo, com j =
1,2,...,Jonde J € o numero total de giros ou de vistas do sistema.

O caminho por onde a radiacao passa desde a fonte até o detector ¢ representado

por uma faixa R assim para cada fonte S,, onde n, indica uma faixa na
J

P
n/

coordenada 7, com a radiagdo propagada na direcdo j. Assim n =1, 2,...,L, onde L €

um numero par ¢ indica o numero de faixas em ¢,. A fonte S, , estd alocada na
J
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fronteiras entrantes OR, , da faixa R, e seu respectivo detectores D, alocados na
J J J

fronteiras sainte OR .
J

Entdo héd um total de J sistemas de coordenadas giradas. Em cada um destas
coordenadas giradas o problema de transporte transforma-se na derivada direcional,
sendo resolvido como uma equacao diferencial ordinaria. A interse¢do completa de
todas as malhas de pixels ¢ levada em conta, gerando a parti¢do de dominio, poligonos
p.come=1,2,..., Eonde E é o nimero total de poligonos (elementos).

Para a construgdo da base natural, primeiro sdo calculados as interse¢des de todas
as linhas (observe que cada faixa tem duas linhas limitantes). Os pontos onde as
intersecdes acontecem sdo os vértices dos poligonos p.. Entdo ¢ importante identificar
um conjunto de vértices (x;, y;), (x2, ¥2),..., (xz, ¥1), onde L é o numero total de pontos

de intersecdo (vértices que formam um poligono). Um algoritmo foi desenvolvido, no
qual para cada pixel retangular K"/’m‘ (Vide figura 3.14) tem-se que pesquisar

seqiiencialmente, ao redor de cada um dos pontos de intersecdo. Obviamente, cada um
dos pontos de intersecao tem que ser um vértice de todos os poligonos criados ao redor
dele. Os poligonos construidos deste modo sdo caracterizados pelos indices que
relacionam os pontos de interse¢do com os indices de todas as faixas (e respectiva fonte)
que deram origem a eles. Depois, no passo de numeragao de poligonos, se um poligono
¢ criado idéntico ao poligono criado por outro de seus vértices, o contador de elementos
ndo € acrescido de uma unidade. Deste modo multiplicidade ¢ evitada no processo de
numeragdo de poligonos, € a0 mesmo tempo os vértices que pertencem a cada poligono
sao determinados (CARITA MONTERO et al., 2001).

A saida do cddigo computacional escrito para a construgdo da base natural consiste
numa tabela ordenada de todos os poligonos, suas areas, opcionalmente seus vértices, e
sua matriz de pertinéncia (matriz de incidéncia) para sua localizagdo em cada um dos

pixels orientados. A matriz de pertinéncia esta definida por dois conjuntos de indices,

ie. n; e m; que localiza cada elemento particular e com respeito ao sistema de

coordenadas giradas , s ;et,,comj=1,2,.,J. E. Portanto, para cada segmento

retangular K,,/,m conhecido, encontram-se os elementos que ele contém. Além disso,

temos também na saida do codigo computacional uma listagem dos elementos que

pertencem a intersecao de duas faixas quaisquer.
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3.5.2 Formulacio do problema direto
Em tomografia de feixes paralelos ou espalhamento ndo ¢ considerado, e das Eqs

34e35¢e3.7 tem-se:

Q-VI(r,Q)+0o,((r,Q) =0 {VeRrR?Qe2r) (3.46)
com [, (r,Q)=1,(r,Q), para Q-n<0 em VredV,

onde / ¢ o fluxo angular da radiagdo, /, o fluxo que ingressa ao meio, o € 0
coeficiente de absor¢do no meio, » € a coordenada espacial e Q ¢ a dire¢do angular, V'

¢ o dominio (volume de uma faixa R, ), 0V ¢é a fronteira do meio, os sub
J

indices j, n;indicam a posigéo de uma fonte e uma faixa da fonte ;.

Se a geometria, a intensidade da radiacdo que entra no meio, € os coeficientes de
absor¢do sdo conhecidos, a intensidade que sai do meio pode ser calculada resolvendo a
Eq. (3.46) e cada sistema girado faixa por faixa.

Dadas a geometria, as propriedades radiativas, e as condigdes de fronteiras, os

valores da intensidade de radiagdo em cada retangulo da faixa R, ,com m;=1,2,...Le

j=1,...,J, podem ser calculados. Para cada faixa an , adotando o sistema de
coordenada que gira de acordo com cada dire¢do particularQ , ha uma equagdo

diferencial ordinaria a ser resolvida, e as JxL equagdes formam um sistema acoplado
que deve ser resolvido

Uma forma de solucionar o problema direto ¢ com ajuda do método de ordenadas
discreta para a discretizagdo do dominio angular, que ¢ feito de modo que seja
consistente com os feixes paralelos de radiagdo originada em fontes externa. Entdo,
usando uma malha de pixels consistente com faixas paralelas de radiagdo (sistema de

coordenadas giradas dado por (s;, t)), que € girado em concordancia a dire¢do particular
Q ,, conforme mostrado na Fig. 3.15, a Eq. (3.4) pode ser escrita para cada faixa R "

da seguinte maneira

@WL o,(r)(r,Q) =0

J
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Figura 3.15.- O problema direto na faixa R .

3.5.3 Solucéo do problema direto
Fazendo uma aproximacao de diferencas finitas adiantadas para feixes paralelos de

radia¢do e integrando no elemento de area £, , que é um elemento da parti¢do de
J2

dominio pertencente a faixa n, da fonte j,

(Ij,nj,mj-%—l _Ij,nj,m, ) + Ij,n,-,mj-%—l zo_a,eae = 0

eEKV{j,m/
J=1,20d, n=1,2,.,2M, ¢ m; =1,2,..,2M  (3.47)

m; € a discretizagdo do eixo girado #; € a. umas das areas que forma £ Vide Fig.

.
nj,m]

3.15. logo
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1.
I, =—="— j=01,2,..,J, n=1,2,...2M, ¢ m.=1,2,....2M (3.48
J,n/,m/+l 1 + zo_a’eae .] J j ( )

Outra forma para encontrar os fluxos medidos pelos detectores ¢ descrita a seguir.
Vide a Figura 3.15 que apresenta a geometria do problema, uma faixa dada por uma

fonte j. Para uma faixa n; da fonte j dentro de uma regido de reconstrugdo, da Eq.
(3.46), tem-se :

Se [ Jm; (,Q) ¢ diferente de zero, a Eq. (3.46) pode ser escrita para o dominio

discreto como

v-(Qinz,, Q)=o) (3.49)

Integrando na faixa R usando o teorema da divergéncia, observando que

jonj
Q- n =0 nas superficies laterais da faixa (vide Fig. 3.15), a equagdo anterior fornece o

seguinte resultado:

_ 1,(rQ) | _
J.O'e(r)dr—Aln(Iom(r’Q)j by (3.50)

eeRM/

onde 4 € o comprimento ao longo da fronteira de entrada de radiagdo (OR™);, € & o ¢

a rela¢@o ndo linear da intensidade de radiagdo entrante (7, ) e sainte (/,,, ) medida em

out
(@R"),, .

No caso experimental real, a medi¢dao de /,, e /,, sempre tem erro experimental

out

devido a instrumentacdo empregada, e a solucao da Eq. (3.46) ¢ uma aproximacao para

h j.n; - Entdo, sendo conhecido 7;, ¢ possivel calcular /,, na faixa R, ,, empregando a
Eq.3.50e¢
E,
hya, = 12%% , Vj=l.,J e n,=1.N, (3.51)
eeR;

Jnj

onde a, € a area do elemento e que pertence a faixa R, , o, € coeficiente de absorgdo
>

do elemento e, ¢ E o ¢ o numero total de elementos do cone n; da fonte ;.
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CAPITULO 4
O PROBLEMA INVERSO

Uma defini¢do simplificada do problema direto e inverso foi feita no capitulo
anterior. Uma defini¢do mais completa pode ser obtida em KIRSCH (1996). Segundo
esse autor dois problemas (ou fungdes) sdo considerados inversos entre si, se a
formulacdo de um deles requerer o conhecimento total (ou parcial) do outro. No
problema direto a informacdo sempre deve ser completa e precisa. No problema da
informa¢do pode ser incompleta e imprecisa. Seguindo esta definicdo, ¢ possivel
determinar qual problema devera ser considerado direto ou inverso.

ALIFANOV (1974) nos da a seguinte definicao “a solugcdo de um problema inverso
consiste em determinar causas baseado na observagdo dos seus efeitos”. Do ponto de
vista pratico, convenciona-se chamar problema direto aquele em que o estudo
antecedeu-se historicamente. Uma defini¢cdo bastante abrangente, porém, ¢ apresentada
no livro de ENGL et al. (1996): “Resolver um problema inverso é determinar causas
desconhecidas a partir de efeitos desejados ou observados”. Note-se que a area de
projeto 6timo ou projeto inverso (inverse design) também estd incluida nesta definicao.
Em geral, as observagdes sdo imprecisas (dados contaminados com ruidos ou erros
experimentais) e incompletas. Diferentemente, problemas diretos requerem um
conhecimento completo e preciso das causas para a determinagdo dos efeitos.

A Figura 4.1 abaixo mostra de maneira pictorica a relagdo entre problema direto e
inverso. Causas, num modelo matematico, sdo as condi¢des iniciais ¢ de contorno,
termo de fontes/sumidouro e propriedades do sistema (material). Efeitos sdao as
propriedades calculadas a partir de um modelo direto, como o campo de temperatura,
concentragdo de particulas, corrente elétrica, etc.

Na maioria dos casos, um problema inverso ¢ considerado mal — posto. Para um

problema ser considerado bem-posto, trés requisitos essenciais deverao ser satisfeitos:

1. Existéncia - o problema deverd apresentar solugao;
1l. Unicidade - a solugdo devera ser Unica;
1il. Estabilidade - a solugdo devera exibir dependéncia continua em relagdo aos

dados que a originaram
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Pode-se matematicamente, obter a existéncia e a unicidade de uma solucao
delimitando-se o espago onde ela, provavelmente, se encontra. Se um problema exibe
multiplas solucdes, as informagdes que definem o operador sdo insuficientes para
descrevé-lo corretamente. Neste caso, critérios adicionais baseados em informacodes de
compromisso com a modelagem devem ser adotados.

O atributo da estabilidade ¢ tido como o mais importante, ja que ¢ praticamente
impossivel convergir para o espaco de solugdes sem considerar os efeitos degenerativos
do ruido aditivo sobre os dados, o operador, ou até mesmo as limitagdes impostas pelo
carater iterativo do processamento numérico.

Caso a solu¢do nao dependa continuamente dos dados, os valores computados
encontram-se, freqlientemente, distantes da solugdo esperada. Desta forma, ndo haveria
como superar esta dificuldade a menos que se pudesse fornecer informagdes adicionais
confidveis acerca da solucao. Portanto, “a falta de informag¢do ndo pode ser remediada

por artificios matematicos” (KIRSCH, 1996).
Consideremos uma fun¢do F) (z) igual a zero, onde z = {zl’zz,...,zp} ¢ o vetor

formado por todas as incognitas do sistema, sendo p o numero total de incognitas, e
k=I1,..K, expressa uma determinada equacdo. Logo podemos definir um sistema de
equagdes formado por p incognitas e K equagoes.

F.(z)=0com k=1,.,K e z= {zlyzz,...,zp}

No sistema podemos ter:

Se p <K, o sistema estd geralmente sobre-determinado ¢ a unicidade da solugdo, no
caso em que exista, pode ser encontrada quando se trabalha com dados exatos e
consistentes com o modelo, € uma solu¢do aproximada no caso que se considera ruido

nas medigoes.

CAUSAS EFENOS

E1

Figura 4.1 Representagdo esquematica do problema direto e inverso
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Caso p > K, tem-se um sistema indeterminado que pode ter um conjunto infinito de
solugdes. Nesta situacdo, quando os dados sdo consistentes com o modelo, pode-se dizer
que ndo ha dados suficientes para resolver o problema de forma tnica sendo necessario
outro tipo de analise. Nao se encontrando a unicidade da solugdo para a formulagdo
inicial do problema, procura-se dentro do conjunto de solu¢des o melhor resultado,
segundo um critério de otimizagdo (KAPUR & KESAVAN, 1992; CENSOR & LENT,
1981; REIS & ROBERTY, 1992; CARITA et al., 2001; CIDADE et al. 1998).

Estas classes de problemas sdo resolvidas como um problema de otimizagdo que
trata de encontrar a “melhor” solugdo entre todas as solugdes possiveis, os métodos mais
conhecidos aplicados a transferéncia radiativa sao os métodos de regularizacdo, o

funcional de Tikhonov, o algoritmo ART e o método de maxima entropia.

4.1.- O método de maxima entropia generalizada

Seja o o vetor formado por todas as incognitas do sistema

S @.1)

onde E ¢ o nuimero total de incognitas. Os fluxos nos detectores podem ser calculados

como uma fungdo f,(o) da solugdo do problema direto. Os fluxos medidos
experimentalmente sdo denotados por ¢, com k= 1,..K; onde K é o nimero total de

dados experimentais. A fun¢do erro ¢ definida como a diferenga entre ¢* , e f, (o).

Fk(O'): Qr];ed - fk (O-)a (42)

O método de maxima entropia generalizada estd baseado na minimiza¢do da
distancia de Bregman restrita a funcdo erro, sendo a distancia de Bregman construida
por uma fung¢do convexa relacionadas as entropias de Rényi, Varma, Shama-Taneja e

Burn.

Minimizar D(oc,0,) sujeitoa F (o) (4.3)

Seja o, uma informacdo inicial do valor de o . A distincia de Bregman entre o ¢

o, , ¢ definida pela Eq. (2.27), onde 7 ¢ uma funcdo convexa.

D(o,0,)=n(c)—n(o,)—-(Vn(o,),o —0oy)
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com

<V77(O-0),O'-O'0 >:iﬂ

O,

e=1 e

(0,-0,) (4.4)

‘ o=0,

Observemos que cada 77 empregada vai definir uma nova distancia de Bregman para

ser utilizada na construcao da lagrangeana

L, (0,0,,2) = D(0,00)+ 3 [1,F\(c)] (4.5)

k=1

onde A, sdo os multiplicadores de Lagrange onde k =1,..K; observe que a Eq. (4.5)
apresenta como incognita o vetor o formado pelos o, onde e=1,..E. O que da um

total de ( £ + K ) incognitas.

s

e

.
o o .
<, a distancia de Bregman ¢

Lembrando que para o funcional 7, ,(c,0,) =
s—r

dada pelas Eq. 2.30 e 2.30%, destas equagdes podemos escrever a lagrangeana na forma:

K

L0 )=L 130 -6 -F (0t -00) -3 (505 —ra' o, ~ o)1+ D [ F (0)]
§S=T o e=1 -1

k=1

(4.6a)
ses—>le rol
» K
Ll,l(o-’ao’ﬂ’)z—[Z(O'e -o0,,—0,In % ]+ Z [4F (o] (4.6b)
e=l O k=1

Para resolver este sistema se vai procurar o ponto critico. Para isso, igualamos a

zero as derivadas da lagrangeana com respeito a todas as suas incognitas.

9 Io,0,,A)=0 e=1.E (4.7)
oo,
% (L(c,0,,A)=0 , k=12.K (4.8)

%
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As equagoes (4.7) e (4.8) oferecem (E+K) equagdes, pelo que agora temos um
sistema formado de (E+K) incdgnitas e (E+K) equacdes. Para resolver o sistema
formado pelas Egs. (4.7) e (4.8), foi escrito um c6édigo em MATLAB. Este “m-file” faz
uso das ferramentas encontradas no “Toolbox” de otimizagdo do MATLAB. A
minimizacdo deste sistema foi obtida com os algoritmos Quase-Newton e procura
linear, estes algoritmos sdo descritos no apéndice II. Este método vai ser empregado na

construcao de outros algoritmos desenvolvido para o problema inverso unidimensional.

4.2.- Formulacao e soluc¢io do problema inverso para reconstrucio de imagens

A possibilidade da reconstrucao de uma imagem a partir de diversas projecoes foi
estabelecida por RADON em 1917, e a aplicagdo deste problema no desenvolvimento
de técnicas numéricas e procedimentos médicos com objetivo de diagnostico, o
desenvolvimento da tomografia computadorizada, foi realizada nos anos 60 e 70 por
(CORMACK, 1963) e (HOUNSFIELD, 1972), trabalho pelo qual receberam o prémio
Nobel em 1979.

A reconstrugdo de imagens ¢ feita a partir da estimativa de propriedades do meio,
neste caso do coeficiente de absor¢ao. Diferentes tipos de radiagdo tais como particulas
neutras, raios gama e foton t€ém sido usados para a identificagdo de formas de defeitos
em pecas, no caso da aplicagdo em ensaios nao-destrutivos na industria, ou regides com
alteracdes em tecido bioldgico como o caso da tomografia.

Para a formulagdo do problema inverso vamos empregar a Eq. (3.50) dada na sec¢ao
3.5.3.

R,Jf(x)dx_Aln(qum(f,é)J ", (4.9)

J

onde 4 ¢ o comprimento ao longo entre as fronteiras de entrada e saida da radiagdo na

faixa j, n,. Lembrar que ¢,, representa a intensidade de saida que ¢ medida

out

experimentalmente.
Usando a particdo de dominio de feixes paralelos, a Eq. (4.9) pode ser escrita na

seguinte forma discretizada, que é consistente com o sistema fonte-detector ;

D0a,=h, j=12..Jen=12.,N e=12.E, (4.10)

eeRMJ_
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onde o, sdo as incognitas, £ € o niimero total de elementos € N; € o nimero de dados

disponiveis, cada dado esta relacionado a 4, , . Sendogsd E>> N, temos que, existe um
>

grande nimero de possiveis solucdes para o sistema representado na Eq. (4.10). O

problema inverso de reconstru¢cdo tomografica, i.e. determinagdo de o,, e=1,2,....E, ¢

resolvido entdo como um problema de otimizagdo, onde ¢ definido um critério para a

escolha de uma das solugdes possiveis.

4.3.- Algoritmos ART com o funcional 7,
0 funcional convexo empregado para definir a distdncia de Bregman € 7, , os outros

funcionais apresentaram dificuldade para a implementagdo no algoritmo ART.
Agora definimos o vetor de incognitas com o, ele ¢ formado por todas as
incognitas do sistema, quer dizer, os coeficientes de absorcdo de cada elemento de area

(o,), que formam o meio.
Considerando a distncia de Bregman para 77, definida na Eq. (2.30), capitulo 3,

definimos a lagrangeana baseada na distancia de Bregman e a restricdo dada pela Eq.

(4.9)

L(o,0,,4)=D(c,0,)+ ZJ: 24] (hj,nj ~[s. ()?)o-(?c)de (4.11)

Jj=1 n; =1
onde A representa o multiplicador de Lagrange, € 6,, ¢ a fungdo caracteristica da
S

faixa n; da fonte j.

1 sexeR,,
5, (x)= Y (4.12)
o 0 caso contrario
e o, ¢ alguma informacdo anterior relacionada com a incognita o .
A distancia de Bregman para 77, €
D, .(c,0,)= jo"" -0 —(c!-0))—(so!" —ro. Yo -0,)dx (4.13)

S—I"V
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L, (0,0,,A)= D”(JO')+ZZ/1M( —J.adx] (4.14)

Jj=ln

Resolvendo a lagrangeana, Eq. (4.14) no ponto critico,

oL, ,(o,0,,4)

=0 4.15
- (4.15)
entao:
OL A
S,I‘(O-)G()’ ) — 0= 1 [So_es—l —ro! +l"O- +(s_r)z z&] n,Ojn, e (416)
80—3 §—=r Jj=ln;

Agora desenvolveremos alguns casos especiais; quando s =0 e s =1, lembrar que
expressoes similares sdo obtidas parar = 0 e r=1, pois a dependéncia de r ¢ s na

fungdo 7., sdo idénticas.

1.- Para s=0

Observe, se fazemos s=0 na Eq. (4.16) obtemos:

0= —l[—ro-cf’1 + ra{fgl —l’z Zﬂj " 5, " el (4.17)

r

Logo explicitando o, na Eq. (4.17) tem-se

para s=0
J N; 1

o, =0y =2 D 2,8, 0" (4.18)
Jj=ln;=1

J

Da Eq. (4.10) temos
substituindo o valor de o, dada na Eq. (4.18), quando s = 0, temos

E

1
hj,nj = Zé‘j,n_,,e[o-:e_l - /Ij,nj ]r—l ae (419)

e=1

Observamos que o, estd relacionado com 4, , ,- Logo, definimos a fungdo F(4 ,n,)

como
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F(/Ij,nj): h Z jn eo-e(/lj n; e (4.20)

usando a série de Taylor, F (//lj,nj) pode ser escrita a partir de um A . conhecido

oj.n;

F(2,,)=F(;, )+ F' (G, WA, =2, ) 4.21)

Logo, obtemos 4, , quando F(4,, )—0,

_ F(/’i’nj n; )
ﬂ"n- - Z’O‘nv (422)
o o F' (ﬂ’zy n/)

Para o caso s=0, tem-se:

F(4;,)=h,, Z nlon =2, 1 a, (4.23)

e a derivada

E 24r

F'(4;,,) D 1_ D 2.8 ot =2, 1 a, (4.24)

e=1

Substituindo as Egs. (4.23 e 4.24) na Eq. (4.22), tem-se:

E 1
Z i, ol oj,n I'"a,

lj 0= ﬂoj’n/ + ; T (4.25)
Z el =217,

Entdo € possivel aproximar /1‘].:”], e o, que fazem F (4 MJ_) — 0, de forma iterativa,

apartirde4, , e o, conhecidos. Quer dizer, sendo k£ como um contador iterativo, tem-
=

se;
E 1
a1
Z ;s ol (k l)e Z’(k—l)oj,n_/ I a,
ﬂ“(k),j,n_/ - ﬂ“(k—l)j,nj + 1 = T (4.26)
a1
(V 1) ;51 n;, e[ (k 1)06 - Z’(k—l)oj,n_/ ] ' ae
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Obtemos também da Eq. (4.19):

1

Okye = (k l)oe zzﬂ“(k Djn, ]n o) = (4.27)

j=ln;=

Expressoes similares para, £'(4,, ), F'(4,, ), ¢ 4;, podem ser obtidas para r=0..

2. Para s=1,
Substituindo s=1 na Eq. (4.16);

:1—[1 ro’ ! —1+ro’ +(1- r)ZZz,nj e (4.28)

Jj=ln;=

Logo, explicitando o, na Eq. (4.28) tem-se

para s= 1

(1= G S =
o, =[c": +Tz DA Sin ] (4.29)

A seguir s6 vamos desenvolver as equacgdes para s=1.

Usando da Eq. (4.30), F (/1].’”/) pode ser calculada como

S (I-r) -
F(A, )= h;, =>.6,, [o +—=4,,1a, (4.30)
e=1
[
i 24r
F'(4;,)= Z5jn.e[a;’el+u/1ﬂ}” al (4.31)
o e=1 o r o r

Entdo ¢ possivel aproximar 4, , e o, que fazem F(4,, ) — 0, em forma iterativa

apartirde 4, e o, conhecidos.

oj.n;

£ 1
, (I-r) o
z O-(k ll)e . ﬂ’(k—l)j,n- I""a,
;i’(k—l)j,nj + - = (4.32)
1-r) ——a
D8 [0+ A, ]

e=1

A

k) jn;
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1

r) —
O-(k)e = [O-(k l)e zzﬂ’(k D) j.n; ] n; e] - (433)

Jj=ln;=1

4.3.1 Algoritmo solucio
O algoritmo para s = 0 implementado no computador seria :
para k=1,2,... até que a convergéncia seja obtida (loop externo)
para a fontej = 1 ate J

para a faixa n; = I até N;

para k=1,2,... até que a convergéncia seja obtida

. £ T
. r—1 -1 !
E Z J.nj.e O-(k—l)e - )l(k—l)oj,nj ]r ae :
A, = Ao, T £ T
! ! z . lo, -4 ]:a |
i J.n;.e (k-1)oe (k—1)oj,n e
i (7’ - 1) e=1 ’ ! :

...........................................................................

loop interno

para todo e e R,

1
;
: T ire =[O0 e ZZ wyjon, O, el
1

j=ln;=1

O algoritmo para s = 1 implementado no computador seria :
para k=1,2,... até que a convergéncia seja obtida (loop externo)
para a fontej = 1 até J

para a faixa nj = 1 até N;

para k=1,2,... até que a convergéncia seja obtida

E

-1 (1-r) )
hj,nj _z5j,)1/,e[o-(k—l)e + r ﬂ’(k—l)j,n/ ]r lae

— e=l

Aarjn, = Ay, T a-r I
r—1 - o Ye
z 5j,nj,e [o_(k—l)e + r )l(k—l)j,nj ] T

e=1

loop interno

paratodo ec R,
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1

(1 _ I”) J N; 1
O ke = [O_(k ne T P z Z ﬂ’(k—l)j,n/ 5;,;1,,e I

Jj=1 n/-:l

Para s >1 e r —>1, obtemos a fungdo relacionada com a entropia de Shannon,

neste caso, consideramos agora 4, , constante para todos os elementos na faixa R,
>

/”’

algoritmo ¢ também conhecido como MART, e pode ser escrito como

para k=1, 2,... até que a convergéncia seja obtida
para a fontej = 1 ate J

para a faixa n;= 1 até N;

R L

E
25/17 ,e e e

e=1

exp(//i’(k)j,n/) =

para todo e e R,

Jj=1 n;=l1

J N j
G(k)e - G(k)oe exp{z Z j, n/zj,nj:l
Fica evidente que o problema de reconstru¢do depende apenas dos dados
experimentais, de uma estimativa inicial para a incognita, de uma adequada ordenagao
de fontes, feixes, elementos e do conhecimento de suas areas. Assim a particdo de
dominio adotada neste trabalho, com a base natural, ¢ muito conveniente para a

implementagdo computacional.

4.4.- Método de Tikhonov

O método de regularizacdo consiste na determinagdo da solugdo aproximada mais
suave compativel com os dados de observagdo, para certo nivel de ruido. A busca da
solu¢do mais suave (regular) ¢ uma informagdo adicional que transforma o problema
mal posto num problema bem —posto.

Tem-se agora um problema similar de otimizacdo: dada pela minimizagdo do
funcional erro, definido na Eq. (4.2), elevado ao quadrado sujeito a um operador de

regularizacdo TIKHONOV & ARSENIN, (1977).
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K
Minimizar Z:[Fk(a)]2 sujeito a aD(o,0,) (4.34)

k=1

onde a ¢ o parametro de regularizacdo e o termo de regularizagdo considerado ¢ a
distancia de Bregman

M= (3[R ©@F +ab,0,)] (435)

1

A técnica dos multiplicadores de Lagrange permite colocar na mesma fungao custo
os objetivos de fidelidade dos parametros com o modelo direto e a de regularidade

(suavidade) eleita da quantidade desconhecida, da seguinte forma:

K
Minimizar M = Minimizar {Z[Fk (0)]2 + aD(o,0,)} (4.36)

k=1

Note que se @ —> 0 o termo de fidelidade dos dados, ou fungdo objetivo, €
superestimado enquanto para o — o toda informagdo no modelo matemadtico ¢
perdida.

Como a minimizacdo do funcional descrito pela Eq (4.36) resulta da obtencao de
uma solucdo unica, condizente com os valores esperados (o ), emprega-se a equacgao de

ponto critico a ser resolvida.

oM £ oM
o0 Ny

e

0 (4.37)

e

Neste sistema se tem um nimero igual de equacdes e de incdgnitas, e ele pode ser
resolvido através do método de Newton-Raphson multivaridvel (LIM, 1990; PRESS et
al, 1996; CIDADE ,2000), que ¢ um método iterativo, fazendo

o' =" +Ac", com k=0102,..; (4.38)

até obter, através de um algoritmo iterativo,

N =0 (4.39)
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onde k indica o nimero de iteragdes € o* o valor inicial.
A linearizacdo da Eq. (4.37) foi obtida a partir da retengdo dos termos de primeira

ordem da expansao de Taylor:

N(c*") = N(o )+Z nes (4.40)

k+1

Entdo,se N(o )=0, tém-se

—N(O'k)ZiaN(o-)

e=1 e

(Ac) (4.41)

Oe

k+1 k-1

E possivel calcular o**' a partir de um ¢ e um o', considerando as Egs. 4.40 ¢

441
K+l _k 1 -1y, ON(0) k-1
o, =0, + N©) [N(o, )+ : ot (Ao, )] (4.42)
oo, o
Neste trabalho tem-se que
2
Ms,r = Z[h zo-eae e, j,nj ] +aDrs (O-’ O-O) (443)
j.n eeR;
logo, para s =0 com r >1
oM ,
NO V(Geﬁaeo) = O’V(Ge 060) =
’ oo,
D> (-2h,,6,, 4. +2a, Zae O, ) tael =0l ) =0 (4.44)
Jn eeR
para s —1 comr >0
Nl,O(Ge)Geo)_ Z( 2hjn] Ljn]ac +2a ZGE e ejl’lj alL(Gz_l_O-;cjl)zo (445)
Jn eeR —-r

para s >1ler—1
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N, (o,,0,,)=>(=2h,,6,,, a, +2a, Zae . =0 (4.46)
Jn eeR J oe
as derivadas parciais podem ser obtidas sem dificuldade
N'(c,) = ON(o,,0,) (4.47)
oo,
para s =0 com r > 1
Ny, (0)=2.6,,,2a, Y a)+ta(r-No? =0 (4.48)
J.nj €eer; .
para s —>1 comr >0
N, (o) =2.(2a,6,,, Da)taol” =0 (4.49)
J.nj eeRj_”j
para s >1ler—1
N (c)=).(2a,6,,, >.a, )+aln— =0 (4.50)

j.nj eeR nj g

Estas derivadas podem ser obtidas numericamente, de

N(o,+vh)—-N(o,)
vh ’

nos empregamos vi= 0.0005, devido que as derivadas numéricas se aproximam as

N'(o,)= (4.51)

derivadas analiticas com um erro de 107>
O emprego do método iterativo mostrou-se apropriado, devido ao seu carater de

correcao sucessiva (KREYSZIG, 1972). Portanto, utilizando as Egs. (4.44) ¢ (4.50)

pode-se calcular o valor dos incrementos e o valor de o**' dada pela Eq (4.42).

4.4.1. Algoritmo soluc¢io com s=0 e r=1

1. passo; inicializagdo do método escolha uma estimativa inicial o, , com e=1,..,E

2. passo; caleular N'(o,,)=>_(-2h, 6, .a,+2a, zgeaaeéej .

Jj.n ecR;

3. passo, calcular N"'(c,,) da Eq. 4.51
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N'(o,,)
N"(o,,)

eo

1_
4.passo o,=0,, +

5. passo calcular N(c!) e N'(c!) das Egs. 4.44 € 4.51

6. passo; fazer k=1 ate 60000

1
o= ot 4 N6y + N'(c"" * (6 =5 )],
. e N'(a")[(e) (o, *(o, —0, )]

E
7. passo; Se Z‘(of —~ 0':*1)‘ <107*, Sair ao passo 9
e=1

8. passo; Caso contrario
Calcular N(c*™) e N'(c'™") das Egs. 4.45 e 4.51, logo retornar ao passo 5, para
obter um novo valor de &

_ k+1
9.passo o, =0, , fim

Algoritmos similares sdo obtidos para s >1 , >0 ¢ s—>1, r >1.
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CAPITULO 5
RESULTADOS

Neste capitulo apresentam-se resultados dos casos:

1. Estimativa do coeficiente de absor¢ao para um meio unidimensional

2. Estimativa do coeficiente de absorcdo e espalhamento para um meio

bidimensional

3. Reconstru¢do de imagens, empregando o algoritmo ART

4. Reconstrucdo de imagens, empregando a Regulariza¢ao de Tikhonov

Procurando um nimero que nos indique a qualidade nas estimativas das incognitas
de cada caso teste, definimos o erro percentual total (EP) dado por;

E
> Ep,

Epe _ %Je,exaw = O caleulado ‘% EP=<l___o (51)

o E

e,exato

onde o sub - indice e indica um determinado elemento discretizado, E o nimero total
de elementos em que foi discretizado o meio.

E necessario lembrar que para cada caso teste se faz uma comparagio entre os
resultados obtidos com diferentes algoritmos, considerando como critério o erro
percentual (EP). Os tempos computacionais gastos ou as iteragdes empregadas, nos
algoritmos solucdo do problema inverso, sdo também apresentados. Para o meio
unidimensional os tempos computacionais foram pequenos, menores em 1 s.

Como dados experimentais reais ndo estavam disponiveis, foram empregados dados
exatos e dados experimentais sintéticos. Os dados exatos sao aqueles obtidos da solugao
do problema direto e os dados experimentais sintéticos sdo obtidos ao adicionar ruido

ramdomico aos dados exatos (valores entre 0 e 1), obtidos da expressao;

Dioxp = Dioxato T Vi v, = tpercentajem * numero rand (i) *q,,.., (5.2)

onde ¢, € o fluxo obtido com valores estabelecidos a priori para as “incdgnitas” do

problema inverso, v, ¢ a percentagem maxima de ruido randdémico, entdo com

diferentes v, podem ser simulados diversos niveis de ruido no dado experimental.
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Todas as grandezas aqui apresentadas sao adimensionais.

5.1 Problema unidimensional

5.1.1 Tipo e localizacdo dos detectores

Os detectores aqui considerados medem o valor da intensidade da radiagdo, ou do
fluxo angular de particulas ndo carregadas, integradas no dominio angular, ou seja, a
grandeza medida ndo apresenta dependéncia com a variavel angular (vide Fig. 5.1).

Nos seguintes exemplos espera-se recuperar os coeficientes de absor¢do de um meio
participante empregando o método de méaxima entropia generalizada baseada em trés
familias de distancias de Bregman descritas no capitulo 2.

Em todos os exemplos considera-se: a intensidade da fonte ¢ igual a 1 e o

coeficiente de espalhamento conhecido. Espera-se estimar os coeficientes de absorcao, a
partir das medidas dos detectores que medem os fluxos transmitidos ¢/ .. € ¢, € 0s
detectores que medem os fluxos refletidos ¢, e ¢, ... A Fig. 5.1a apresenta a geometria

do problema.

As intensidades medidas pelos detectores sdo calculadas por:

Lo Lo
r r_
Dimax Z Wysde, e - My q, = Z —w o dwy (5.3)
= 1=
/111>0 ﬂ11<0
Lo Lo
t__ ro_
@i=2 = wiIwy, Qo™ 2 W, 1€, 1y (5.4)
it=,1<0 il=,1>0
Fonte=1
r t ! r
QI 4 max ql qimax
I
K ) [ 0
Iw=0 le=0
Ie=0

i
(=)

detector

Fig. 5.1 - Geometria do problema
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5.1.2 Validacao do problema direto no meio unidimensional

A validacdo do algoritmo solu¢do do problema direto foi feita por comparacao dos
Nnossos resultados com aqueles publicados (FIVELAND,1987;
CHANDRASEKHAR,1960), para o seguinte problema:

Considere duas placas planas, isotérmicas, grandes, paralelas, separadas de uma
distancia L. Uma placa estd a temperatura T; com emissividade & =1 e a outra placa a
temperatura T, =0, com emissividade ¢,=0. O meio cinza difuso ¢ absorvedor/emissor,
tudo o que absorve, emite, conforme nossas equacgdes (balango de energia); ndo existe
perda por absorc¢do. Se o sistema esta em equilibrio radiativo pede-se determinar o fluxo
que atravessa a placa. O comprimento do meio ¢ L=1.

Este problema foi resolvido para um meio com dispersdo isotropica. A equacao

empregada para determinar o fluxo que atravessa a placa foi:

q,= 7-1,,-4q, (5:4)

onde 7-/,,= 1 e estd relacionada com T. A Tabela 5.1 mostra os resultados exatos

(MODEST, 1987) e os calculados, neste trabalho, com as quadraturas LSH S
(FIVELAND, 1991), Gauss —Legrende (ABRAMOWITZ & STEGUN, 1970) com Sy e
8207

A Fig. 5.2 apresenta uma comparagdo dos g, e dos tempos computacionais versus

diferentes numero de discretizagdes do dominio espacial, obtidos com as quadraturas:
Gauss - Legrende Sjp e Sy, ¢ LSH S;.

Neste trabalho se emprego a quadratura LSH S;y, com uma parti¢do do dominio
igual a 10, devido que ela oferece resultados similares a quadratura Gauss — Legendre
S20 € o tempo computacional gasto do LSH Sjy, ¢ menos que a metade empregada no

Gauss — Legendre S, com uma parti¢do do dominio igual a 20.

Tabela 5.1 Valores calculados de ¢,

o Valores | Gauss —Leg | Gauss —Leg | Este trabalho [Harmodnicos esféricos
! exatos S]o Szo LSH SlO P]
0 1.000 1.0000 1.000 1.000 1.000
0.1 0.9157 0.9131 0.9145 0.9138 0.9302
0.5 0.7040 0.6982 0.7026 0.7026 0.7273
1.0 0.5532 0.5469 0.5517 0.5529 0.5714
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Fig. 5.2- Comparag@o dos ¢, dos tempo computacional obtidos com as quadraturas:

Gauss - Legendre Sjp e Sy, € LSH S para diferentes particdes do dominio.

5.1.3 Estimativa do coeficiente de absor¢io empregando a func¢do 7 (z,)

na construcio da distincia de Bregman. Método de maxima entropia

P —Zi)

(z;

S—r

generalizada
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5.1.3.1 Estimativa do coeficiente de absorc¢ao
Nas Figs. 5.3, 5.4, 5.5 e 5.6 apresentam-se diversas curvas obtidas com os erros

percentuais, EP, gerados com diferentes 7, (valores de r e s), ao tratar de estimar os
o,em um meio homogéneo, com propriedades dadas na tabela 5.2. A tabela 5.3,

apresenta os valores inicias o, , valores minimos /b e maximos ub onde as incognitas

vao ser procuradas.
Destas Figs., observa-se:
1.- Figs. 5.3,5.4,5.5 ¢ 5.6 as linhas para s =0e s—>1se superpdem entre 1 <r <8,
2.-Figs.5.3,5.4,5.5e5.6,alinha s—>1 se une a linha s=1, em r=1
3.- Figs. 5.4, 5.5 ¢ 5.6, a curva para s — 1 apresenta menor EP ¢ a linha s =1 o maior

EP comparadas com as outras curvas. Nos trés casos o, ¢ menor que o dado a ser

estimado

4.- Na Fig. 5.5, a curva s=1 apresenta menor EP e a linha s —>1 o maior EP

comparadas com as outras curvas. Neste caso o,, ¢ maior que o dado a ser estimado
Levados destas observagdes se fez um estudo dos dados iniciais e sua relacdo com a

curva s > 1 e s =1, com o objetivo de encontrar os » O6timos que permitam um menor

EP na estimativa de o, .

Tabela 5.2. Propriedades do meio em estudo

o, o, |Intensidade da fonte | Nimero de parti¢do do meio
Fig. 5.3 0.9 0.5 1.0 10
Fig. 5.4 0.3 0.5 1.0 10
Fig. 5.5 0.9 0.5 1.0 10
Fig. 5.6 0.3 0.5 1.0 10

Tabela 5.3- Dados iniciais empregados para a estimativa dos o,

o, o, b (valor minimo) ub (valor maximo)
Fig. 5.3a¢ 5.4 0.0001 | 0.5 0.0001 3.0
Fig.5.4¢5.5 0.5 0.5 0.0001 3.0
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5.1.3.2 Os valores iniciais o,

As Figs. 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12, apresentam os EP obtidos com diferentes

o, segundo a tabela 5.4, para s — 1 e variando r no intervalo [0,20].

Cada Fig., apresentam 10 curvas, cada curva ¢ um caso para um o, diferente a ser

estimado no meio. O valor de o, varia entre [0.1 e 1.0], vide legenda de cada Fig..

Tabela 5.4- Dados iniciais empregados para a estimativa dos o,

Fig. 5.7 o = 0.0001
Fig. 5.8 o = 0.001
Fig. 5.9 o = 0.0l
Fig. 5.10 o = 0.1
Fig. 5.11 o =05
Fig. 5.12 o = 10
Em todos os casos, o, =05

Em todos os casos, /b= 0.0001
Em todos os casos, ub =3.0

180 T T T T T

100

EF

A0 -

Fig. 5.7 - EP obtidos considerando o,, = 0.0001
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Fig. 5.12 - EP obtidos considerando o, = 1.0

Das Figs. 5.7 ao 5.12, confirma-se que existe uma relagdo entre os dados iniciais € o

EP obtido na estimativa de cada o, com diferentes . A tabela 5.5 apresenta os valores
de r e de o, que ofereceram menor EP. E preciso comentar o seguinte; tentou-se
trabalhar com o,, maiores que 1.0 porém sem sucesso, pois para algumas estimativas
de o, o computador travava. Um resumo da tabela 5.5, seria a seguinte recomendacdo:
Para a estimativa de o, se o,, << o, sugere -se empregar » maiores a 2; € se o, >

O, sugere-se empregar  pequenos.

Tabela 5.5- Dados iniciais e r 6timos para a estimativa dos o,

Valores iniciais Valores de r
o, = 0.0001 3<r<s e 7<r<17
o, = 0.001 4<r<5

o, = 0.01 4<1r<6

o, = 0.1 5<r<9

o, =05 1

o, = 1.0 0.5
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Com esta recomendacao nds construimos o seguinte algoritmo para a estimativa
do coeficiente de absor¢do com dados exatos, que vai ser resolvido considerando dois

passos.

5.1.3.3 Algoritmo 1. Meio homogéneo

Passo 1.- Minimizar D(c,,0,,) sujeitoa F(o,),coms=1,r=3 e o, =0.0001
Passo 2. Seja o, os valores obtidos do passo 1, com todos eles calculamos o valor
médio O'_a. e

Passo 3.- Minimizar D(c,,0,) sujeitoa F(o,),coms=1,1=0.2¢ o, = o,

Exemplo 1. Meio homogéneo. Dados exatos

Neste exemplo empregando o algoritmo 1, intenta-se estimar o, para dez meios
homogéneos, em todos os casos o, ¢ conhecido e iguais a 0.5. As Figs. 5.13a e 5.13b
apresentam os o, ¢ EP obtidos com o passo 1. As Figs. 5.14a e 5.14b apresentam os
o, ¢ EP obtidos com o passo 1- 3 . Nas Figs. 5.13a e 5.14a apresentam-se dez curvas,
cada curva apresenta os o, estimado no longo do meio. O valor procurado em cada

curvo ¢ dado na legenda. Observa-se nas Figs. 5.13b e 5.14b uma reducao do EP.

| s S S —
S N S S S S R B
. o R
: S
o o s
5 A A 3
& o R O P ‘
5 T A S S S e S A
3 A S i
S SR O O O SO
o _* §
Dfp-eeetereens L L LA L L L— foreneen]
A N T T O B = b
L coef. absorcao estimado. PASSO 1
a) Estimativa de o,= ca na legenda b) Estimativa do EP para cada o,

Fig. 5.13 — Estimativa o, com o passo 1. Exemplo 1 dados exatos
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Fig. 5.14 — Estimativa o, com o passo 3. Exemplol, dados exatos

Exemplo 2. Meio homogéneo com ruido randémico

Considere-se um meio com o,= 0.9 e o,=0.5. Tratando de simular medidas

experimentais dos detectores (10 casos testes) como apresenta a Fig. 5.1, adiciona-se
um ruido randomico até 3% a medida exata, para logo poder estimar o coeficiente de

absor¢ao.

Na Fig. 5.15 sdo apresentadas o coeficiente de absor¢do médio (&,) € o erro

percentual (EP) calculados considerando as seguintes discretizagoes: na Fig.5.15a uma
discretizacdo espacial ((DE) igual a 10, na Fig. 5.15b considera-se D.E=4, na Fig. 5.15¢

considera-se D.E=6, na Fig. 5.15d considera-se D.E=12, na Fig. 5.15¢ considera-se
D.E=16, na Fig. 5.15f considera-se D.E=20.
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Fig. 5.15a — Estimativa de o, . Exemplo 2, meio homogéneo, com DE=10.
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Fig. 5.15f — Estimativa de o, . Exemplo 2, meio homogéneo, com DE

5.1.3.4 Algoritmo 2. Estimativa de o, para um meio formado por duas placas

Consideremos um meio formado por duas placas paralelas. Sendo conhecida as

espessuras das placas, € possivel determinar os coeficientes de absor¢dao que as formam

com o seguinte algoritmo:

0.0001

sujeitoa F(o,),coms=1,r=3 ¢ o,

Passo 1.- Minimizar D(o,,0,,)

Passo 2.- Considerando as espessuras das placas dividimos em intervalos as
63

discretizagdes que formam o meio em estudo. Com os o, obtidos do passo anterior,
calculamos as médias para cada intervalo. Os novos valores iniciais sdo os o,

calculados para cada intervalo.



Passo 3-. Minimizar D(o,,0,,) sujeito a F(o,), com s=1, r=0.2. e considerando para

cada intervalo o, = O'_a calculado do passo 2.

Passo 4 — Repetir o passo 2 e 3, cinco vezes.
Este algoritmo foi testado com sucesso para todas as combinagdes possiveis na

espessura das placas e com diferentes o, no intervalo (0.1, 0.2,...,1.0).

Exemplo 3- Meio de duas placas. Dados exatos
Considera-se um meio formado segundo a Fig. 5.16. O problema consiste em
determinar os coeficientes de absor¢ao. As Figs. 5.17 e 5.18 apresentam os coeficientes

de absorc¢do estimados e o erro percentual obtidos em cada repeti¢ao dos passos 2 e 3.

Exemplo 4. Meio de duas placas Dados com ruido randdémico.

As Figs. 5.19, 5.20 e 5.21 apresentam os erros percentuais de 10 casos-testes, onde
foi adicionado ruido randomico até 1.5% do valor exato nos medidas dos detectores,
para um meio com a mesma geometria da Fig. 5.16. A placa 1 tem o coeficiente de

absor¢do igual a 0.3 e a placa 2 com coeficiente de absor¢ao igual a 0.7.

Placa 1 Placa 2

;=03 0,=03 ;=03 ¢,=03 g=07 g7 g=0 g0 g=07 g

al

Fig. 5.16- Geometria do problema heterogéneo. Exemplo3
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Fig. 5.19 — Estimativa dos o, . Exemplo 4, dados com ruido randdmico ate 1.5%.
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Fig. 5.20 — EP versus iteragdo.Exemplo.4, dado com ruido ate 1.5%.
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caso teste

Fig. 5.21 - O EP obtido em cada caso teste. Exemplo 4

5.1.3.5.- Algoritmo 3 Meio formado por dois materiais. Estimativa de espessuras

Tendo como conhecido os valores do coeficiente de absor¢do e espalhamentos das
duas placas que formam um meio, se vai estimar as espessuras das placas. O algoritmo
empregado neste problema ¢ apresentado a seguir:

Passo 1.-Definimos os parametros o

amin

o

amax 2

como os coeficientes de absorc¢do das

e definimos o

amed

<o

amax 2

placas que formam o meio. Se o

amin

= (Jamax +O_amin )/2

definimos no=10 (discretizagdo do meio). Logo:

Minimizar D(o,,0,) sujeitoa F(o,),coms=1,r=1e o, =0

a0 max
Passo 2.- Com os valores de o, estimados do passo 1, calculamos a media a_a

Passo 3.- Minimizar D(c,,0,,) sujeito a F(o,), com s=1, r=0.2. Para cada elemento
discretizado i, se faz:

Se 0, <0,; 0,,=0,mn s €Caso contrario o, =0,

Passo4.- B=0, h=0
Enquanto B =0, faca:
h=h+1

h

c,=0

a’
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Para i=1 ate no

Se 0, <O, ed> Tui=Coumn s €ASO contrario o, . =o,, ., fimse
Fim para

Logo:

Para i=1 até no—1

S€ O s = Tl > 1O umed = O |1.25 entdo o,,.,,=0,, , fim se
S |Coumea = Ouil ' 1.25 <0 eq = T | €00 0, =0, fim se
Fim para

Minimizar D(o,,0,,) sujeito a F(o,), coms=1, r=0.2.
Se Yo, —ol <107 entdo B=1
i=1

Fim

Exemplo 5 — A espessura de duas placas juntas
Neste exemplo emprega-se uma geometria similar a Fig. 5.16. Os coeficientes de

=03 .0

amax

absorc¢do das placas sio o = 0.7, entdo os valores iniciais para o

amin

PASSO 1¢ o,, = 0.5. As Figs. 5.22 ¢ 5.23 apresentam a geometria estimada do meio e

o Ep obtido para cada iteragao.

0.75
0.7}
0.65 -
06 1
0.55 -
0.5~
045 1t
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0.35 -
0.3 +
0.25

T
|
|
_
|
|
|
5
|
|
|

S I

S I

[
|
|
_
|
|
|
5
|
|
|

coeficiente de absorcao

e e Y

| [
| |
| |
L _
| |
| |
| |
***** ==
| |
| |
| |
[l [l
| |
| |
1 L

0O 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1
xX*L
Fig. 5.22.- Estimativa da geometria no exemplo 5.
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EP

iteracao

Fig. 5.23.- Estimativa do EP em cada iteracdo do exemplo 5.

Exemplo 6 — Estimativa da espessura de duas placas. Dado com ruido ate 1%.
Neste exemplo emprega-se uma geometria dada pela Fig. 5.22, para 10 casos —testes
onde ¢ adicionado ruido ate 1%. A Fig. 5.24 apresenta as geometrias estimadas. A Fig.

5.25 apresenta o EP calculado em cada iteragao.

0.8

0.7

0.6

coeficiente de absorcao
o
(@)

O 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
x*L

Fig. 5.24- Geometria do meio estimado. Exemplo 6.
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EP

Fig. 5.25- O EP por cada iteragdo. Exemplo 6.

iteracao

5.1.3.6.- Estimativa do coeficiente de espalhamento

Exemplo 7.- Meio homogéneo, empregando o algoritmol.

Considerando o, conhecido e igual a 0.5, se vai estimar o coeficiente de
espalhamento, em 10 meios com diferentes o, entre 0.1 e 1.0 (vide legenda da Fig.

5.26). A figura 5.26 apresenta, os valores estimados de o, e o erro percentual obtidos

com o passo 1 definido para meios homogéneos. O passo 3 torna o EP menor.

Em poucos caso- teste logrou-se estimar o o, para um meio heterogéneo.

; ; ; ; ; ; 009 T T T T T T

o TF+—r—+———=—F+—+—+r——— — =01
k] : : : : : : bl = cs=02 0.08
g 09 —— ¢5=03
= 3 ; ; 3 3 ; 3 cs=04 007
8 08"'4—3—9—E—|’—r—9——?——9——?—1—1:—|j— —— =05
o . T V|- cs=06 0.06
ag 07 +-—0—3 E=-+ E-+- 3 —»—3 +—--+-E fu e 0T
€ 0 p— ittty o 5708 0.05
] | : : : : : : c5=09 &
% 05 [ttt - CSIZTU 004
8_ '
o 04r T o
@
03T
3 002
% 02— ——————% »
801****— )

0 I i i I I i I I i 0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

coef. espalhamento. PASSO 1
Fig. 5.26.— Estimativa o, como o passo 1. Exemplo 7.
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5.1.4 Estimativa do coeficiente de absorcio empregando a funcio 77(z)=

1

r—1

i
In) z’ na construgio da distincia de Bregman.
=

5.1.3.1 Meio homogéneo
Na Fig. 5.27-, apresentamos os EP gerados ao solucionar o problema inverso

empregando o funcional 7.(z), variando o parametro r no intervalo: 0 <r <1. Cada
Fig. apresenta dez curvas que indicam um o, diferente a ser estimado, segundo a
legenda. Os valores iniciais o,, empregados foram para a Fig. 5.27a -o,,=0.0001, a
Fig. 5.27b -0,,=0.001, a Fig. 5.27¢c -0,,=0.01, a Fig. 5.27d -0 _,=0.1, a Fig. 5.27¢ -
0,=0.5. Para o,> 0.5, o computador ndo conseguiu estimar para todos os &, .

De todas estas Figs. observa-se que os menores EP sdo obtidos com o,,=0.5.

1

r—

i
anz; ndo oferece melhores estimativas que
Jj=1

observa-se que o funcional 77,(z) =

o funcional 7,,.(z,) = @
s—r

7 [ R S N B 7 N | | L
%.W 02 03 04 05 06 07 08 09 %.W 02 03 04 05 06 07 08 09
[ [

Fig. - 5.27a. EP versus r, como,,=0.0001 Fig. 5.27b - EP versus r, como,,=0.001
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— ¢a=0.1

---------------------------------------------------------------------

Fig. 5.27c - EP versus r,como,, =0.01

EP

5 I I I i
%.1 0r 03 04 05 08 07 0% 09
r r

180
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100
&0
60
40

E
E

20

— ca=0.1
— ca=02
— ca=03

ca=04

--------------------------------------------------

..................................................

_____________________________________________________________________

e

..................................................................

__________________________ A

04 05 06 07 08 09

Fig.. 5.27e. EP versus r, como ,,=0.5
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5.1.5 Estimativa do coeficiente de absor¢io empregando a fun¢io 7,(z)= —Inz,

na construcio da distincia de Bregman.

5.1.5.1 Meio homogéneo
Na Fig. 5.28, apresentamos os EP gerado ao solucionar o problema inverso

empregando o funcional 7,(z). A Fig. apresenta oito curvas, que se diferenciam por ter
sido utilizados diferente dados iniciais o,,. A legenda na Fig. 5.28, indica quais foram

os valores utilizados. Em cada curva apresentam-se os EP estimados para dez meios

com diferentes o,, como indica o eixo x. Observe-se que os EP menores sdo obtidos
quando o dado inicial estd proximo do dado a ser estimado. Para o,,=2 ou o, >3, 0
EP se incrementa a mais de 10* para alguns valores de o, a serem estimados, sendo esta

a razao por que ndo foram considerados na Fig. 5.28

150

_______________________

can=0.0001
— caco=0.001 ! '
— cao=0.01

can=0.1 : '
— can=0.5
—4— cao=11 : !
—— cao=3.0 ' '

N

EP

50

________________________

02 03 04 05 06 07 08
coeficiente de absorcao

Fig.. 5.28. EP gerados com o funcional 77,(z), com diferentes o,
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5.2. Problema Bidimensional.

5.2.1 Validacao do Problema direto para um meio bidimensional
A validagdo do problema direto para um meio bidimensional, empregada nesta tese,

foi apresentada na minha tese de mestrado, (BERROCAL, 2001).

5.2.2 Localizacdo dos detectores para a estimativa do coeficiente de absorcio e
espalhamento

Para a estimativa dos coeficientes de absor¢do e espalhamento em um meio
bidimensional, simulamos medidas experimentais de duas geometrias, relacionadas a

localizagao das fontes e detectores no meio de estudo.

5.2.2.1 Geometria 1
A Fig. 5.29 apresenta a Geometria 1, observa-se que as medidas devem ser obtidas
uma a uma, uma fonte e dois detectores D' e D", como no caso unidimensional. O

detector D' mede o fluxo transmitido ¢’ e o detector D"mede o fluxo refletido na

fronteira ¢”. Segundo a localizag¢do do detector os fluxos ¢’ € ¢” sdo calculados das

equacoes:

Lo Lo
t — r —_
9 (imax,)) Z Wyl 5y M) da.j)~ z —w, o Iwig gy M (5.5)
=1 =1
uy>0 ;<0

Lo

Lo
t _ —_
9, jmax) Z Wy ARG iy & q(ri,l)_ z - wy ']Sl(l,j) & (5.6)
=1

=1
$1>0 <0

Lo

Lo
t — r —
da.p~ Z - W, ]Wl(l,j) CH 9 (imaxj) — ZW/ '[el(imax,j) CH (5.7)
I=1

=1

M1, <0 ;>0
Lo Lo
t — r —
qdin~ Z - W [Sl(imax, e ¢ 9, jmax) z Wy A1y & (5.8)
=1 1=1
£ <0 £>0

Os valores empregados para g, sdo os mesmos que no caso unidimensional, LSH

S, dada na tabela 3.1, considera-se &=y, .
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Esta geometria permite a estimativa do coeficiente de absor¢do com maior
aproximacao que a estimativa do coeficiente de espalhamento. Pois a perda da radiag¢do
por absorc¢do se da em cada elemento de area que forma o caminho da radia¢ao fonte-
detector, em quanto a perda e contribui¢do da radiagdo por espalhamento se da entre os

elementos que formam o caminho do meio e os elementos vizinhos..

1 1 1 1
I T T T T T T T T 1
T R R T T D R I S oo J_ 1 L_L_L_
I Y T TN T T S N I ool o
w=0 o a0 He=0 “""“"“"“*‘:“‘I""‘Ie=0
F-F-F-F=-F-F ===~} = L L DL . !
' T N T D R e Iw 0__'__'__'_7_7_7_'__7_"_
F-r-r-r-r-r-r-r-r-r- - J_J_d1_L_L_L_
I T O T R I A A I
(N TR TR DY EY T I ittt el el Sl el Sl
F N B B ] it it S S S Sy S A I N DU B R O A
. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ol [ I B | T
e e e e e T e e e e L - J_J_d_L_L_L_
e e i i Tt e e e S
r t B
. I R N IR TN T T AN AN SN /5 L/ AN I SN U NN SN S B R
D(LJ) P T (imax, /) [ A Ry Ry iy B I B
i i L L L L L L 1 L
Is=0 Is=0 r
Isp =1 D,
D/ .
_ _ (1, j max) n=0
In=0 In(l /'max)_1 T T T T T T T
T ! (1 TR N W SO N N N |
- -L-L-L_L_L_L_l__L_L._ I T R R R TR T R |
L L I T TR TR D ST AR N By B
F-F-F=F-=F=F=F-lm=F -+~ (T T T R R T S
Lot 1 ey ! F - —— =A==t -t-r-F-} Jo =
F e B S S w=0 " le=0
ik SO R R T B R R - Tt TT T rof
R T
F-F-F-F-F=fF=t-lm=F+-—-+- T
R
______________________ [T TR PR U (R R R My ) | _
rererer e ro T Ie(imax,j)_l
| L L_L_L_L_L_l-_L_L_ D o T i, e e
T T T T T T T P T
F-F-F-F-F—F—F-lm k- D i e e Tl s Bl Sl wld i =Y
I I I I (Lj) koo ao a1 oot o) Mimaxy)
rol rr o rol (I T T e R T R T
L L L L L 1 1 L i i i i A A A

Fig. 5.29 - Posigao das fontes e detectores para a estimativados o, € o,

5.2.2.2 Geometria 2

A Fig. 5.30 apresenta a geometria 2, observa-se s6 detectores D" que medem fluxo
refletido do meio. Nao € possivel medir o fluxo transmitido devido ao aparecimento do
efeito raio na solucdo do problema direto por ordenada discreta. Nao se considera
radiagdo externa que entre no meio que nao das fontes. Com esta geometria s6 ¢
possivel fazer estimativa do coeficiente de espalhamento,

Segundo a localizacdo da fonte e do detector nas faces do meio, vide Fig. 5.39, tem-

se que o fluxo refletido medido ¢ dado:
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SR
(5.9)

4, sdo obtidos da tabela

Lo

z Wy In Gy

I

q(i,jmax)
.
9 (i max, /) z Wy de G ) | 4]

1,2,.., jmax; os valores para &

J

Lo
z w 'Isl(i,l)' | &0l
£ <o

I
1

i=1,2,.,imax;

Lo

,

qq, Z w, - Iw 1(1,)" | w |
/t=/<0

i

r

9.
3.2.

com

(imax,j)
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Outras consideragdes: na maioria dos casos testes aqui apresentados considera-se
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um médio particionado com uma malha quadrada de 10*10. A intensidade das fontes ¢

Fig. 5.30 - Posi¢ao das fontes e detectores para a estimativa dos o,



5.2.3.- Estimativa do coeficiente de absorcao e espalhamento, empregando 7, .(z,) =

(Z"l;j;) na construcio da distincia de Bregman.

Considere-se um meio discretizado por uma malha quadrada de 10 divisdes por
lado, com 100 elementos de areas, 100 coeficientes de absorcao e 100 coeficientes de
espalhamento, um total de 200 incdgnitas a estimar.

Na primeira geometria tem-se as medidas experimentais de 80 detectores, o que da
um sistema formado de 80 equagdes e 200 incognitas a ser resolvido. Para isso,

minimizamos a distdncia de Bregman D, (o0,0,), construida com o funcional

n,.(z,) =(Z,»1 ~z), sujeito ao funcional erro F (o).
—r

Trata-se de encontrar o melhor » que oferega o menor EP,minimizamos com
diferentes valores de » no intervalo de [0.2, 20]. Os coeficientes de absorcao estimados
com o melhor » sdo guardados no arquivo rl.tmp.

Ajudados com os dados do arquivo rl.tmp na segunda geometria tem-se um sistema
formado por 40 equagdes e 100 coeficientes de espalhamentos a serem estimados. Neste
sistema também se vai procurar o melhor » que ofereca o menorEP,. Os coeficientes de

espalhamento estimados com o melhor » sdo guardados no arquivo r2.tmp.

Empregando como dados iniciais os valores dos arquivos rl.tmp e r2.tmp para o, €

o, respectivamente, voltamos a primeira geometria. Tendo por conhecimento que

s

existe uma relacao entre os dados iniciais € o melhor valor de » que resolve um sistema,
voltamos a procurar o melhor » que ofereca o menor EP. Os o, e o, estimados com o
melhor » sdo guardados no arquivo r3.tmp.

Nos 3 casos testes seguintes emprega-se € comenta-se o procedimento descrito

acima para a estimativa de o, e o,

5.2.3.1 Meios homogéneo

Apresentamos a seguir 3 casos testes de meios homogéneos com o, e o,igual a
0.1, 0.5 e 0.8 respectivamente.

Considerando as medidas dos detectores obtidas da geometria 1. Na Fig. 5.31
apresentam-se as curvas obtidas dos erros percentuais EP gerados com diferentes » ao

tratar de estimar o, para cada meio homogéneo. Na Fig. 5.32 apresentam-se os EP ao
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tratar de estimar os o, com diferentes r. Na Figs. 5.33, apresenta-se o tempo
computacional gasto na estimativa de o, € o, para cada r e em cada caso teste

respectivo. A tabela 5. 6 apresentam os valores iniciais o, € o,,, os valores minimos

502
/b e maximos ub onde as incdgnitas foram procuradas.
Para o, > 0.0001, ndo foi possivel construir a curva dos EP versus 1, ja que para

varios valores de r o computador ficava calculando por varias horas, considero-se 6

horas como o tempo computacional méximo de espera para algum resultados.

Tabela 5.6, Valores iniciais, minimos € maximos para a estimativade o, € o,

o, o, |Valorminimo [b |Valor maximo ub

o, O, o, O,

Fig. 5.40, 0,=0.1 ec,=0.1 | 0.0001 | 0.0001 0.0001 0.0001 3.0 1.0
Fig. 5.41, 0,=0.5e0,=0.5 0.0001 | 0.0001 0.0001 0.0001 3.0 1.0
Fig. 5.42, 0,=0.8e0,=0.8 | 0.0001 | 0.0001 0.0001  [0.0001 3.0 1.0

50— : : : : ' ' ' '

: : : : . | ——c¢.a=0.8, c.e=0.8

! ; ; ; . | —c.a=0.1, c.e=0.1
40 oot —— ¢ a=0.5, ¢.e=0.5 [

EP coef absorcao

i | i | |
8 10 12 14 16 18
r

Fig. 5.31.- Erro percentual (EP) na estimativa de o, versus r
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Fig. 5.32.- EP na estimativa de o, versusr
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Fig. 5.33.- Tempo computacional gasto versus r
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Nas Figs. 5.31, 5.32, e 5.33 observa-se que o menor erro percentual pode ser
considerado para r no intervalo de [2-3].

Para r <1 ndo foi possivel obter resultados, o tempo computacional excedia a 6
horas.

Como os erros percentuais para a estimativa de espalhamento sao altos, estes valores
ndo vao ser considerados como dados iniciais do programa que resolve a geometria 2.

Para os trés casos teste, os valores estimados dos o, com =2 na geometria 1 sdo
empregado para a estimativa do coeficiente de espalhamento. Na geometria 2,
considerando como dados iniciais o, =0.0001 e procuramos o melhor  que nos dém o
menor erro percentual.

As Figs. 534 e 535 apresentam os EP e os tempos computacionais,

respectivamente, versus r , para a estimativa de o, nos trés casos testes dadas na tabela

5.6.
[ [ [
——c.a=0.1,c.e=0.1
"|——c.a=0.5,c.e=0.5
o) ——c.a=0.8,c.e=0.8
-.E | | | | ]
o | | | |
S | | | |
® I T T [ [
c | | | |
© | | | |
Q e A M
w | | | |
o | | | |
8 R SR
O | | | |
O | | | |
o N R S L A
Ui A

12 14 16 18 20

Fig. 5.34 Erro percentual (Ep) na estimativa de o, versus r. Geometria 2
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N
o
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N
o
o

—
o
o

12 14 16 18 20

Fig. 5.35 Tempo computacional na estimativa de o, versus r. Caso teste 2. Meio

Homogéneo. Geometria 2

Da Fig. 5.34, observa-se nos trés casos testes que com =15, o erro percentual na

estimativa de o, ¢ menor que 10. Note que para o primeiro € o terceiro caso teste,

r=15, ndo ¢ o melhor valor que d4 o menor erro percentual.

Os valores de o, obtido com r=15 sdo guardados no arquivo r2.tmp. Um estudo

mais detalhado foi feito depois de terminar estes trés casos testes.

Logo, com a geometria 1 se vai retornar a estimar o, considerando agora como
dados iniciais de o, e o, os valores dos arquivos de rl.tmp e r2.tmp

N

respectivamente.

As Figs. 5.36, 5.37 e 5.38 apresentam os novos o, estimados para diferentes valores
de 7. Note que os erros percentuais na estimativa de o, sdo menores que 1.5 e ndo
variam muito com diferentes r, enquanto o, ndo varia muito em relacdo aos dados

iniciais, dados por r2.tmp.
Pode-se considerar »=9 como o valor 6timo, que apresenta menor erro percentual

na estimativa de o, nos trés casos testes. Os dados estimados sdo guardados no arquivo

r3.tmp.
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Fig. 5.36. Ep na estimativa de o, e o, versus r Caso teste 1. Meio Homogéneo
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=0.1. Geometria 1
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Fig. 5.37. Ep na estimativa de o, e o, versus r Caso teste 2. Meio Homogéneo

0,=0.5 e 0,=0.5. Geometria 1
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Fig. 5.38. Ep na estimativa de o, e o, versus r Caso teste 3. Meio Homogéneo

0,=0.8 ¢ 0,=0.8. Geometria 1.

Tratando de melhorar as estimativas do coeficiente de espalhamento, fez-se um

estudo sobre a variagdo dos r Otimos segundo o valor de o, a ser estimado para os

pontos [0.02, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0], Os r 6timos destes
pontos sdo apresentados por asteriscos na Fig. 5.39. Nesta Fig., a curva ¢ obtida
fazendo um ajuste sobre os pontos com seus respectivos r 6timos.

Algoritmo proposto para a estimativade o, € o,
1.- Considerando: o problema direto da geometria 1, 200 incognitas, o, = o, = 0.001
Minimizar D, (o,0,) sujeito F'(o) com r=2.0.
2.- Considerando: o problema direto da geometria 2, 100 incognitas, o, conhecido do
passo 1. Minimizar D, (o,0,) sujeito F'(o) com r=15.0.
3.- Considerando: o problema direto da geometria 1, 200 incognitas, o, € o,

conhecido do passo 1 e 2. Minimizar D, (o,0,) sujeito F'(o) com 1=9.0.
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4.- Considerando: o problema direto da geometria 2, 100 incognitas, o = 0.001, o,
conhecido do passo 3, Minimizar D, (o,0,) sujeito F(o) com um r calculado da curva

apresentada 5.51, a partir de um &, médio obtido dos o, estimados no passo 2.
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2 ! ! ! ! ! ! ! ! !

e ] S e e

o ! ! ! ! ! ! ! !
S S e
e e o o o o
N Ptht,eL
B e s e S
0 ' | ' ' '

| ] ] ] ] ] ] |
o 01 02 02 04 05 06 07 08 089 1
cosficiente de espalhamento

Fig. 5.39. Os r 6timos para a estimativa do coeficiente de espalhamento.

Exemplo 1.- Meio Homogéneo com o, = 0.7 ¢ 0,=0.7, meio particionado em 10x10
A Fig. 5.40 apresenta os o, e o, estimados e a Tabela 5.7 apresenta os erros

percentuais obtidos em cada passo. O tempo computacional gasto foi de 15 minutos.

Tabela 5.7. EP obtidos para a estimativa de o, ¢ o, . Exemplo 1

o, o,
Valores iniciais o,,=0.0001 o, =0.0001
EP Passol 3.7747827e+000

EP Passo 2 3.0775669e+000
EP Passo 3 1.1877521e+000

EP Passo 4 1.3936111e+000
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Fig. 5.40. Estimativade o, =0.7 ¢ o,=0.7 . Exemplol

Exemplo 2.- Meio Homogéneo com o, = 0.35 ¢ o,=0.35, meio particionado em
10x10. A Fig. 5.41 apresenta os o, € o, estimados e a tabela 5.8 apresenta os erros

percentuais obtidos em cada passo. O tempo computacional gasto foi de 5 minutos.

Tabela 5.8. EP obtidos para a estimativa de o, e o, . Exemplo 2.

Ga GS
Valores iniciais o,,=0.0001 0,,=0.0001
EP Passol 1.21600951124759
EP Passo 2 15.71650461017580
EP Passo 3 0.69722759669040
EP Passo 4 2.40007109728560

Fig. 5.41.- Estimativade o, = 0.35 ¢ o,=0.35. Exemplo 2

85



Exemplo 3.- Meio Homogéneo com o, =0.5e o,=0. 5, meio particionado em 8x8
A Fig. 5.54 apresenta os o, e o, estimados e a tabela 5.9 apresenta os erros

percentuais obtidos em cada passo. O tempo computacional gasto foi de 15 minutos.

Tabela 5.9. EP obtidos para a estimativa de o, ¢ o, . Exemplo 3

o, o,
'Valores iniciais 0,,=0.0001 0,,=0.0001
EP Passol 1.51816177694081
EP Passo 2 2.15862702772479
EP Passo 3 0.70400606135955
EP Passo 4 1.90465418530397
0.55
9 o
£ 0534 |
£
8 051
= =
20491
]
5 0474
[=]

3}

045
8

Fig. 5.42.- Estimativade o, =0.5 ¢ o,=0. 5. Exemplo 3
Exemplo 4.- Meio Homogéneo com o, =0.5 ¢ o,=0. 5, meio particionado 12*12
A Fig. 5.43 apresenta os o, e o, estimados e a tabela 5.10 apresenta os erros

percentuais obtidos em cada passo. O tempo computacional gasto foi de 30 minutos.

Tabela 5.10. EP obtidos para a estimativa de o, e o, . Exemplo 4

Ga GS
'Valores iniciais o,,=0.0001 ,,=0.0001
EP Passol 1.53528975939561
EP Passo 2 2.19699902341753
EP Passo 3 0.70943877516242
EP Passo 4 1.94802120751292
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Fig. 5.43.- Estimativade o, =0. 5 e o0,=0. 5. Exemplo 4

Exemplo 5.- Meio Homogéneo com o, =0.5¢ o,=0.5, Meio particionado 16*16
A Fig. 5.44 apresenta os o, e o, estimados e a tabela 5.11 apresentam os erros

percentuais obtidos em cada passo. O tempo computacional gasto foi de 90 minutos.

Tabela 5.11. EP obtidos para a estimativa de o, ¢ o, . Exemplo 5

Ga GS
Valores iniciais o,,=0.0001 c,,=0.0001
EP Passol 1.54183428649248
EP Passo 2 2.13883082697250
EP Passo 3 0.70604473085297
EP Passo 4 1.99580669168826

coef. espalhamento

Fig. 5.44.- Estimativade o, =0.5¢e o,=0. 5. Exemplo 5
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Exemplo 6.- Meio Homogéneo com o, =0.5e o,=0. 5, Meio particionado 20*20

A Fig. 5.45 apresenta os o, ¢ o, estimados e a tabela 5.12 apresenta os erros

percentuais obtidos em cada passo. O tempo computacional foi de 126 minutos

Tabela 5.12. EP obtidos para a estimativa de o, e o, . Exemplo 6

o, o,
Valores iniciais o,,=0.0001 o,,=0.0001
EP Passol 1.5444735e+000

EP Passo 2 2.1913965e+000
EP Passo 3 0.91607841

EP Passo 4 2.0015647895

coef. absorgéo

Fig. 5.45.- Estimativade o, =0. 5 ¢ o,=0. 5. Exemplo 6

Exemplo 7.- Meio Homogéneo com o, = 0. 5 e o,=0. 5, com ruido randomico at
0.5%. Meio particionado 10*10.
A Fig. 5.46 apresenta os o, € o, estimados e a tabela 5.13 apresenta os erros

percentuais obtidos em cada passo. O tempo computacional foi de 47 minutos.

Tabela 5.13. EP obtidos para a estimativa de o, e o, . Exemplo 7

th GS
Valores iniciais o,,=0.0001 o,,=0.0001
EP Passol 2.77627432327319
EP Passo 2 3.05813627286066
EP Passo 3 2.61689197194661
EP Passo 4 2.97019499506470
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Fig. 5.46.- Estimativade o, =0.5 e o,=0. 5. Exemplo 7

Exemplo 8.- Meio Homogéneo com o, = 0.5 ¢ o,=0. 5, com ruido randémico até

1%. Meio particionado 10*10.

A Fig. 547 apresenta os o, e o, estimados e a tabela 5.14 apresenta os erros

percentuais obtidos em cada passo. O tempo computacional foi de 71 minutos.

Tabela 5.14. EP obtidos para a estimativa de o, € o, . Exemplo 8
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Fig. 5.47.- Estimativade o, =0. 5 e o,=0. 5. Exemplo 7
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5.2.3.2 Meios heterogéneos
Para meios heterogéneos vao-se empregar, os dois primeiros passos dados no
algoritmo para meio homogéneos

Passo 1.- Considerando: o problema direto da geometria 1, 200 incodgnitas, o, = o, =

0.0001 Minimizar D, (o,0,) sujeito a (o) com r=2.0.

Passo 2.- Considerando: o problema direto da geometria 2, 100 incognitas, o

a

conhecido do passo 1. Minimizar D, (o,0,) sujeito (o) com r=15.0.

Exemplo 1.- Considere um meio formado por 2 materiais segundo a Fig. 5.48, com
diferentes o, e igual o, . A tabela 5.15 apresenta as propriedades do meio e os erros
percentuais obtido em cada passo. Na Fig. 5.49 apresentam-se, os valores estimados de

o, e o, depois do passo 2. O tempo computacional foi de 15 minutos.
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i e LTSS PPN RPRS RpURpRN R SN ERp M—
| | | | | | | | |

___I_I__I__I__I__I__I__I_I_ .
R A A B Material 2
I R i T IR S Sl e

|
| | | | | | | | |
L .t Ay i et Rt i
[} [} [} [} ] | | | |
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| [} [} [} ] | | [} [}
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| | | | | | | | |

Fig. 5.48.- Localiza¢ao dos materiais

coef. absorgéo coef. espalhamento

10
NN

Fig. 5.49.- Estimativa do coeficiente de o, ¢ o,. Exemplol
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Tabela 5.15. Propriedades dos materiais € os EP de o, € o, . Exemplo 1

Gd GS
Material 1 0.3 0.5
Material 2 0.2 0.5
'Valores iniciais 0,,=0.0001 0,,=0.0001
EP Passol 1.0910281
EP Passo 2 1.4023716

Exemplo 2.- Considere um meio formado por 2 materiais segundo a Fig. 5.48, com

igual o, e diferentes o, . A tabela 5.16 apresenta as propriedades do meio e os erros

percentuais obtidos em cada passo. Na Fig. 5.50 apresentam-se os valores estimados de

o, € o, depois do passo 2. O tempo computacional foi de 14 minutos.

coef. espalhamento

coef. absorcédo

Fig. 5.50.- Estimativa do coeficiente de o, e o, . Exemplo 2

Tabela 5.16. Propriedades dos materiais e os EP de o, e o, . Exemplo 2

o (o)

Material 1 0.4 0.2
Material 2 0.4 0.5
Valores iniciais g,,=0.0001 0,,=0.0001

EP Passol

3.625605078

EP Passo 2

22.8492401

Exemplo 3.- Considere um meio formado por 2 materiais segundo a Fig. 5.51, com

diferentes o, e o,. A tabela 5.17 apresenta as propriedades do meio € os erros
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percentuais obtido em cada passo. Na Fig. 5.60 apresentam-se os valores estimados de

o, € o, depois do passo 2. Tempo computacional foi del5 minutos.

coef. absor¢éo coef. espalhamento

10 .
| . i
% 2 4 6 8 10 '
X

Fig. 5.51.- Estimativa do coeficiente de o, e o, . Exemplo 2

w
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Tabela 5.17. Propriedades dos materiais e os EP de o, e o, . Exemplo 2

th GS
Material 1 0.3 0.2
Material 2 0.6 0.5
Valores iniciais o,,=0.0001 o,,=0.0001
EP Passol 1.13355649581256
EP Passo 2 26.31271990884450

Destes 3 exemplos, observa-se que, a estimativa de o, em meios heterogéneos foi

possivel nos casos em que os o, eram diferentes entre os materiais que formam o meio.
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5.3.- Reconstrucio de imagem para tomografia de feixes paralelos

5.3.1 Reconstrug¢io de imagens com o algoritmo ART empregando o funcional 7,

Na Fig. 5.52 apresentam-se as particdes do meio que foram empregadas nos casos
testes. A tabela 5.19 apresenta o numero de elementos de 4rea gerados em cada particdo

e o numero de detectores a ser empregados na reconstrucao.

]
R A 5
4 &
5
¥
: 2
(a) 4 vistas e 20 faixas. (b) 6 vistas e 20 faixas. (c) 8 vistas e 18 faixas.
Parti¢ao 1 Parti¢cao2 Particao 3

Fig. 5.52 — Construgao da parti¢do de dominio empregada nos casos testes.

Tabela 5.19. Parti¢oes do meio

Numero de NtUmero de INumero de Numero de

vistas faixas elementos de area [detectores
Particio 1 ¢4 20 1552 80
Particio 2 |6 20 2940 120
Particdo 3 |8 18 4832 144

5.3.1.1 Exemplo 1. Meio homogéneo

Para este exemplo considera-se um meio homogéneo com o,= 0.056. As figuras.
5.53 e 5.54 apresentam os erros percentuais € o0s tempos computacionais,
respectivamente, na estimativa de o, com diferentes r. Em cada figura, cada curva
apresenta a particdo empregada. Curvas similares as mostradas na Fig. 5.53 foram

obtidas para valores iniciais, o,, com valores 0.00001, 0.0001, 0.001, 0.01, 0.1 e 1.0.

Das Figs. 5.53 e 5.54, observa-se uma boa estimativa independente do valor inicial
da particdo empregada. A melhor estimativa ¢ obtida para a particdo 1 ¢ 3, com =2 .0

tempo computacional gasto foi menor ha 30 segundos.
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Fig. 5.53.- Erro percentual versus r . Exemplo 1

r

Fig. 5.54.- Tempo computacional (s) versus r. Exemplo 1

A Figs. 5.55 apresentam imagens reconstruidas com 7=2 com um meio particionado

0.001. A Fig.5.55 (a) apresenta a imagem original e a Fig.

com 6 vistas 20 faixas, o,

5.55 (b) a imagem reconstruida, a imagem 5.55 (c) a diferenca entre o o, original e o

calculado.
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(a) original (b) reconstruido (c)o

a,original O-a,estimada

Fig. 5.55.- Reconstru¢dao de um meio homogéneo. Exemplo1

5.3.1.2 Exemplo 2. Meio heterogéneo com uma deformacio
Neste item, para os casos testes aqui apresentados as propriedades do meio sdo

0,=0.0028 e na deformacdo o,=0.035. A imagem a ser reconstruida ¢ similar a figura

5.59a. Procurando encontrar o melhor valor inicial, as Figs. 5.56, 5.57 e 5.58
apresentam os erros percentuais obtidos com diferentes » e para diferentes valores
iniciais. Na Fig. 5.56 emprega-se a parti¢ao 1, na Fig. 5.57 a parti¢do 2 ¢ na Fig. 5.58 a
parti¢do 3, todas elas descritas na tabela 5.19.

Das Figs. 5.56, 5.57 e 5.58 observa-se que o menor erro percentual ¢ obtido com a
parti¢do 3, de 8 vistas e 18 faixas. Os melhores valores iniciais estdo na faixa de [0.001
—0.1] quando r= 0.25, para a parti¢do 1 ¢ = 0.1 para a parti¢ao 2 e 3.

A Fig. 5.59 apresenta as imagens reconstruidas com o,, = 0.001, 7=0.1 em um meio

particionado de 8 vistas e 18 faixas. A Fig. 5.59(a) apresenta a imagem original, a Fig.

5.59 (b) areconstruida, e a Fig. 5.59 (c) a diferenca entre o o, original e o calculado.
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Fig. 5.56.- Erro percentual versus r. Particdo 1: 4 vistas 20 faixas. Exemplo 2
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Fig. 5.58.- Erro percentual versus r. Particdo 3: 8 vistas 18 faixas. Exemplo 2

(a) original

(b) reconstruido
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Fig. 5.59.- Erro percentual versus r. Particdo 3: 8 vistas 18 faixas. Exemplo 2
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5.3.1.3.- Exemplo 3.- Meio heterogéneo com duas deformacgdoes.

Para todos os casos testes, neste item, as propriedades do meio sdo o,=0.0028 e na
deformagdo o,=0.035. A imagem a ser reconstruida ¢ similar a figura apresentada no
final deste item. Procurando o melhor valor inicial, as Figs. 5.60, 5.61 e 5.62
apresentam os erros percentuais obtidos com diferentes » e diferentes valores iniciais
(o, )- Na Fig. 5.60 emprega-se a parti¢do 1, na Fig. 5.61 a parti¢do 2 e na Fig. 5.62 a
parti¢do 3, descritas na tabela 5.19.

Como no exemplo 1, observa-se que, o menor erro percentual ¢ obtido com a

parti¢do 3, de 8 vistas e 18 faixas, os melhores o, estdo na faixa de [0.001 —0.1]

quando 7= 0.25 para a parti¢ao 1, e = 0.1 para a parti¢ao 2 e 3.
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Fig. 5.60.- Erro percentual versus r. Particao 1: 4 vistas 20 faixas. Exemplo 3
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Fig. 5.61.- Erro percentual versus r. Particdo 2: 6 vistas 20 faixas. Exemplo 3
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Fig. 5.62.- Erro percentual versus r. Particao 3: 8 vistas 18 faixasr. Exemplo 3

A Fig. 5.63 apresenta a imagem reconstruida com o,, = 0.001, »=0.1, empregando a
particdo 3. A Fig. 5.63 (a) apresenta a imagem original, a Fig. 5.63 (b) a imagem

reconstruida, a Fig. 5.63. (c) a diferenga entre o, original e o calculado

— 0

(a) original (b) reconstruido (©) Oy original

Fig. 5.63. - Erro percentual versus r. Particdo 3: 8 vistas 18 faixas. Exemplo 3

a,estimado

5.3.1.4.- Exemplo 4.- Dados com ruido

A Fig. 5.64 apresenta o caso teste de uma imagem reconstruida de um meio
homogéneo, a Fig. 5.65 uma imagem reconstruida de um meio com uma deformacao e a
Fig. 5.66 um meio com duas deformagdes. Nos trés casos - testes acima mencionados a
imagem (a) apresenta a imagem original, nas outras imagens foram empregados dados
com ruido randémico para a imagem (b) até 1% e a imagem (c) até¢ 10%.

Na tabela 5.20 apresentam-se as propriedades do meio, o erro percentual e o tempo
computacional gasto, das trés imagens reconstruidas do exemplo 4.

Nos trés casos foi usada a particdo 3, formada de 8 vista e 18 faixas, o valor de

r=0.2 e os valores iniciais de o,, =0.001.
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Figura 5.66.- Imagem reconstruida com duas deformagdes, dado com ruido
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Tabela 5.20. Propriedades do meio. Exemplo 4

Meio Meio Heterogéneo comMeio heterogéneo com
homogéneo [uma deformacgao duas deformagdes

Figuras 5.64 5.65 5.66

o, No meio 0.0056 0.0028 0.0028

o, nas deformagdes |y 0056 0.035 0.035

Valores inicias o, =0.001 |o, =0.001 o, =0.001

E.P. sem ruido 0.000 5.8632 9.897

E.P. com ruido 1% 0.9427 6.1865 9.9630

E.P.com ruido 2% 1.77 6.27 10.26

E.P.com ruido 3% 2.98 6.83 10.39

E.P.com ruido 4% 4.74 6.91 11.07

E.P.com ruido 5% 5.62 8.00 11.74

E.P.com ruido 6% 7.29 0.17 12.71

E.P.com ruido 7% 9.06 10.8 13.83

E.P.com ruido 8% 11.25 11.33 15.02

E.P.com ruido 9% 13.52 12.63 16.49

E.P.com ruido 10% 15.08 12.83 18.42

Tempo computacional.

Caso sem ruido 45 s 109 s 130's

A Fig. 5.67 apresenta os erros percentuais de versus o % ruido randomico
adicionado aos dados exatos, ¢ a Fig. 5.8 apresenta os EP para 10 casos-teste com 1%

de ruido randdémico nos dados.

20 w w w w w w w

18| -/ —*—meio homogéneo s

—B—meio com uma deformagao

6] —6—meio com duas deformagdes | o~ =

L EET SRR S EEEn e v
1P e S S Shr e (R e

% de ruido

Fig. 5.67- EP versus ruido randoémico (%) nos dados dos detetores.
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Fig. 5.68- EP para 10 casos-teste com ruido randomico de 1%.

5.3.1.5- Comparagio entre o algoritmo ART construido com o funcional 7, e o

algoritmo q-ART
Consideremos dois meios,, com uma e duas deformacgdes, com geometria similar
aos exemplos dadas nas secdes 5.3.1.2 e 5.3.1.3 respectivamente. As propriedades dos

meios sdo 0,=0.0035 e nas deformagdes o,=0.035.

A figura 5.64a apresenta os EP obtidos com o algoritmo ART empregando o
(z; —z})
s—r

A figura 5.64b apresenta os EP obtidos com o algoritmo q-ART . (CARITA,2004).,

funcional 7, =

que emprega a funcional

- 1 ( (z, —1)}
g+1 q

Nas Figs. 5.69 e 5.70 empregou-se o, =0.001.
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Fig. 5.70- EP versus q. empregando o algoritmo g-ART.
5.3.2 Reconstruciao de imagens com a regularizacao de Tikhonov

Os trés exemplos a seguir consideram uma malha quadrada a ser reconstruida. Na

Fig. 5.71 observa-se uma malha regular de 10x10, com 100 o, a ser estimado. A
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medida dos detectores ¢ gerada faixa a faixa de um sistema que gira até angulos
menores que 180 graus.

Nos casos- teses aqui apresentados o sistema girado ¢ formada por 14 faixas que
giram nos angulos de 0, 15, 30, 60, 75, 90, 105, 120, 150, 165, o que gera 160 medidas
de detectores a serem empregadas para a reconstru¢ao da imagem.

Nos exemplos tem-se como interesse, procurar o melhor coeficiente de
regularizacdo “a” e o melhor “7” para ser empregado no Funcional de Tikhonov na
reconstrucdo de imagem. Outro interesse ¢ saber se existe alguma vantagem de
empregar o funcional de Tikhonov construido com a distdncia de Bregman para a
reconstrucdo de imagens, ¢ assim comparar os resultados obtidos pelo método de
Tikhonov como os métodos de Levenberg-Marquardt, Minimos Quadrados e o

LSQLIN (programa oferecido pelo o Matlab em seu toolbox de otimizagao).

detector

Fig. 5.71.- A malha quadrada e os sistemas girados

Neste trabalho se emprego o, =0.0005 como valor inicial nos casos testes. Para a

solugdo do problema inverso empregando os métodos de Tikhonov, minimos quadrados
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e Levenberg Marquardt fez-se um programa para cada método em Matlab. O critério de

A . . E E .
convergéncia foi de 3 (0! —a! )| <107%5 OU Y |igk — gk < 10~ 1MOS casos com mais
e=1 e=1

de 1000 iteragdes. O nimero maximo de iteracdes consideradas nos programas foi de

60000.

5.3.2.1 Meio homogéneo
Exemplo 1.-
Empregando dados exatos para a medida dos detectores, neste exemplo considera-se

um meio homogéneo com o,= 0.08. A Fig. 5.72 apresenta os erros percentuais obtidos

com o método de Levenberg - Marquardt (L.M) e o funcional de Tikhonov (R.T.),
quando  —1le s —1 (entropia de Shannon), e o varia entre 10" ¢ 107" .
Exemplo 2.-

Considerando ruido nas medidas dos detectores de 1 % , 2% e 3%., a Fig. 5.73
apresenta os erros percentuais obtidos com o método de Levenberg - Marquardt e o
funcional de Tikhonov quando » —1e s — 1 (entropia de Shannon), versus « . Para o
variando entre 10"° e 10™". Note que, o valor 6timo de « varia com o % de ruido, a
maior % de ruido maior valor de « . Neste trabalho considerou-se & = 0.1, como o
valor médio para dados com ruido entre 1 e 10 % de ruido, para a funcional de

Tikhonov e para o método de Levenberg-Marquardt.

EP

Fig. 5.72.- Erro percentual versus &, com dados exatos. Exemplo 1
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Fig. 5.73.- Erro percentual obtido versus « , dados com ruido de 1%, 2% e 3%.
A tabela 5.21 apresenta os erros percentuais obtidos com os métodos: minimos
quadrados, Levemberg - Marquardt (« =0.1), o funcional de Tikhonov (quando » —»>1e

s —>1,a=0.1), LSQLIN

Tabela 5.21.- Os erros percentuais obtidos com diferentes métodos

Min. Quadrado [Levemberg MarquardtMétodo de Tikhonov [LSQLIN
r=1 =3

E.P. sem ruido [0.0000010 0.1407 0.775 0.00015
E.P. ruido 1% (0.2102 2.4025 0.4513 0.254 11.8789
E.P. ruido 2% |0.4327 5.0555 0.9039  10.6055 20.8351
E.P. ruido 3% [0.5641 7.1273 1.2263 1.019 29.9086
E.P. ruido 4% |0.8445 8.9835 2.5108  2.50 39.2304
E.P. ruido 5% [1.0154 11.0196 3.0469  3.03 28.5858
E.P. ruido 6% [1.2157 13.0956 4.6633 3.964 44.8182
E.P. ruido 7% [1.4573 14.4343 59177 474 41.5656
E.P. ruido 8% |1.9681 15.0129 0.3928 5.324 39.9363
E.P. ruido 9% [1.6776 24.1578 8.8962  |5.812 48.4287
E.P. ruido 10% [2.1069 24.9663 10.8003  6.834 47.4838
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0.01, e a de cor de vinho

0.1, a azul com «

0.001.

A Fig. 5.74 apresenta os erros percentuais e as iteragdes obtidas com o funcional de

Tikhonov para valores de r entre 0.1 ate 5, empregando dados com ruido de 1%. A

curvas em vermelho foi obtida com «
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A Fig. 5.76 apresenta a reconstrucdo de um meio homogéneo obtido com dados

comruidode 1% e 2% e 10%, para r=0.1 ¢ «=0.01

5 5
0. 0. | .
3 0 5 '§5 0 5

Imagem original dados com ruido até 1%

5 0081 5
0.0805 :
0 008
0.0795 |
0079 .
%5 0 5 5 0 5

Dados com ruido até 2%. Dados com ruido até 10%

Fig. 5.76.- Reconstru¢do de imagem. Dados com ruido

5.3.2.2.- Exemplo 2 meio heterogéneo com 1 perturbacio
Neste exemplo considera-se um meio com o,= 0.04, com uma perturbagdo dada
por um material incrustado com o, = 0.4. A imagem a ser reconstruida nos casos testes

¢ similar a figura apresentada no final desta item.
A tabela 5.22 apresenta os erros percentuais obtidos com os métodos: minimos
quadrados, Levember Marquardt (a =0.1), o funcional de Tikhonov (quando » —>1le

s —>1,a=0.1), LSQLIN
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Tabela 5.22.- Os erros percentuais obtidos com diferentes métodos

Min. Quadrado |[Levemberg MarquardtMétodo de Tikhonov [LSQLIN
=1 r=0.1
E.P. sem ruido [14.024 15.437 3.689 2.22 2.7668
E.P. ruido 1% [14.376 15.493 4.251 2.958 12.722
E.P. ruido 2% |15.568 16.602 6.292 4.36 20.716
E.P. ruido 3% [24.743 20.040 7.814 5.52 31.714
E.P. ruido 4% [31.993 20.969 11.062  [8.56 39.184
E.P. ruido 5% H48.751 23.800 12.713  9.62 42.954
E.P. ruido 6% [55.160 26.587 14.421 10.89 43.220
E.P. ruido 7% [63.358 30.251 15.318 12.04 42.523
E.P. ruido 8% [71.311 30.158 18.163 14.22 40.037
E.P. ruido 9% [73.326 30.270 21.604 15.64 46.638
E.P. ruido 10% |85.011 32.823 25.366  20.42 48.854

As Figs. 5.77 e 5.78 apresentam os erros percentuais € as iteragdes, respectivamente,
obtidas com o funcional de Tikhonov para valores de » entre 0.1 até 2.1, empregando
dados com ruido do 1%. A curva em vermelho foi obtida com « =0.1, a curva azul com

a=0.01, e a de cor rosa com « =0.001.

35

T T T
alfa=0.1
alfa=0.01 | ‘

Fig. 5.76. — Os erros percentuais versus r. Meio heterogéneo com 1% de ruido
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Fig. 5.77. — O nimero de iteragdes versus r. Meio heterogéneo com 1% de ruido

As Figs. 5.79 e 5.80 apresentam os erros percentuais e as iteragdes, respectivamente,

obtidas com o funcional de Tikhonov para valores  de 0.1 até 2.1, empregando dados

com ruido de 2%.

— alfa=0.001

11

1

02 03 04 05 06 07 08 09

0.1

0

5

r

Fig. 5.79. — Os erros percentuais versus r. Meio heterogéneo com 2% de ruido.
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Fig. 5.80. — O nlimero de iteragdes versus r. Meio heterogéneo com 2% de ruido.

Na Fig. 5.81 sdo apresentadas a imagem original e as imagens reconstruidas com

1%, 2% e 10 % de ruido, empregando « =0.1 e r=0.2.

10.25 10.25

{02 10.2

¢)]

-5 0 5 - 0
Imagem original dados com ruido até 1%

a

o

-5

[6)]

-5 0 5 5 0

dados com ruido até 2%. dados com ruido até 10%

Fig. 5.81.- Reconstrucdo de imagem. Dados com ruido.
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5.3.2.3.- Exemplo 3. Meio Heterogéneo com 2 perturbacdes
Neste exemplo considera-se um meio com o, = 0.04, e duas perturbagdes dada por
um material incrustado com o,= 0.2 na parte superior ¢ o,= 0.4 na parte inferior do

material.

Na tabela 5.23 apresenta-se os erros percentuais obtidos com os métodos: minimos
quadrados, Levemberg - Marquardt (« =0.1), funcional de Tikhonov (quando » —1le
s —>1,a=0.1), e LQSLIN.

Tabela 5.23.- Os erros percentuais obtidos com diferentes métodos

Min. Quadrado [Levemberg MarquardtMétodo de Tikhonov [LSQLIN
=1 r=0.1

E.P. sem ruido |18.5514 18.6936 5.0473  3.33 1.6197
E.P. ruido 1% [18.5557 18.6272 5.49 3.74 14.3833
E.P. ruido 2% [22.2621 21.3361 7.99 5.36 30.4874
E.P. ruido 3% [27.2871 23.0812 9.21 6.53 31.9666
E.P. ruido 4% [27.3766 22.7333 11.61 9.09 36.5828
E.P. ruido 5% [31.9783 24.8754 13.56 10.15 35.4082
E.P. ruido 6% |53.1881 29.8295 15.28 11.44 43.3586
E.P. ruido 7% 168.9399 30.2696 16.89 13.41 43.3718
E.P. ruido 8% |71.6844 38.1292 19.47 15.12 41.3229
E.P. ruido 9% [65.4074 39.9931 23.65 17.66 51.8408
E.P. ruido 10% [141.4297 43.9278 27.55 21.82 53.4935

As Figs. 5.82 e 5.83 apresentam os erros percentuais e as iteracdes obtidas com o
funcional de Tikhonov para valores de r entre 0.1 até 2.1 e empregando dados com
ruido de 1%. A linha vermelha é obtida com « =0.1, a azul com « =0.01, ¢ a de cor

rosa com « =0.001.
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As Figs. 5.84 e 5.85 apresentam os erros percentuais e as iteragdes, respectivamente,

obtidas com o funcional de Tikhonov para valores de r entre 0.1 até 2.0, empregando

Fig. 5.83. — O nlimero de iterag

dados com ruido de 2%.



=0.01
0.001

alfa
alfa
alfa=

1415

1.2

0.6 0.8

0.4

0.2

éneo 2 com 2% de ruido.

Fig. 5.84. — Os erros percentuais versus r. Meio heterog
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Na Fig. 5.86 sdo apresentadas a imagem original e as imagens reconstruidas com

Fig. 5.85. — O ntimero de iteracdes versus r. Meio heterog
ruido de 1%, 2% ¢ 10%

de ruido, empregando « =0.1 e r=0.2
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Imagem original dados com ruido até 1 %

10.25
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Dados com ruido até 2%. Dados com ruido até 10%

Fig. 5.86.- Reconstrucdo de imagem. Dados com ruido.
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CAPITULO 6
CONCLUSOES E FUTUROS TRABALHOS

Neste trabalho foram apresentados diversos casos - testes relacionados a problemas
de transferéncia radiativa. Para a solugdo destes casos - testes foram empregados os
métodos de maxima entropia generalizada, algoritmos ART, e a regularizagdo de
Tikhonov.

Para a estimativa do coeficiente de absor¢do e espalhamento em meios
unidimensionais 0 método de maxima entropia generalizada demonstro ser mais

eficiente quando a distdncia de Bregman foi construida com o funcional 77,
relacionado a entropia de Sharma e Taneja, com s=1, 1=0.2, o, =0.0001,
o,, =0.0001, em comparac¢do com os funcionais relacionadas as entropias de Shannon,

Kenyi, Varma e Burn.
Os casos — testes, apresentados para a reconstrucdo de imagens tomograficas.

mostram que o funcional 7,  , ofereceu melhor resultados ao ser empregado:

(1) método de Tikhonov em comparagdo com os métodos de minimos
quadrados e Levemberg Marquardt; e
(i1) algoritmo ART em compara¢do com os algoritmos q-AR7, desenvolvido por
Carita et al., 2004.
E importante comentar que,
- o melhor valor de tentativa inicial para as incognitas em todos os casos testes
¢ aquele que ¢ pequeno em comparagado ao valor a ser estimado.
- no algoritmo ART tem-se que com a maior discretizacdo da malha o erro
percentual diminui.
- Na reconstrugdo de imagem empregando o método de Tikhonov os valores
otimos de s e  foram:

s=1,r=0.1, o, =0.0005, & =0.1

Na reconstrucao de imagem empregando o algoritmo ART

s=1,r=0.10u02, o, =0.0005, a =0.1
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Como trabalho futuro propomos refinar a malha empregada nos algoritmos ART e a
malha empregada na regularizagdo de Tikhonov para a reconstru¢do de imagem.
Aplicar os algoritmos desenvolvidos nesta tese para a reconstru¢do de imagem com

feixes divergentes.
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APENDICE I
CONCEITOS BASICOS DOS MULTIPLICADORES DE
LAGRANGE

Al- Conceitos Basicos

Seja um sistema formado por: K equagdes e p incognitas, dependendo da relagdo
entre p e K em nosso sistema obtemos:

1) se K > p pode-se estender o valor de p até que coincida com o de K. isso

permitird que nosso novo sistema tenha solugao.

i) Se K = p, nosso sistema ¢ consistente e a solucdo € unica

iii) Se K < p, esta situacdo leva a um sistema indeterminado que fornecera um

conjunto infinito de solugdes. Em outras palavras, pode-se dizer que nao ha
dados suficientes para resolver o problema na solucdo desejada.

No item iii) ¢ necessario outro tipo de andlise, na qual ndo mais se procura a
unicidade da solugdo para a formulagdo inicial, mas a melhor solu¢do. A melhor solugao
tem um significado abstrato, pois ndés nao temos muitas referéncias de quais sdo os
valores o0timos de nossas incognitas.

Assim inumeros métodos foram criados, cada um usando um critério que para o seu
autor leva a um melhor solu¢do entre aquelas compativeis com os dados experimentais.
Todos esses métodos usam o critério de minimizacdo (ou maximizagdo) de um
funcional.

Deste modo, ¢ formulado o seguinte problema de programagdo convexa,
considerando as seguintes definigdes:

Definicdo 1 conjunto convexo:: Um subconjunto A de um espago vetorial V ¢ dito

convexo se, para todo x, y € 4 temos. Ver Figura Al.1.

Ax+(1-A)yed, VA €]0,1[. (Al.1)

Definicao 2 fun¢do convexa: Uma fungdo , F: AcV — R ¢ dita convexa se A ¢

convexo e para todo x,y € 4, vale a desigualdade

FOx++(1-2)y) < AF(x) + (1= D)F(») VA €01 (A1.2)
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Uma fun¢do convexa tem um minimo ¢ a derivada da funcdo convexa no ponto
minimo ¢ zero (Figura A1.2).

Problemas deste tipo: Seja F(x,y) a fungdo convexa, e N(x,y) uma reta, procura-
se encontrar o ponto (X € y) que minimiza a funcdo F(x,y), tal que x,y € N(x,y).

Ver Fig. A1.3. Estes sao problemas que podem ser resolvidos utilizando o método de os

multiplicadores de Lagrange. Segundo este método, F(x,y) e N(x,y) ajudados de
uma nova incognita, A, vao a formar uma nova fungdo, L(x,y,A). Para obter os
valores de x e y, precisa-se minimizar a nova fun¢do L(x,y,A). Entdo derivando
L(x,y,A) com respeito a seus 3 incognitas e igualando as derivadas a zero, pode-se
encontrar os valores x,y,4. Os A sdo denominados multiplicadores de Lagrange, eles

fazem possivel que sistemas com maior nimero de incognitas que de equacdes sejam
resolvidas. Para um melhor entendimento apresentamos um exemplo que nos ajudara a
visualizar (Strang, 1986):

Exemplo:
. 1
Seja a fungdio convexa F(x,y) = E(x2 +y’)eareta N: 2x—y=5

Se pede encontrar o minimo valor da F(x,y )considerando (x,y) pertence a reta

N
Solucao 1

Resolvendo: 2x —y =5 paray, logo substituindo em F(x,y) para minimizar-lo
1
y=2x-5; = F(x,y)= E(x2 +(2x-57%);=> F'(x,y)=x+22x-5 =0

ficando x=2 = y=2x-5=-1
Solucao 2
Construimos uma nova fungao L

L=F(x,y) + A (2x—y-5)= %(x2 +y)+ A (2x-y-5) (A1.3)

Agora a fun¢do F(x,y) sera minimizado dentro de L, para encontrar seu minimo

valor deriva-se e iguala-se a zero:

oL

—=0 x+0y+24=0
Ox
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oL _

0 Ox+y+4=0
y
oL
—=0 2x—y+04=5 Al4
PY) y (Al.4)

logo x=-24,y=1,-54=5 => A=-1,x=2 ¢ y=-1

F(x)

X y
Figura Al.1 - Conjunto convexo Figura A1.2 - Fungdo convexa

Figura A1.3 Fun¢do convexa F(x,y) eareta N(x,y)

Observamos que a solugcdo 1 remove a incognita e a substitui em F(x,y) e logo
minimiza a fung¢do, considerando um sistema maior de incognitas este método emitiria
uma solugdo dependendo da escolha das primeiras variaveis a remover. A solugao 2
evita esse problema ao tratar a todas as incognitas de igual forma o que garanta que
sejam obtidos os melhores resultados para nosso problema. Note que a derivada com

respeitoa A ¢ a fungdo F(x,y) original.
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APENDICE II
ALGORITMOS PARA FUNCOES NAO LINEARES

Considerando que: a distancia de Bregman D(o) ¢ a fungdo objetivo, o sdo as

incognitas do sistema, F(o) ¢ a fungdo erro definida pela Eq.4.2..

1. Condic¢ao de primeira ordem
VD(oc)=0 (A2.1)
2. Condicao de segunda ordem

V’D(6)=0 (A2.2)

Em geral, os métodos de otimizagdo comegam com uma suposi¢ao inicial de um o,
que geram uma sucessdo de o, estimativas até que uma solugdo o~ seja alcangada.

Estes algoritmos iterativos caracterizassem pela sua robustez, eficiéncia e precisao.

A2.1 Algoritmos baseados no gradiente

Uma das técnicas aplicadas comumente sdo os métodos baseados no gradiente.
LUEBERGERGER (1984), NASH (1996) e NOCEDAL (1999); provaram que técnicas
de otimizagdo baseadas no gradiente, sdo eficientes computacionalmente, para
problemas de grande porte como em tomografia Otica onde ter 10° ¢ 10° incognitas é

comum. Estas técnicas de otimizagdo usa o gradiente da funcao objetivo (VD(o)), para
calcular a seguinte dire¢do de busca v, (VD) e o comprimento do passo «,. A
expressao seguinte determina uma seqiiéncia de novas estimativas de { o, }:

O, =0, +a,v, (A2.3)

Calculando as novas estimativas de o,,, apresentam-se duas tarefas:
1. Achar um proprio comprimento de passo (¢, )
2. Calcular a direcdo de busca, v, .

Os algoritmos de otimizacdo baseados no gradiente tém a seguinte forma:
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1. Defina o valor inicial o, da solugcdo de o,
2. Se a fungdo objetivo D é minimo em o, entdo fim.
3. caso contrario determina uma nova estimativa o,,, = 0, +a,V,

4. ir ao passo 2.

As técnicas de gradiente diferem-se principalmente na forma que o comprimento de

passo ay. € a dire¢do de busca v, € calculado.

Em tomografia dtica o método mais comum para determinar a dire¢do de busca, v,
¢ a técnica do gradiente conjugada ndo linear, ARRIDGE (1998) ¢ HIELSCHER
(1999). Um método mais complexo ¢ o método Quase Newton, que também sera
estudado. Lembrar: “todas as técnicas de otimizagdo utiliza o algoritmo busca de linha

para determinar o comprimento de passo «, ”.

A2.2 -Algoritmo de busca de linha
O algoritmo de busca de linha ¢ empregada pelos métodos de gradiente conjugado e

o método Quase Newton, para achar o seguinte o,,, = o, +,v, tras a dire¢do de busca
v, .
O algoritmo de busca de linha escolhe uma sucessdo de comprimentos de passo e

aceita o comprimento de passo, «,, que cumpre certas condigdes. Uma condi¢do

simples ¢ que a busca de linha proporcione um valor novo da fun¢do objetivo com

D(o, +av,) <D(o,). Porém, esta condi¢do nem ¢ sempre conduz a uma redugdo

suficiente em D . Entdo sdo formuladas duas condicoes:
1.- Para um decrescimento suficiente em a func¢do objetivo D deve cumprir com a
inequacao seguinte

D(o, +av,) < D(c,)+Cl-a-VD(c,) v, (A2.4)

A constante C1 € (0,1) ela ¢ também chamada de condi¢do de Armijo ou condi¢do de
decrescimento suficiente. Ainda esta condi¢do s6, ndo assegura que o algoritmo avance
razoavelmente.

2- A uma segunda condi¢do, chamada a condi¢@o de curvatura, que exige satisfazer

VD(o, +aV,)'V,>C2-VD(c,) v, (A2.5)
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onde a constante C2 € (C1,1).

Ambas condigdes 1 e 2, sdo conhecidas como as condi¢cdes de Wolfe. Valores tipicos de
C2 ¢ 0.9 quando a direcao de busca ¢ escolhida para o método de Quase Newton, e ¢ 0.1
quando a dire¢do de busca ¢ escolhido pelo método do gradiente conjugado nao linear.

Além disso, a buscas de linha sdo distintas entre as buscas exatas e inexatas
dependendo do método empregados por calcular a direcdo de busca v, .

Uma busca de linha exata executa uma minimizacdo da linha unidimensional
D(a)=D(o, +av,) ao longo da dire¢do v, , achando um apropriado comprimento de
passo « . Este método ¢ principalmente usado pelo método do gradiente conjugado.
Aqui, a busca de linha ¢ acompanhada em dois passos.

a) O primeiro passo ¢ chamado de selecdao, (PRESS, 1992). Esta selecio do minimo

achando trés pontos o, < o, < o, ao longo da direcdo de busca v, tal que

D(o,)>D(oc,) e D(oc.)>D(0,) (A2.6)

Assim, o minimo estd em algum lugar dentro do intervalo [o,,0.]. Estas selecdes
podem ser realizadas por um algoritmo eficiente como a regra de se¢do de ouro,
(Press,1992).

b) O segundo passo localiza o proprio minimo no intervalo [o,,0.], que pode ser feito

executando uma interpolagao parabodlica que corrija ajustando um polindmio quadratico
a funcdo objetivo D nos trés ponto o,,0, ¢ o,. O minimo desta pardbola ¢ achado.
Este processo ¢ repetido varias vezes corrigindo uma nova parabola no novo ponto ¢ os
prévios dois pontos com a fun¢do objetivo menor. Um método geralmente usado por
executar esta tarefa ¢ o algoritmo de Brent (PRESS,1992). No minimo obtemos o
comprimento de passo o.

Em uma busca de linha inexata ao longo de v, ndo vai requerer que
D(a)=D(o, +av,) seja minimo. Neste caso a segunda condi¢do Eq. (A2.5), ndo ¢é

aplicavel, ¢ possivel utilizar um algoritmo de aproximagao regressiva (PRESS, 1992).
Esta técnica ¢ usada no método Quase Newton, que no requere busca de linha exata.

O algoritmo de aproximagao regressiva busca os comprimentos de passo candidato
ok empregando a condi¢ao suficiente de decrescimentos dada pela Eq. (A2.4) que deve

ser cumprida.
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A2.3 - Método do gradiente conjugado nio linear
Porém, nos ndo podemos usar o método de gradiente conjugado linear em

tomografia optica porque este método s6é minimiza bem funcdo quadratica h(x).

Geralmente para fungdes ndo lineares, como a func¢do objetiva D, nds temos que usar o
método gradiente conjugado nao linear

O método de gradiente conjugado ndo linear gera uma seqiiéncia de {o,}

convergindo a solucdo o na equacgdo (A2.1)

VD(o)=0

Este método ¢ derivado do método de gradiente conjugado linear por minimizagao

da fun¢do h(x) quadratica convexa, com uma matriz A simétrica e positiva definida:

h(x)= %xTAx -b'x (A2.7)

Usando a condi¢do necessaria de primeira ordem (VA(x)=0), o método gradiente

conjugado linear também pode ser considerado como uma técnica que resolve um
sistema de equagdes linear.

Vh(o)= Ax—b=0 (A2.8)

Os dois problemas, minimizar uma fun¢do quadratica convexa e resolver um sistema
linear de equagdo, sdo equivalentes.
O método de gradiente conjugado linear resolve a Eq. (A2.8) usando uma seqiiéncia

de diregdes de busca {w, } de {4, } ao longo de w, para determinados x,,, desde um
prévio x, . O esquema de atualizagdo se torna:

X, =X +xw A29
K+l & T X W

As diregdes w, sdo conjugadas com respeito a matriz 4 . Logo temos a defini¢do

w; Aw, =0 para k#k' (A2.10)

Por conseguinte nds achamos uma dire¢ao conjugada nova

w, =—1, + Bw,_, (A2.11)
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onde 7, ¢ o residuo definido por

r, = Ax, —b (A2.12)

e o escalar f3,

T
T T

B = (A2.13)

T
VetV

O comprimento de passo unidimensional, ¢, , da fungdo quadratica A(x) ao longo

de w, ¢ determinado por

T
T T

a, = (A2.14)

T
w o Aw,

O método de gradiente conjugado nao linear difere do modo como o comprimento

do passo «, e o residuo r, sdo determinados.

Em vez de calcular ¢, diretamente da Eq. (A2.14), se vai utilizar o algoritmo de
busca de linha para minimizar a fun¢do objetivo D(o, +av,). Logo o valor do residuo

r,, para a determinagdo do escalar £, , na Eq. (A2.13) ¢ substituido pelo gradiente da

fungao objetivo (VD(o,).
VD(c,) VD(o
B = ( k)T (@) (A2.15)
VD(o,_,) VD(o,_,)
Finalmente a nova dire¢ao conjugada ¢ calculada modificando
Vi==VD(o,)+ B, (A2.16)

Os métodos de gradiente conjugado ndo linear se diferenga no modo de calcular S,

O algoritmo de conjugado gradiente nio linear pode ser resumido como segue
Convergéncia fixa, tolerancia €>0

Inicialize xo, ponto de partida o,
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Avalie D(o,) e VD(o,)
Logo v, =-VD(o,)
K=0
Enquanto ||VD(O'k)|| >e
Determine executando uma minimizagdo de linha de D(c, +av,)
Calcule uma estimativa nova o,_, = (o, +av,)
Calcule um novo gradiente VD(o,,,)
Determine p, ., usando Eq. (A2.15
Calcule a nova busca de diregdo v, ,, usando a equagdo v, =—-VD(o,)+ p.0,_,

Faca k=k+1

Fim enquanto

A2.4 O método de Newton para equacdes nao linear

Os métodos de gradiente conjugado ndo linear sofrem freqiientemente de taxas de
convergéncia lentas e requerem um numero relativamente grande de avaliagcdes de
fungdo durante a busca linear exata.

Os métodos de otimizacao tipo Newton em vez de resolver uma equacao nao linear
diretamente eles sdo resolvido como uma seqiiéncia de equagdes lineares. Pelo que, a

fungdo objetiva D(o) ¢ substituida por um modelo quadratico O(v,) em o,

D(o, +v,)~0(,)=D(c,)+v, VD(c,) +%va V:D(c,) v, (A2.17)

onde V’D ¢ chamado a matriz Hessiana. Logo igualando a zero a derivada de Q(v,)

com respeito a v,, nos adquirimos um sistema linear de equacdes, chamadas de

equacdes de Newton, dada por
V:D(c,) v, =-VD(c,) (A2.18)
entdo podemos calcular os valores v, e fazer logo uma estimativa nova dos nossos

parametros incognitos o,,, = o, +v, pode ser encontrado
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Os métodos de Newton raramente sao usado em problemas nao lineares. Devido que

o modelo quadratico Q(v,) ndo ¢ uma boa aproximagdo da fungdo objetivo ndo linear
D(o, +v,) em v,. Um segundo possivel problema ¢ que pode ndo existir a defini¢do
positiva da Hessiana (V°D). Quando (V°D) ndo é positivo definido o método de
Newton, os valores de v, atualizado ndo pode ser definido, pelo que o inverso (V>¢)™'

pode ndo existir. Além disso, at¢é mesmo quando estd definido pode ndo satisfazer a

propriedade de descida (NOCEDADL, 1999)
v,VD(c,)<0 (A2.19)

Por conseguinte foram propostos refinamentos para o método de Newton, sdo chamados
de métodos de Quasi Newton. Eles diferem na velocidade de computational e

estabilidade (NOCEDAL,1999). Geralmente, todo o método Quasi-Newton substituem

Eqgs. (A2.18) com vdrias alternativas por calcular a direcdo de busca v, que tem a forma

geral

B, -v, =-VD(c,) (A2.20)

onde B, ¢ uma matriz definida positiva, Intuitivamente B, deveria ser alguma
aproximagdo para V’D(c,). A diregdo de busca v, ¢ exigida ser uma dire¢do de

descida (Eq. (A2.19)). Além disso, a Eq. (A2.18) ¢é substituida pela atualizacdo da
formula de Eq.(A2.3). Em resumo, os métodos Quasi Newton requerem da primeira

derivada de nossa fungdo objetivoVD(o,), uma aproximagdo de B, a Hessiana
V:D(c,), a solugdo v, do sistema linear, Eq. (A2.21), € o armazenamento do

aproximado da Hessiana B, ~ V>D(o,)

A2.5. Método Quase Newton

Todos os métodos Quase-Newton empregam generalizagdes do método da secante
para calcular a matriz B, (NASH, 1996) com:
V:D(o,,) (0, —0,) = VD(0,,))~VD(5,) (A2.21)

Substituindo o Hessiana com uma Hessiana aproximada B, ,, temos:
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B, (o,,,—0,)~VD(c,,,)-VD(c,) (A2.22)

entdo sao definidos dois vetores que serdo usado repetidamente

5, =0, — O, (A2.23)

¢, = VD(o,,))~VD(c,) (A2.24)

substituindo as Eqs (A2.23) e (A2.24) dentro a Eq. (A2.22) obtemos:
B8, =9 (A2.25)

que ¢ conhecida como a condi¢do de secante ou a condicdo do Qwasi Newton. Esta

condicdo tem que ser satisfeito pela aproximacgdo de Hessiana B,,,. Além disso, a
matriz B, ,, sO ¢ definida positiva se somente satisfaz a condigdo de curvatura dada a
seguir:

s g, >0 (A2.26)

Uma técnica para calcular a matriz B,,, que satisfaz a condi¢do de secante €

determinada pela formulada de Broyden-Fletcher - Goldfarb-Shanno (BFGS) férmula

B = Bk _ (Bksk)'(BkSk )T + ¢k¢l{ (A227)

k+1 T T
Sy Bysy Oy Sk

Depois de cada repeti¢do a nova da matriz B, ,, fica atualizada, B,,, estd em funcdo
de B, entdo pode ser calculada comecando com B, = 1.
O método Quase-Newton pode calcular diretamente o inverso H,,, de B,,,. Agora,

dado um H, ,, pode-se calcular mais facilmente a nova direg¢do de busca v,,, usando a
Eq. (A2.51):
Vi =—H;,\VD(0y,,) (A2.28)

O inverso da Hessiana ¢ derivado de uma maneira iterativa comeg¢ando com

H, =1 e aplicando a formula seguinte
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Hk = Hk + (¢k _Hksk)' ¢kT _ (¢k _Hksk)Tsk (%%T) (A229)
: (DkTSk (go,fsk)z

O método de BFGS requer o armazenamento do inverso da Hessiana H, para ser
usada na proxima iteracdo, pelo que se precisa de um computador com muita memoria.
O método LM-BFGS nao precisa guardar a inversa da Hessiana, pelo que pode ser
usado em sistemas grandes. O LM-BFGS estd baseada na formulagdo inversa do

método de BFGS, agora a matriz H, ¢ substituida pela matriz de identidade 7 a cada

passo de repeticao. Nos fazemos esta substituicao na Eq. (A2.29) e obtemos a expressao

seguinte para a dire¢do de busca v, usando a Eq. (A2.28) e os vetores s, € ¢,

v, ==VD(o}) + 5, + A, (A2.30)
com
T T T
7:_(1_'_ ¢§¢k]skve(ak+l) + kalT)(o-k-H) (A231)
S Py S P S Py

_ 5, VD(0,,,)

T
Skgok

A (A2.32)

Um algoritmo baseado na aproximagado apresentada tem forma geral:

Tolerdncia de convergéncia fixa & >0

Inicialize ponto de partida o,
Calcule gradiente VD(o,)
Inicializar matriz inversa da Hessiana H, com a matriz de identidade 1

Enquanto ||VD(0'0)

> &

BFGS: calcule dire¢do de busca usando a Eq. (A2.28)
LM BFGS: calcule direg¢ao de busca usando Eq.(A2.30)

determine a, executando uma busca de linha sobre v,
calcule uma estimativa nova o,_, = o, +av,

calcule um gradiente novo VD(o,,,)
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defina s, e @, através das Eqs.(A2.23) e (42.24)

BFGS: calcule usando Eq. (A2.29)
LM-BFGS: calcule Ae yusando Eqs. (A2.31) e (42.32)

k=k+1
Fim

Pode ser que a aproximag¢do da matriz Hessiana B, ndo seja sempre positiva. Neste

caso o modelo quadratico ¢ uma aproximacao pobre da funcdo objetivo D e a condi¢do

de curvatura, Eq. (A2.26), ndo esta satisfeita.
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